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Streszczenie

Odkrycie i wyprodukowanie grafenu, nowego materialu dwuwymiarowego, zapoczatkowalo ere ba-
dan nad topologicznie plaskimi strukturami fizycznymi. Materialy dwuwymiarowe, a w szczegdlny
sposob grafen, okazaly si¢ mie¢ wlasnosci, ktére predysponuja je do szerokiego uzycia w elektronice
i do przeprowadzania badan nad relatywistyczna mechanika kwantowa. Grafen, nie oddzialywujacy
z innymi materialami, posiada zerowa przerwe energetyczng i zerowa mase efektywna — mozna go
wiec zakwalifikowa¢ jako pélprzewodnik o liniowej zaleznosci dyspersyjnej. Idealne wlasnosci tego
materialu zmieniaja sie¢ w momencie proby zbudowania urzadzenia elektronicznego. Oddzialywa-
nie z podtozem modyfikuje wlasnosci elektronowe grafenu. Jednym z najlepszych materiatéw, ktory
stosuje sie jako podloze dla warstw grafenowych jest heksagonalny azotek boru (h-BN). Ten dwu-
wymiarowy material o strukturze plastra miodu posiada stala sieci bardzo podobna do statej sieci
grafenu. Ponadto jest to material, ktéory w poréwnaniu do innych materialéw mogacych stuzyé z
podtoze, jest stosunkowo plaski. Heksagonalny azotek boru nadaje si¢ wigc bardzo dobrze do urza-
dzen elektronicznych — w malym stopniu wplywajac na wtasnosci elektronowe grafenu. Do tej pory
h-BN byt uzywany jako podloze, bierny element uktadu, wplywajacy w malym stopniu na jego dzia-
lanie. Ze wzgledu na specyficzne wiasnosci h-BN zdecydowalem sie w mojej rozprawie zbadacé jak, za
pomoca heksagonalnego azotku boru, mozna modelowaé¢ wlasnosci elektronowe wielowarstw grafe-
nowych. Podczas przeprowadzania badan rozszerzytem i uogélnitem procedure podziatu chiralnego,
stosowang dla ukladéw grafenowych, na uktady wielowarstwowowe grafen — h-BN. Analiza potozenia
warstwy h-BN wzgledem wielowarstw grafenowych pokazuje, ze h-BN moze z powodzeniem pelnié¢
aktywna role w ksztaltowaniu wlasnoéci warstw grafenowych, a nie tylko by¢ izolatorem stabo za-
klécajacym te wlasnosci. Najciekawsze wydaja sie hybrydy typu grafen/h-BN/grafen z nieparzysta
liczbg monowarstw grafenu po obu stronach h-BN. W uktadzie takim mozna wydzieli¢ poduktad
o wlasnosciach swobodnej monowarstwy, czyli z liniowa dyspersja i brakiem przerwy energetycz-
nej. Rezultaty te stanowia gléwna teze rozprawy doktorskiej. W rozprawie przeprowadzitem réwniez
analize zjawiska znanego z kwantowej teorii pola zwanego tunelowaniem Kleina. Moje badania roz-
szerza wiedze o tunelowaniu Kleina w materiatach dwuwymiarowych o przypadki tunelowania w
dwuwarstwach grafenowych w opisie czteropasmowym, i o tunelowanie w ukladach hybrydowych
grafen — heksagonalny- azotek boru. Moje badania nad tunelowaniem Kleina stanowia uzupelnie-
nie dotychczasowego stanu wiedzy i moga zosta¢ wykorzystane w praktyce. Omoéwiona wielomodo-
wos¢ tunelowania moze mieé praktyczne zastosowanie przy konstrukcji urzadzen elektronicznych, w

szczegolnosci przy projektowaniu tranzystorow polowych z efektem tunelowania miedzywarstwowego
(ITFET).



Abstract

Discovery and manufacturing of a graphene, new two dimensional material, begun the period
of research on the topologically flat surfaces. It turned out that the two dimensional structures,
especially the graphene, have properties which make them excellent candidates for use in electronics
and making research in the field of relativistic quantum mechanics. Graphene, not being influenced
by any other material, doesn’t have a band gap and effective mass of charge carriers is equal to zero.
Due to these properties one can classify graphene as a semiconductor with linear dispersion. These
ideal properties are changed while attempting to build the physical electronic device, as an effect of
interaction with substrate. One of the best commonly used substrate for graphene is a hexagonal
boron nitride (h-BN). This two dimensional material with the structure of the honeycomb has a
lattice constant very similar to the graphene’s lattice constant. Moreover it is more flat in comparison
with others materials which can serve as a substrate. Summing up the hexagonal boron nitride is a
perfect candidate for electronic devices based on graphene, since as a substrate it doesn’t influence
the electronic structure of graphene much. Up to this moment this was the main use of the h-BN
in two dimensional electronic devices. Due to the specific properties of h-BN I decided to make the
research in which I ask how with the use of h-BN it is possible to model the electronic structure of
graphene multilayers. In order to do this I broadened the procedure of chiral division, used commonly
for the multilayers of graphene to the multilayers consisting of graphene and hexagonal boron nitride.
Analyze of the electronic properties of examined multilayers in dependence of the position of h-BN
and graphene shows that h-BN can be an active modeling factor. That is being an insulator is only
one of the properties for which we can use h-BN layer. Most intriguing are graphene/h-BN/graphene
multilayers with the odd number of graphene monolayers on the both side of h-BN. In such system
one can distinguish subsystem with the linear dispersion and zero gap band. This means in such
system there exist free graphene monolayer. Moreover in my thesis I made a research on the Klein
tunneling the phenomenon known from the quantum field theory. My research provide the description
of tunneling in the bilayer graphene in the four band approach and gives the description of the Klein
tunneling in the cases of hybrid structures consisting of graphene and h-BN. Described in my thesis
multimode tunneling can have a practical implication in construction of the electronical devices
especially the IFET (inter layer field effect transistor) devices.
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Rozdziat 1

Wstep

Rewolucja zwiazana z materialami dwuwymiarowymi zostata zapoczatkowana przez material stwo-
rzony 7z jednego z najbardziej niesamowitych pierwiastkéw na ziemi - wegla ulozonego w dwuwymia-
rowej strukturze plastra miodu. Grafen, chociaz jest synonimem nowych materiatéw, zostal pierwszy
raz opisany ponad siedemdziesiat lat temu. W roku 1947 P. R. Wallace w pracy pod tytutem ”The
band theory of Graphite” podal opis pozioméw energetycznych pojedynczej warstwy grafitu czyli,
woéwezas tak nienazwanego, grafenu [1]. Poniewaz w tamtych latach panowal poglad (np. twierdzenie
Mermina-Wagnera), ze materialy dwuwymiarowe mogg istnie¢ tylko w teorii, przez dlugi czas praca
Wallace nie byla przedmiotem zainteresowania eksperymentatoréw. Dopiero w 2004 roku zostaly
opublikowane dwie prace eksperymentalne dotyczace grafenu. Pierwsza z nich pod tytutem ”Electric
Field Effect in Atomically Thin Carbon Films” powstata w grupie z Manchesteru pod kierunkiem
Konstantina Novoselov’a i Andreja Geim’a [2] a druga, kilka miesiecy pézniej, w zespole z Geor-
gii pod tytutem ”Ultrathin Epitaxial Graphite: 2D Electron Gas Properties and a Route toward
Graphene-based Nanoelectronics” [3]. Ciekawy jest fakt, ze w pracy noblistéw K.S. Novoselova i A.
K. Geima nie ma odnosnikéw do pracy Wallace. Obie wymienione prace staly sie poczatkiem ery
badan materialéw dwuwymiarowych [4-10].

Gléwnym nurtem badan grafenu, ze wzgledu na liniowa dyspersje (péiprzewodnik z zerowa prze-
rwa energetyczna i zerowa masa efektywna) jest zastosowanie go w nowoczesnej elektronice. Szybko
okazalo sie, ze grafen w realnych urzadzeniach elektronicznych, potozony na jakims podtozu zmie-
nia swoje specyficzne wlasnosci [4,11-20]. Zaczeto szukaé¢ materialéw, ktére bylyby odpowiednim
podtozem dla warstw grafenowych. Jednym z pierwszych materiatéw jaki rozwazano do budowania
urzadzen byl dwutlenek krzemu [21-25]. Z czasem okazalo sie jednak, ze duzo ciekawszym materia-
tem jest heksagonalny azotek boru [26-36]. Ten dwuwymiarowy material o strukturze plastra miodu
i stalej sieci niewiele rézniacej sie od stalej sieci grafenu jest izolatorem z szeroka przerwa energetycz-
na. Ponadto materialy hybrydowe grafenu z heksagonalnym azotkiem boru sg tatwiejsze w produkcji
niz materialy w ktérych substratem jest dwutlenek krzemu [35]. Do chwili obecnej powstalo wiele
prac, zarowno teoretycznych, jak i do$wiadczalnych, opisujacych rézne aspekty uktadow wielowar-
stwowych grafen - heksagonalny azotek boru, od podstawowych wlasnosci [37-41], warunkéw wytwa-
rzania [41-46], do budowy prototypowych urzadzen elektronicznych [47-58]. Nalezy jednak zwrdcié
uwage, ze w wiekszosci tych prac rola heksagonalnego azotku boru sprowadzana jest do biernego
»asystenta” | niezakldocajacego w sposob istotny wlasnosci grafenu. Wydaje si¢ jednak, ze wtasnie z
powodu tej biernosci, heksagonalny azotek boru moze byé wykorzystany do modelowania wtasnosci
wielowarstw grafenowych. Sprawdzenie takiej mozliwosci stanowi gléwna teze niniejszej rozprawy.



Podzial chiralny [59,60] z sukcesem stosowany do opisu zjawisk obserwowanych w wielowarstwach
grafenowych zostal tutaj uogdlniony i zastosowany do ukladéw hybrydowych grafen - heksagonalny
azotek boru.

Wyjatkowo interesujacym aspektem istnienia grafenu jest réwniez mozliwos¢ badania efektéw
znanych z teorii pola, np. paradoksu Kleina [61]. Jest to zwiazane z chiralnoscia sieci grafenowej
i zostalo po raz pierwszy opisane w pracy [62]. Bariera potencjalu powoduje, ze elektrony, ktére
do tej pory zapelnialy pasmo przewodnictwa, przechodza do pasma walencyjnego zostawiajac stany
nieobsadzone w pasmie przewodnictwa. To wlaénie te stany sa analogiem antyczastek kreowanych w
tunelowaniu Kleina [61,63]. Dotychczasowe badania tego zjawiska skupiaja si¢ na opisie tunelowania
dla monowarstw grafenowych oraz dwuwarstw grafenowych przy czym dla tych ostatnich stosuje
sie przyblizenie dwupasmowe [61,62] . Szczegélowa analiza tunelowania Kleina dla czteropasmowego
opisu dwuwarstw grafenowych, poréwnanie z opisem dwupasmowym oraz analiza tunelowania Kleina
dla uktadéw hybrydowych grafen - heksagonalny azotek boru stanowi oryginalny wynik niniejszej
rozprawy.

W nadziei, ze uklad materiatu pozwoli czytelnikowi w sposéb jasny odtworzy¢ droge badawcza,
jaka przebylem piszac rozprawe doktorska, w kolejnych rozdziatach przedstawiam: zwigzki pomie-
dzy teoria pola a grafenem (Rozdzial 2), zastosowane metody badawcze (Rozdzial 3), opis uktadéw
hybrydowych grafen - heksagonalnego azotku boru (Rozdzial 4), procedure podziatu chiralnego
uktadéw hybrydowych (Rozdzial 5) oraz tunelowanie Kleina (Rozdzial 6). Ze wzgledu na wygode
czytelnika w catosci pracy poshuguje sie nastepujacymi akronimami: MLG - monowarstwa grafenowa
(ang. monolayer graphene), BLG - dwuwarstwa grafenowa (ang. bilayer graphene), TLG - tréjwar-
stwa grafenowa (ang. threelayer graphene) oraz h-BN - heksagonalny azotek boru (hexagonal boron
nitride).



Rozdziat 2

Grafen jako material testujacy
teorie pola

2.1 Kwantowa teoria pola - chiralnos¢

Struktura sieci krystalicznej grafenu czyni z niego doskonaly realizacje 241 wymiarowej teorii po-
la, w szczegdlnosci elektrodynamiki kwantowej. Aby pokazaé relacje ”grafen - teoria pola” nalezy
przypomnie¢ pojecia kwantowej teorii pola zwiazane z podstawowymi wlasnosciami réwnania Dira-
ca [64]- [66].

Funkcja falowa swobodnej czastki o spinie 1/2 spelnia réwnanie Diraca:

(ty" 0y — mI)¥ = 0, (2.1)
gdzie:
©w=20,1,2,3
O = a%

~# jest zbiorem macierzy Diraca tj. v°,7',~%, 73 , a ¥ jest bispinorem Diraca :

(2.2)

Macierze Diraca spelniaja nastepujace reguly antykomutacyjne wynikajace z zadania, aby roz-
wiazanie rownania Diraca spelnialo réwnanie Kleina-Gordona:

P =y = 29T (2.3)
gdzie
1 0 0 0
0 -1 0 0
ny o __ —
7 Zlo 0o -1 o] (2.4)
0 0 0 -1



jest tensorem metrycznym.
Powyzsze macierze Diraca czesto nazywamy kontrawariantnymi. Macierze kowariantne definiujemy
wzorem:

T = g/w'YV (25)

Zwiazki antykomutacyjne nie wyznaczaja jednoznacznie postaci macierzy Diraca. Kazda reprezenta-
cja, ktora je spelnia jest dobra. Jedna z popularniejszych reprezentacji jest reprezentacja Pauliego-

Diraca:
0 __ I 0 1 0 Ul
V= 0o —1)/° Y _0.1 0 ’
2 0 0'2 3 _ 0 O'3
T <—02 0)° R (2:6)
gdzie 0,1 = 1,2, 3, sa macierzami Pauliego:
1 (0 1 s (0 —i 3 (1 0
o= (1 o= o) 7=\ 1 (2.7)
Réwnie czesto stosowana jest reprezentacja Weyla (chiralna):
0 __ 0 I 1 _ 0 0'1
V= <I 0/’ v = _0.1 0 ’
2 O 0'2 3 _ O 0'3
V= (_0_2 0 ) V= _0_3 0 ) (28)

w ktérej operatory rzutu na skladowe bispinora maja prosta postac.
Poszukujemy rozwigzania réwnania Diraca w postaci fali plaskie;j:

U(z) = e "P7u(p) (2.9)
i po podstawieniu do réwnania (2.1) otrzymujemy:
(v*pu —mI)u(p) =0 (2.10)

Pomnozenie powyzszego réwnania przez (v p,+ml) daje (p2—m?)u(p) = 0, co oznacza, ze rbwnanie
Diraca dopuszcza rozwiazania zaréwno o dodatniej, jak i ujemnej energii, £ = p° = +1/p? + m?2.
W reprezentacji Pauliego-Diraca i po podstawieniu:

u(p) = (‘p(p)) (2.11)

rownanie Diraca przyjmuje postac:

(v*pp — mI)u(p) = (v°po — 9 — mI)u(p) = (2.12)
E—-m  —dp eP)\ _
( op  —E- m) (x(p)> =0



czyli

0 op
x = . (2.13)

Wykorzystajac réwnosé:

7

S (( Ps3 (p1 — ip2)) (2.14)

p1 +ip2) —Ps3

latwo skonstruowaé cztery niezalezne rozwigzania réwnania Diraca:

1 1
dy ¢ = to y = 2.15
S (0> °X= E+m<p1+zp2) (2.15)
0 1 )
d = t =
gdy @2 <1> o x= E+m( pg)

d — (! to o = 1
gay X1 = 0 @—E m p1+2p2

0 L (p1—ip2
d = t = -
gdy x2 (1> o ¢ E_m( s

Pierwsze i drugie rozwiazanie odpowiada dodatniej energii (dla ujemnej energii x rozbiega si¢ gdy
P — 0) i analogicznie, rozwiazania trzecie i czwarte odpowiadaja ujemnej energii (dla dodatniej
energii ¢ rozbiega sie gdy p'— 0).

Biorac pod uwage normalizacje uTu = 2 | E | otrzymujemy cztery rozwiazania:

1 0
0 1
up =N p3 uy = N p1—ip2 (216)
E+m E+m
pi1tip2 —D3
E+m E+m
(dla E = y/m? + p?)
D3
E-m P1—ip2
P1+ipa E—m
uz =N Eim ug =N | 520
0 1

(dla E = —/m2 + 7),

gdzie N = /| E | +m.

Rozwiazania dla ujemnej energii interpretujemy zgodnie z interpretacja
Feynmana-Stuckelberga jako opisujace czastke poruszajaca sie w czasie do tylu lub réwnowaznie,
antyczastke o dodatniej energii poruszajaca siec w czasie do przodu. Zgodnie z powyzsza interpre-
tacja przepisujemy rozwiazania o ujemnej energii tak, aby reprezentowaly one antyczastki, tzn. w
rozwiazaniach wuz i uq zmieniamy znak E i p zgodnie z konwencja Feynmana-Stuckelberga:

v1 (B, p)e " F=p) — y, (— B, —p)e!(Ft—P7) (2.17)



vo(E, ﬁ)e—i(Et—ﬁi) = ug(—E, _ﬁ)ei(Et—ﬁ‘f)

Dla czastek Diraca macierz spinu ma postac:

- 1( 0
22_2(0 5) (2.18)

W przypadku fermionu z pedem p wzdtuz osi z, ¥ = u;(p)e™P* opisuje spin do géry a ¥ =
uz(p)e P opisuje spin w dét. W przypadku antyfermionu z pedem p wzdhuz osi z, ¥ = vy (p)e =P
opisuje antyfermion o spinie skierowanym do géry, a ¥ = vy(p)e~"P* opisuje antyfermion o spinie
skierowanym do dotu. Rzeczywiscie, gdy ped jest skierowany wzdtuz osi z , tzn. p; = pa =0,
p3 = | p | woéwezas:

1 0
0 1
uy = N +|p| Ug = N 0 (219)
E+4+m +[p|
0 Ttm
0 +p|
+|p| g
vy =N | E-m v =N
0 1
1 0
Sa to stany wlasne S, :
1 anti 1
Szuy = §U1 S3 v = —S3v1 = 51)1 (2.20)
1 .
Sg’ll,g = 75’&2 Sg"“vg = 7531)2 = 75’122

W ogélnej sytuacji ui,us,v1 i v2 nie sa stanami wlasnymi operatora spinu i sktadowe operatora
spinu nie komutuje z Hamiltonianem: [H, S3] # 0. k-ta sktadowa spinu komutuje z Hamiltonianem
tylko w przypadku, gdy czastka porusza sie wzdtuz k-tej osi. Sugeruje to, ze operatorem komutujacym
z Hamiltonianem jest operator rzutu spinu na kierunek pedu. Operator ten nosi nazwe helicity i ma
postac:

. S5 1/ o\ 7
h = = — | —. 2.21
2(0 U)Iﬁ (2.21)

Stan, w ktorym wektor spinu jest skierowany w kierunku ruchu czastki nazywamy prawoskretnym
ima on helicity +%, natomiast stan, w ktérym wektor spinu jest przeciwny do pedu czastki nazywamy
lewoskretnym i jego helicity wynosi f%. Duzym problemem, jest to, ze w przypadku masywnej
czastki helikalno$é nie jest Lorentzowsko niezmiennicza. Jedli czastka jest masywna, mozliwe jest
znalezienie inercjalnego uktadu odniesienia, w ktérym czastka porusza sie¢ w przeciwnym kierunku.
Nie zmienia to kierunku wektora spinu, tak wigc helicity zmienia znak. Helicity jest niezmiennikiem
Lorentza tylko w przypadku czastek bezmasowych. Wielkoscia Lorentzowsko niezmiennicza, ktéra,
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jak zostanie pokazane pdzniej, dla czastek bezmasowych pokrywa sie z helicity jest tzw. chiralnosé.
Chiralnos¢ czastki jest wielkoScia bardziej abstrakcyjna niz helicity i zalezy od tego, czy czastka
przeksztalca sie wedlug prawej czy lewej reprezentacji grupy Poincaré. Reprezentacja Diraca ma
elementy zaréwno prawe, jak i lewe. Operatorem chiralnosci jest operator +° :

7° =ir"y'?° (2.22)

W reprezentacji Pauliego-Diraca przyjmuje ona postac:

v = (? é) (2.23)

a w reprezentacji chiralnej Weyla:

= (—Of 2) (2.24)

Macierz v° jest hermitowska i (7°)? = I , zatem posiada cztery wektory wlasne nalezace do wartoéci
wlasnych +1. WprowadZzmy spinory:

1
Vp = +95) W (2.25)

Wowecezas:

Vg =Tg (2.26)
VUL = -0
Yp+¥, =V

Pokazemy, ze dla czastek bezmasowych chiralnosé i helicity pokrywaja sie. Rozwazmy bezmasowe
rownanie Diraca:

Y pou(p) = Fpu(p) (2:27)
czyli

ul(p) = 1 Tpu(p)

o (2.28)

~ 5 0=
Mnozac powyzsze réwnanie przez 7° i zauwazajac, ze operator helicity ma postaé h = 2 ZOW’ otrzy-
mujemy:

¥>u(p) = hu(p) (2.29)

11



Zatem w przypadku czastek bezmasowych wektory wlasne operatora chiralnoéci i helicity pokrywaja
sie. Dla czastek masywnych masa sprzega obie wielkosci. Rzeczywiscie:

Ypu¥r =mI¥y (2.30)
'y“pN\IJL =miI¥g

Przepiszmy lewo i prawo skretne bispinory w postaci:

Uy = %(I +9°)0 = (‘/’OR) (2.31)

v =5t = ()

wowcezas rownanie Diraca przyjmuje postac:
(pol +p)pr = mer (2.32)
(pol — GP)pr = mepr

W przypadku czastek bezmasowych réwnania te rozdzielaja sie w nastepujacy sposéb:

op
—pL = —pr (2.33)
Po

op

—@R = ¥R

Po

Z powyzszych réwnan wynika, ze pr, (¥r) opisyje czastki o dodatniej helicity (chiralnosci - pra-
woskretne) a ¢r, (¥r) o ujemnej (lewoskretne). W celu opisania czastek masowych o spinie 1/2
musieliSmy uzy¢ macierzy 4 x 4 1 w konsekwencji bispinoréw. Jednak, jak pokazuja réwnania (2.33),
w przypadku czastek bezmasowych wystarczy dwuwymiarowe réwnanie i czastka jest opisana spi-
norem. W 1929 roku Weyl zaproponowal dwuwymiarowe réwnanie do opisu bezmasowych czastek o
spinie 1/2 (neutrina):

app = pop. (2.34)

Mnozac powyzsze réwnanie przez 6'p i wykorzystujac réwnosé (6p)% = (p)? stwierdzamy, ze niezerowe
rozwiazanie istnieje tylko wtedy, gdy:

E=py==+]p]. (2.35)
Przepiszmy réwnanie ( 2.34) w postaci
55
—p =g (2.36)
17|
Dla stanéw o dodatniej energii (E = pg =| ' |) mamy rozwiazania tylko o dodatniej helicity (pra-

woskretne), a dla stanéw o ujemnej energii tylko o ujemnej helicity (lewoskretne). Zauwazmy, ze
w teorii dziur funkcja falowa o ujemnej energii, ujemnym pedzie i przeciwnie skierowanym spinem
jest interpretowana jako antyczastka o dodatniej energii, dodatnim pedzie i dodatnio skierowanym
spinie. Aby opisa¢ lewostronne bezmasowe czastki musimy rozwazy¢ rownanie:

—0Pp = pow (2.37)

Zamiana & na —d nie zmienia algebry macierzy 7, wiec réwnanie (2.37)jest réwnie dobre jak (2.34).
Teraz stany o dodatniej energii opisuja lewoskretne czastki, a stany o ujemnej maja dodatnie helicity.
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2.2 Hamiltonian Diraca - Hamiltonian grafenu

Grafen to dwuwymiarowy uklad atoméw wegla tworzacych plaska strukture plastra miodu ( Rysu-
nek 2.1) [61]. Struktura elektronowa atomu wegla to
(15)%(2s)%(2p)*. W otoczeniu innych atoméw wegla elektrony 1s pozostaja w stanie podstawowym,
podczas gdy elektrony 2s i 2p ulegaja hybrydyzacji. Jedna z mozliwoéci jest powstanie czterech orbi-
tali sp® , co oczywiécie prowadzi do utworzenia struktury tetrahedralnej, w ktérej wykorzystane sa
wszystkie elektrony walencyjne. Z taka sytuacja mamy do czynienia w przypadku najbardziej znanej
fazy stalej wegla, mianowicie diamentu, ktory jest bardzo dobrym izolatorem z przerwa energetyczna
~ 5 eV. Inna mozliwoéé to utworzenie trzech orbitali sp?, czyli pozostawienie jednego ”swobodnego”
orbitala p. W tym przypadku orbitale sp? daza do ulozenia w plaszczyznie pod katem 120° tworzac
strukture plastra miodu. W takiej konfiguracji pomigdzy atomami w warstwie istnieje silne wiazania
kowalencyjne typu o, odpowiedzialne za mechaniczng wytrzymalto$é pojedynczej warstwy grafenu.
Najwazniejszym orbitalem odpowiedzialnym za strukture elektronowa grafenu, jest orbital 7, kté-
ry nie jest wypelniony elektronami wiazacymi i, ktéry jest prostopadly do plaszczyzny warstwy
grafenowej. Zwykle ten orbital moze pomiesci¢ dwa elektrony ze spinem :I:%.

Sie¢ krystalograficzna grafenu jest siecia ztozona z dwdch nieréwnowaznych tréjkatnych sieci Bra-
vais, takich, ze otoczenie atoméw podsieci A jest lustrzanym odbiciem otoczenia atoméw podsieci B
(Rysunek 2.1 a). Komoérka elementarna zawiera dwa atomy i moze by¢ opisana wektorami bazowymi:

b)

K+

Rysunek 2.1: a) Struktura plastra miodu. b) Pierwsza strefa Brillouina.

a, = %(1,\/§) (2.38)
5(L-V3)

asz

gdzie a = 2.46 A jest stalg sieci okredlajaca odleglo$é pomiedzy komérkami elementarnymi, podczas
gdy acc = 1.42 A jest odlegloscig najblizszych sasiadéw. Warto zauwazy¢, ze trzech najblizszych
sgsiadéw atomu z podsieci A mozna znalezé przesuwajac sie wzdtuz wektoréw:

01 = (0, ) (2.39)



Wektory sieci odwrotnej okreslone przez warunek a; - b; = 2md;; wygladaja nastepujaco:

2 1
:717
bl a<’\/§
2 1
bo=—(1,——
2 a( \/g)

Pierwsza strefa Brillouina (Rysunek 2.1 b), zdefiniowana standardowo jako obszar ograniczony
przez plaszczyzny dzielace na pét odcinki taczace najblizsze wybranemu punkty sieci odwrotnej,
ma taki sam ksztalt jak podstawowe szeSciokaty struktury plastra miodu, ale jest obrécona o kat
5. Szes¢ punktéw naroznych pierwszej strefy Brillouina dzieli si¢ na dwie rownowazne grupy po 3
punkty, a wiec mozna rozpatrywac tylko dwa narozniki, ktérych pozycje w przestrzeni odwrotnej sg
dane przez wektory:

) (2.40)

—.0) (2.41)

Zobaczymy teraz, w jaki sposéb réwnanie Diraca-Weyla wynika ze specyficznej symetrii oraz
ilosci elektronéw w grafenie. Zdefiniujmy w zwyczajowy sposéb operatory kreacji ¢! i anihilacji ¢:

cn)=vn+1n+1)

cln) = v/nln—1)

cl0) =0,

(2.42)

gdzie n jest liczbg stanéw. Hamiltonian monowarstwy grafenu wyrazony przez kombinacje tych
operatorow ma nastepujaca postac:

H=-%Y 3 (B + ) (eh)] (2.43)

i€Aa=1,2,3

gdzie sumowanie po ¢ przebiega podsie¢ A, podczas gdy sumowanie po a obejmuje 3 najblizszych
sasiad6w atomu ¢. Hamiltonian ten opisuje ” przeskok” elektronu z podsieci A do podsieci B (i odwrot-
nie) kontrolowany przez parametr vg. Przyjecie takiego modelu nie jest konieczne do wyprowadzenia
rownania Diraca-Weyla, niemniej jednak powoduje, ze wyprowadzenie to jest bardzo proste, a co
wiecej, model ten bardzo dobrze opisuje grafen. Korzystajac z twierdzenia Blocha mozemy zapisaé
funkcje falowa dla ukladu opisanego Hamiltonianem (2.43):

k) = % S e () o) (2.44)

1€ES

a nastepnie policzy¢ odpowiednie elementy macierzowe:

WHIH W) = =0 D e® = —f(k) (2.45)

a=1,2,3
(B H |v%) = —v0f* (k)
(WK H k) = (5| H ) = 0.
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Ostatnia zalezno$¢ wynika z faktu, ze atomy w podsieciach A i B sg nierozrdznialne oraz z
zastosowania przesuniecia skali energii o stala warto$é. Biorac pod uwage zaleznosei (2.44) i (2.45)
mozemy zapisaé¢ réwnanie Schrodingera dla Hamiltonianu (2.43) w postaci:

(et ) (W41) =20 () a0

Latwo znalezé wartosci wlasne:

E(k) ==+ | f(k) | (2.47)

gdzie znak + odnosi sie odpowiednio do pasma przewodnictwa i do pasma walencyjnego. Aby zro-
zumieé co to oznacza, nalezy obliczy¢ | f(k) | korzystajac z zaleznosci (2.38) i (2.39). Otrzymujemy
nastepujaca funkcje:

| f(k) |= % + 4cos(%) cos(‘/ggky) + 4cos2(%), (2.48)

ktora wstawiona do réwnania (2.47) pozwala na wykreslenie struktury pasmowej grafenu (Rysu-
nek 2.2). We wszystkich obliczeniach niniejszej rozprawy przyjmujemy, ze parametr oddzialywania
Yo = 3.033eV. Wyraznie widaé, ze pasma odpowiadajace +7o | f(k) | stykaja sie w kilku punktach,
ktore odpowiadaja naroznikom strefy Brillouina, czyli dwém nieréwnowaznym zbiorom punktéw
oznaczonych na Rysunku 2.1b jako K, i K_.
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Rysunek 2.2: Struktura pasmowa grafenu. Wykres funkeji (2.47).

Poziom Fermiego grafenu jest dokladnie na styku tych pasm i tatwo zauwazy¢, ze niskoenerge-
tyczne spektrum jest zaleznoscia liniowa. Biorac pod uwage, ze dla swobodnych elektronéw spektrum
jest zaleznoscia kwadratowa, widzimy, ze niskoenergetyczne wzbudzenia (elektron - dziura) w grafe-
nie sg zupelnie rézne od przypadku swobodnych elektronéw. Przyjrzyjmy sie, jak wyglada efektywny
niskoenergetyczny Hamiltonian opisujacy zachowanie elektronéw w otoczeniu punktéw K, i K_. W
tym celu nalezy rozwinaé funkcje f(k) w szereg Taylora w otoczeniu tych punktéw i ograniczyé go
do dwoch pierwszych wyrazéw:

fIK + k)= f(K)+Vkf(K) v=k+k (2.49)

Nastepnie korzystajac ze wzoru na f(k) (2.45) oraz okredlen wektoréw K (2.41) i §; (2.40)
mozemy zapisa¢ Hamiltonian w otoczeniu punktu K¢ (§ = £):

V30a 0 Eky—ik,
Hre = —5— (gkm Yiky 0 ) (2.50)
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Biorac teraz pod uwage, ze k, = —ih0, i k, = —ihdy, mozemy zapisa¢ réwnanie Schrodingera
dla Hamiltonianu (2.50) jako:

vpog - p¥ = BV (2.51)

gdzie predko$¢ Fermiego vp = \/g';lo“ a o¢ = (£04,0,). Jest to posta¢ réwnania Diraca-Weyla

(2.34) opisujaca swobodne relatywistyczne elektrony, ktére poruszaja sie z predkoscia Fermiego.
Oznacza to, ze niskoenergetyczne wzbudzenia w poblizu punktéw K¢ nie sa opisane réwnaniem
Schrédingera tylko rownaniem, ktorego zwykle uzywa sie do opisu neutrin. Wzbudzenia te maja
wiec efektywny stopien swobody, ktory nasladuje spinowy stopienn swobody obecny w prawdziwym
rownaniu Diraca-Weyla. Nazywamy go pseudospinem. Kazda jego skltadowa jest rzutem funkcji fa-
lowej na podsieé A (spin do géry) lub na podsie¢ B (spin w dél). Zwréémy réwniez uwage, ze tak
naprawde mamy dwa réwnania (§ = +) opisujace czasteczki chiralne w stosunku do siebie.

Podsumowujac, fizyczny obraz uzyskany dla maltych wartosci k jest catkowicie rézny od tego, kto-
ry wynika z opisu makroskopowego. Wychodzac od modelu nierelatywistycznych elektronéw (2.43)
doszliSmy do wniosku, ze niskoenergetyczne zachowanie elektronéw w tym problemie odpowiada re-
latywistycznym fermionom (2.51). Jest to wyjatkowo interesujace, poniewaz mozemy uzy¢ grafenu
jako materialu testujacego efekty relatywistyczne, ktére nigdy nie mogly by¢é zmierzone w ekspery-
mentach fizyki czastek elementarnych. Jednym z przyktadéw jest paradoks Kleina. Zmierzono, ze
elektrony grafenowe, spetniajace réwnanie Diraca-Weyla, padajac na bariere potencjatu tuneluja w
100% [67].

2.3 Chiralnosé¢ w grafenie

Chiralno$¢ w grafenie jest zwiazana z jego struktura krystalograficzna (Rysunek 2.1), w szczegdlno-
$ci z istnieniem dwdéch podsieci. Analogia pomiedzy Hamiltonianem opisujacym grafen w zakresie
niskich energii (réwnanie 2.50) a Hamiltonianem z réwnania Diraca-Weyla (2.34) pozwala na przypi-
sanie spinom z ostatniego rownania podsieci grafenowych - ” pseudospinéw”. Oznacza to, ze elektrony
w grafenie posiadaja dodatkowy stopienn swobody analogiczny do spinu o wartosci 1/2 (£1/2 - pod-
sie¢ A/B). Konsekwencja proporcjonalnosci operatora Hamiltona do operatora helicity (2.21) jest
zachowanie tej wartosci. Helicity (chiralno$é¢) w przypadku grafenu jest rzutem operatora pseudo-
spinu na kierunek pedu, co oznacza, ze zmienia znak przy przejéciu z punktu Diraca K_ do K.
Jezeli w otoczeniu punktu K_ chiralno$¢ jest dodatnia, to chiralno$¢ w punkcie K jest ujemna i
zachowuje sie.

W pracy [59] pokazano, ze niskoenergetyczna struktura pasmowa dowolnych wielowarstw grafeno-
wych, w przyblizeniu najblizszych sasiadéw, sklada sie ze zbioru niezaleznych od siebie dubletéw
pseudospinowych. Pasma kazdego dubletu opisane sa Hamiltonianem w postaci:

Hj(k) o< k7 [cos(Tpr)os £ sin(Jor) o], (2.52)

gdzie o, to macierze Pauliego, k to wektor falowy, ktérego wartoé¢ jest mierzona w punkcie
K, albo K_, k = |k|, a ¢, oznacza kierunek wektora falowego k. Znak + zaklada przeciwne
znaki w otoczeniu K, i K_, natomiast J jest indeksem chiralnosci dla danego dubletu: J = 1
opisuje chiralno$é dla monowarstwy, J = 2 dla dwuwarstwy ete. [70]. Efektywny Hamiltonian dla
N-warstwowego ukladu grafenowego mozna wiec przedstawi¢ w postaci:

H]e\]ff%HJl@HJQGB”'@HJND (253)

z nastepujaca regula sumacyjna:

17



> Ji=N, (2.54)

gdzie Np zalezy od sekwencji ulozenia monowarstw i jest liczba dubletéw pseudospinowych.
Przyktadowo dla tréjwarstwy ulozonej w sekwencji ABA mamy chiralno$é J = 2+ 1, a dla ulozonej
w sekwencji ABC chiralno$¢ J = 3. Szczegdly i konsekwencje podziatu chiralnego omoéwione zostang
w Rozdziale 5.

2.4 Paradoks Kleina: elektrodynamika kwantowa - grafen

Grafen ze wszystkimi swoimi wlasnosciami daje mozliwosé testowania réznych efektéw z zakresu
elektrodynamiki kwantowej, spoéréd ktorych szczegdlnie interesujacy jest paradoks Kleina nieob-
serwowalny w fizyce czastek elementarnych. W 1929 roku Oskar Klein zaproponowal eksperyment
myslowy, aby zbadaé¢ paradoksalne implikacji réwnania Diraca, czyli stuprocentowe tunelowanie
relatywistycznych fermionéw przez bariere potencjalu o dowolnej wysokosci i szerokosci (bez wy-
kladniczego tlumienia charakterystycznego dla proceséw tunelowania kwantowego) [69]. Rozwazyt
elektron o energii F/, masie m i pedzie k padajacy na bariere potencjalu w postaci stopnia o wysokosci
U (Rysunek 2.3b).
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Rysunek 2.3: Schemat kreacji pary elektron-pozyton w idei oceanu Diraca (a). Schemat eksperymentu
myslowego Kleina (b).

Rozwiazania réwnania falowego w obszarach I (przed bariera) i II (wewnatrz bariery) maja
nastepujaca postac:

’(/)[(t,.ib‘) _ e—z’Et-i—ikla: + Re—iEt—iklac’ (2.55)
'(/)Il(ty x) _ Te—iEt+ik2x

gdzie

ki = VE2 — m2, (2.56)
ke = /(E—U)Z—m?

opisuja ped elektronu, odpowiednio, na zewnatrz i wewnatrz bariery. State R i T oblicza si¢ zszy-
wajac rozwigzania na granicy « = 0. Z warunkéw: ¢ (t,0) = ¥r1(¢,0) oraz 9,¢1(t,0) = d,¢r1(t,0)
otrzymujemy:
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Na pierwszy rzut oka wydaje sie, ze zachowanie elektronu bedzie podobne do przypadku niere-

latywistycznego. Jezeli energia kinetyczna jest wieksza niz U, to bedziemy obserwowaé zarowno fale
odbita, jak i przechodzaca. Natomiast, jezeli energia kinetyczna jest mniejsza niz U, zaobserwujemy
tylko fale odbita, podczas gdy fala przechodzaca zaniknie wykladniczo na dystansie réwnym diu-
gosci fali Comptona wewnatrz bariery. I rzeczywiscie tak sig dzieje: i) dla E — m > U - pedy k1
i ko sa rzeczywiste i otrzymujemy dwie fale: czedciowo odbita oraz czesciowo przechodzaca; ii) dla
U—-2m < E—m < U - ped k2 jest urojony i mamy catkowite odbicie. Jednak w przypadku, kiedy
U > 2m a energia padajacego elektronu miesci sie w zakresie 0 < F —m < U — 2m, mamy zupelnie
inng sytuacje. Latwo sprawdzié, ze wtedy k1 i ko sg rzeczywiste, czyli fala padajaca jest cze$ciowo
odbita, a cze$ciowo przenika przez bariere potencjalu. Wynik ten jest zaskakujacy, poniewaz ozna-
cza, ze istnieje niezerowe prawdopodobienstwo znalezienia elektronu o ujemnej energii kinetycznej
(E—m —U < 0) w dowolnym punkcie bariery. Dirac zauwazy! opisany tu problem niestabilnosci
rozwiazan swojego rownania i zaproponowal wyjasnienie zwiazane z faktem, ze opisuje ono fermiony,
czyli czastki podlegajace zakazowi Pauliego. Stad, kazdy stan w spektrum energii moze by¢ zajety
przez co najwyzej jedna czastke, czyli stany z £ = m mozna ustabilizowa¢ zaktadajac, ze wszystkie
stany z ujemna energia sa obsadzone. Jezeli idea Diraca przywraca stabilno$é¢ spektrum poprzez
wprowadzenie stabilnej prézni, gdzie wszystkie stany o ujemnej energii sa obsadzone, jest to tzw.
ocean Diraca (Rysunek 2.3 a), to oznacza to, ze jedno-czastkowa interpretacja réwnania Diraca nie
jest mozliwa. Czyli dziwny wynik opisanego eksperymentu myélowego, paradoks Kleina, bierze sie
z zalozenia jedno-czastkowego rozwiazania relatywistycznego réwnania falowego. Dopiero analiza
wieloczastkowa pozwala zrozumieé, ze odbiciu nadbiegajacego elektronu towarzyszy kreacja pary
elektron-pozyton. Mozna powiedzieé, ze nagle pojawienie sie bariery potencjatu lokalizuje biegnacy
elektron o masie m w odleglodci mniejszej niz dlugosé fali Comptona A = 1/m. Kreacja wystepuje
zawsze, gdy probujemy zlokalizowaé czastke o masie m w obszarze o rozmiarach jego fali Comp-
tonowskiej. Rzeczywiscie, z nieoznaczonosci Heisenberga wynika, ze jezeli Az ~ 1/m to fluktuacja
pedu bedzie rzedu Ap ~ m, a fluktuacja energii rzedu AE ~ m. W zwiazku z tym, w teorii relatywi-
stycznej, fluktuacja energii jest wystarczajaca dla kreacji czastek z prézni. W przypadku fermionéw
koncepcja oceanu Diraca jasno pokazuje, w jaki sposob elektrony z oceanu moga by¢ wzbudzone do
stanéw o dodatniej energii, kreujac pare elektron-pozyton (Rysunek 2.3 a).
Liniowa zalezno$é dyspersyjna méwi, ze elektrony w grafenie zachowuja sie jak bezmasowe czast-
ki relatywistyczne poruszajace si¢ z predkoscia Fermiego vp = ¢/300. Ponadto, niskoenergetyczne
spektrum elektronéw w grafenie doskonale nasladuje zachowanie fermionéw Diraca, mozna si¢ wiec
spodziewadé, ze jest mozliwy eksperyment podobny do analizowanego przez Kleina.
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Rysunek 2.4: Grafen - schemat tunelowania Kleina przez bariere w postaci stopnia o wysokosci U.

Rozwazmy tunelowanie Kleina dla elektronu z pasma przewodnictwa padajacego na bariere po-
tencjalu w postaci stopnia o wysokosci U (Rysunek 2.4). Wewnatrz bariery elektron zostaje prze-
suniety do pasma walencyjnego, i aby porusza¢ sie w tym samym kierunku musi odwroécié kierunek
swojego pedu. Warto zwréci¢ uwage, ze zmiana kierunku pedu nie jest zwiazana z odbiciem od
bariery potencjaltu. W przypadku odbicia elektron musiatby réwniez odwrdécié swéj pseudospin, co
nie jest mozliwe ze wzgladu na zasade zachowania pseudospinu. Zatézmy, ze w stanie poczatkowym
elektron posiada k; > 01k, = 01 pada na translacyjnie niezmienng w kierunku y bariere potencjatu.
Sytuacje taka opisuje nastepujacy Hamiltonian:

H = kyo, + kyoy + U(z). (2.58)
Zmiana w czasie predkosé v, = —i[z, H] = 0, opisana jest réwnaniem ruchu:
Uy = —ilog, H) = 20, k. (2.59)

poniewaz ped w kierunku y jest zachowany k,(t) = k,(0). Jezeli stan poczatkowy elektronu jest
stanem o zerowej wartoéci pedu w kierunku y, to w dowolnym czasie ¢t > 0 mamy:

(W(t)] 02 (0) [W(2)) = (¥(0)] 02 (t) [W(0)) = 2(W(0)| 0= ()ky(0) |¥(0)) = 0, (2.60)
co oznacza, ze predkosé (pseudospin) jest stata ruchu:

(W(O)| vz [W(1)) = (¥(0)] v [¥(0)) = +1. (2.61)

Elektron porusza sie tak, jakby nie bylo zadnej bariery. Przy padaniu prostopadtym na transla-
cyjnie niezmienng bariere potencjalu jest ona przezroczysta dla bezmasowych elektronéw Diraca.
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W zjawisku tym tunelujace elektrony sa transformowane w barierze potencjalu w stany dziurowe.
Elektrony, ktore przed bariera potencjalu byly w pasmie przewodnictwa, w barierze potencjatu znaj-
duja sie w pasdmie walencyjnym. Jednoczesnie w pasmie przewodnictwa zostaja stany nieobsadzone,
ktore sg stanami dziurowymi. Stany dziurowe sa poréwnywane do antyczastek znanych z kwantowej
teorii pola [67].

22



Rozdziat 3

Metody badawcze

3.1 Metoda ciasnego wigzania

Analiza wlasnoéci uktadéw hybrydowych grafenu z h-BN przedstawiona w dalszych cze$ciach pracy
opiera sie na wyliczeniach w przyblizeniu ciasnego wiazania i dlatego zostang oméwione i przed-
stawione gléwne cechy tej metody oraz przedstawimy jej zastosowanie do uktadéw hybrydowych.
Struktura pozioméw energetycznych elektronéw w ciatach stalych ma postaé pasm. Zblizenie do
siebie N atomoéw na odleglosé, przy ktérej funkcje falowe ich elektronéw zaczynaja na siebie zacho-
dzi¢ prowadzi do powstania pasma ztozonego z N blisko siebie polozonych dyskretnych pozioméw.
Do wyjasnienia powstania takiej struktury niezbedne jest uwzglednienie oddziatywania elektronéw
miedzy soba oraz z jonami sieci krystalicznej. Jednym z najbardziej znanych podejsé do obliczania
struktury pasmowej jest metoda ciasnego wiazania (Tight Binding Approximation), zaproponowana
w roku 1954 [71] i znana tez jako metoda liniowej kombinacji orbitali atomowych (Linear Combi-
nation of Atomic Orbitals - LCAQ). Przyblizenie ciasnego wiazania zaktada, ze elektrony sa silnie
zlokalizowane w sieci i w duzym stopniu zachowuja wlasnosci, ktére mialty w atomach swobodnych.
Ich stany sa tylko zaburzone przez obecnosé sasiednich atoméw. Periodyczny potencjal sieci jest
przyblizany przez superpozycje potencjaléw atomowych. Mozna zastosowaé rachunek zaburzen dla
okreslenia réznicy pomiedzy rzeczywistym potencjalem a potencjalem atomowym.

Niech ®(r — R;) bedzie atomowa funkcja falowa atomu w wezle sieci R;. Réwnanie Schrédingera
dla elektronu w atomie wyglada nastepujaco:

[—%VQ—FU(r—Rj) — E°|®(r - R;) =0, (3.1)

gdzie U(r—R;) jest potencjatem atomowym a EY jest atomowa wartoécig wlasng. Zakladamy te-
raz, ze atomy tworza krysztal z periodycznym potencjalem V(r), oraz ze ¥(r) i E(k) sa odpowiednio
funkcja falowa i wartoscia wlasna elektronu w krysztale:

R,
[—%V +V(r)— E]¥(r) =0. (3.2)

Zgodnie z zalozeniami metody ciasnego wiazania potencjal V(r) zapisujemy jako sume poten-
cjaléw atomowych:

V(r) ~ Z U(r — Ry) (3.3)
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a Hamiltonian jako atomowy H° z zaburzeniem H':

h2 2 hz 2
Hff%v +V(r)f7%V +[V(r) - U{r -R;)|+ U(r - Ry) (3.4)
H=H"+H

h2
H = —%Vz'i'U(r—Rj)

H =V(r)-U(r—Rj).
Skonstruujmy teraz funkcje falowe elektronéw w krysztale jako kombinacje liniowa funkcji ato-
mowych ®(r—R;). Zalézmy, ze w kazdym wezle j mamy orbitale o takiej samej symetrii (np. ns, np,

itd) oraz, dla uproszczenie, ze w komoérce elementarnej znajduje sie tylko jeden atom. Tak zbudowana
funkcja falowa jest stanem wlasnym Hamiltonianu z réwnania (3.2) i wyglada nastepujaco:

N

r) =Y C;(k)o(r—R;), (3.5)
j=1

gdzie sumowanie przebiega po wszystkich atomach sieci w weztach R;. Funkcja (3.5) musi spel-
nia¢ twierdzenie Blocha méwiace o funkcji falowej w ukladzie periodycznym, krysztale. Aby tak
bylo, wspétezynniki C;(k) musza byé postaci:
1 .
Cj(k) = ——=e R, (3.6)
Wowczas:

U(k,r) \ﬁz c*Rip(r — R;). (3.7)

Aby obliczy¢ energie elektronéw nalezy utworzyé¢ elementy macierzowe jednoczastkowego Hamil-
tonianu H zawierajace oddzialywania pomiedzy orbitalami réznych atomdw:

= (V| H|V) = Z e'k(Ri—Ry) / *(r — R;) H®(r — R;)dr. (3.8)
Calki w powyzszym rownaniu sa parametrami metody. Dla ¢ = j jest to catka wewnatrzatomowa
i w pierwszym przyblizeniu przyjmuje si¢, ze jej wartos¢ jest energia elektronu na danym orbitalu

atomowym. Dla ¢ # j calki reprezentuja parametry oddzialywania miedzy najblizszymi, drugimi,
itd. sasiadami. Nastepnie nalezy wyznaczy¢ elementy macierzy przekrywania orbitali:

= (V| ¥) = NZ ¢K(Ri—Ry) /@*(r—Ri)@(r—Rj)dr. (3.9)

Funkcje falowe atomoéw izolowanych cechuje maly stopien nakladania sie, i w pierwszym przybli-
zeniu mozna zalozy¢, ze catki w powyzszym réwnaniu znikaja z wyjatkiem gdy ¢ = j, czyli:

1 AR R
S =~ N Ze k(R RJ)(Sij = 1. (310)
ij

A zatem energia elektronu moze by¢ wyznaczona ze wzoru:
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gdzie pozostaje do policzenia suma, w pierwszym przybhzenlu po najblizszych sasiadach, ktora
zalezy od rodzaju sieci i nosi nazwe czynnika strukturalnego.

Opisana metoda zostala uogélniona na przypadek uktadu z n orbitalami atomowymi ®; w ko-
moérce elementarnej [72]. Zaklada sig, ze uklad jest niezmienniczy na operacje translacji, co pozwala
na uzycie n réznych funkeji Blocha ; (k, r) postaci (3.7) z orbitalami ®;. Elektronowa funkcja falowa
jest wtedy dana przez kombinacje liniowa n réznych funkeji Blocha:

ZCZ (k)W (k,r) (3.12)
i mozemy policzy¢ energie:

<w’t‘ H|¢Z> _ Z]l jzcll<\I/ |H|\Ijl>

E;(k) = = . (3.13)
(i [ i) Z]l ]zcil< J | W)
Wprowadzajac teraz definicje odpowiednich elementéw macierzowych:
Hy = (V| H|W), Sp=(¥;|¥) (3.14)
minimalizujemy energie (3.13) wzgledem wspétczynnikéw ¢, w standardowy sposéb:
OFE; . Zl H,.ici B Zjl Hjlc;icil Zl mlCil —0 (315)

ac:m B Z]‘l Sjlc}(icil (Zjl SJlC C’Ll)

Drugi wyraz w powyzszym roéwnaniu zawiera czynnik réwny energii E; (réwnanie (3.13)). Mozemy
wiec napisa¢ nastepujace réwnanie:

n n
Z Hpyea = Eiz SmiCit, (3.16)
=1 =1

ktére mozna przedstawi¢ w postaci macierzowej:

Hi1 Hip ... Hin il Si1 Si2 .. Sin Ci
Hyy Hip ... Hap Ci2 So1 S22 ... Son Ci2

_p | - (3.17)
Hn,l Hn,? Hn,n Cin Sn,l Sn,2 Sn,n Cin

Whprowadzajac odpowiednie oznaczenia, réwnanie (3.16) moze byé wyrazone w ponizszy sposéb:

Ho; = E;S¢;. (3.18)

Energie znajdujemy rozwiazujac réwnanie wiekowe:

det(H — E;S) = 0. (3.19)
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W przypadku monowarstwy grafenu (réwnanie (2.46)) dla przyblizenia najblizszych sasiadéw
macierz przekrywania orbitali moze byé¢ bez wiekszego btedu pominieta. Energie E wyznacza si¢
wtedy z réwnania:

det(H — EI) =0, (3.20)

gdzie I jest macierza jednostkowa.

Uogdlnienie przedstawionej metody (w przyblizeniu najblizszych sasiadéw) dla ukladu skladaja-
cego si¢ z N monowarstw o strukturze plastra miodu prowadzi do Hamiltonianu, ktory jest macierza
o wymiarach (2N x 2N) [73]:

ML, T15 0
F2,1 0 ML2 ].—‘2’3 0
0 0 Ty MLs Tsy 0

Hy = S (3.21)

0  w. .. 0 .. MLy, Ty

0 . .. 0 .. Tyyx. MLy

gdzie:
ML; = o =0:fik)) g9 N, (3.22)
—0,:f7 (k) €0
0 Si\ .

Fi7i+1 =% (15, O)l— 1,2,...,N—1, (323)
Tiyri =170 (3.24)

Parametr s; = 0,1 pozwala na ulozenie monowarstw w pozadanej sekwencji, na przyklad Ber-
nala, romboedrycznej lub mieszanej. Parametr ¢; o(g) oznacza energig elektronu na rozpatrywanym
orbitalu atomowym 2p, z warstwy 4 i odpowiedniej podsieci A(B). Parametry v odpowiadaja si-
le wigzania pomiedzy poszczegdlnymi atomami, a dokltadniej: vp,; opisuje oddziatywanie pomiedzy
dwoma najblizszymi sasiadami w monowarstwie, podczas gdy -y; opisuje oddzialywanie pomiedzy
atomami w sgsiadujacych warstwach. Czynnik strukturalny f (E), dany wzorem (2.48) mozna przy-
blizy¢ w otoczeniu punktéw K¢ zgodnie z opisem zawartym w podrozdziale 2.2:

V3a

f(k) = === (&pa — ipy), (3.25)
2h
gdzie: p' = hk — hK, ¢. Otrzymujemy nastepujaca relacje rekurencyjng dla policzenia wyznacznika

(3.20) z Hamiltonianem (3.21) [73]:

N-2 N—-1
+(e=BE)Y{ D> ()" (en—ra—E) (1= 5:)*77 DNk (3.27)
k=1 i=N—k
N—-1
+(=D)N Hena — B) [] (1 - 5%} (3.28)
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N—-2 1

Fenm— B S (DM ewis—B) J] $22Dnosos (3.29)
k=1 o 1=N—k
+ ()Y e = B) ] shi) (3:30)

Przykladowo macierz Hamiltonianu dla ukladu skladajacego si¢ z dwuwarstwy grafenowej (BLG)
i monowarstwy heksagonalnego azotku boru (h-BN) ulozonych w sekwencji Bernala wyglada naste-
pujaco [73]:

0 —f(k) 0 m,c—c 0 0
—Yof*(k) 0 0 0 0 0
0 0 0 —Y0.f (k) 0 0
J7 . . (331
BLG/h-BN Y1,0—C 0 —vof*(k) 0 V1,C—N 0 (3:31)
0 0 0 Y1,C-N N - f (k)
0 0 0 0 —o0.f" (k) €B

przy czym przeskalowano energie tak aby ec = 0. Symbolami 7 i 7 oznaczono oddzialywania,
odpowiednio: w warstwach grafenowych i warstwie h-BN. Symbole te sg uzywane we wszystkich ko-
lejnych wzorach, chyba ze wzory zapisywane beda w postaci ogdlnej. Ponadto, w tych i we wszystkich
kolejnych obliczeniach przyjmujemy nastepujace wartosci parametréw: vo = 3.033eV, v, = 2.36eV,
Y1,c—c =71 = 0.39eV, v1,c—n = 0.25eV, ex = 3.36eV, eg = —3.66eV, ec = 0.
Obliczona struktura pasmowa dla uktadu (3.31) przedstawiona jest na Rysunku 3.1.

E.[eV]
I

Y1.eff =Q‘

Rysunek 3.1: Struktura pasmowa ukladu BLG/h-BN.

3.2 Tunelowanie Kleina
Wiasnosci uktadéw hybrydowych grafen h-BN zilustrowane zostana analiza zjawiska tunelowania

Kleina. Rozwazmy problem tunelowania elektronéw przez prostokatng bariere potencjalu o wysokosci
U oraz szerokosci d (Rysunek 3.2) w ukladzie skladajacym si¢c z N monowarstw. Taka bariere
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mozna uzyskaé¢ na przyklad przez domieszkowanie chemiczne [67]. Elektrony nadbiegajace z minus
nieskonczonosci (obszar I) padaja na bariere potencjalu i po opuszczeniu jej obszaru (I7) biegng do
plus nieskoniczonosci (obszar I17). Kat padania elektronéw jest oznaczony jako 6, a kat ugiecia jako

¢.

Rysunek 3.2: Tunelowanie elektronéw przez bariere potencjalu. Obszary: przed, wewnatrz, oraz za
bariera potencjalu oznaczone sa odpowiednio I, I1, IT1. Kat 6 jest katem padania, a kat ¢ oznacza
kat ugiecia.

Do rozwiazania problemu tunelowania potrzebne sa funkcje falowe oraz postaci pedéw nosnikow
tadunku. Aby je uzyskaé nalezy rozwiazaé réwnanie
Schrodingera dla Nwymiarowego Hamiltonianu (3.21):

ML1 FLQ 0 \I’l ‘111
0 Fzyl MLy F2,3 0 Uy U,
0 0 Te3 MLy T3y 0 —E_n| | (3.32)
0 0 MLN,1 FNfl,N
0 0 I'nov—1 MLN NN N

gdzie:

U, = <g> , (3.33)

odpowiadaja sktadowym funkcji falowej podsieci A oraz podsieci B. Wektory wilasne liczy sie
rozwiazujac rekurencyjny uklad rownan postaci:

1k [(er,a — E)Ar — y0,1.f1(K)By + 5171 Bs] (3.34)
+(1 = 61x) (1 — dnk) [(1 — Sk)VkBr—1 + (€k,a — E)Ag — 707kf;(E)Bk + Sk’YkBk+1]
+Onk[(1 = sn)ywBn-1 + (en,a — E)An — yo,n fn(K)By] =0

b1 — 70,1ff(E)A1 + (1,8 — E)By + (1 — 51)7142)]
+(1 = 611) (1 = O[Sk An—1 + (er.3 — B)Br — Yo fi (k) A + (1 — s6) VA1)
+onk[snIvAN—1 + (eng — E)By — von fi(F)An] =0,
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dlak=1,2,...,N.
Funkcje falowe mozna w prosty sposob przedstawi¢ jako 2/ N-wymiarowy spinor:

Up = (W) e 4 B0y e 4 B, eRo® 4 W, emReT)ethuy (3.35)

gdzie indeks R odpowiada poszczegdlnym obszarom z Rysunku 3.2. Wspétezynniki ¢ sa ge-
stodciami prawdopodobienstwa znalezienia elektronéw w poszczegdlnych obszarach. I tak, w ob-
szarze I ci = 0, w obszarze Il 7aden ze wspélczynnikéw nie jest réwny zeru, a w obszarze I11
et =l = (. Niech k? = 2mE/h? bedzie kwadratem wektora falowego w obszarach I i I11, a
(k'1)2 = 2m | E—U | /h? kwadratem wektora falowego w obszarze I1. Nalezy zauwazy¢, ze zaréwno
energia, jak i sktadowa pedu k, nie ulegaja zmianie podczas tunelowania. Mamy wtedy k, = kcos0,
k, = ksin@ w obszarach I i III, oraz k, = k'lcosp, (k'1), = k'lsing = ksind w obszarze II.
Funkeja falowa (3.35) jest sumg fal propagujacych sie oraz fal zanikajacych. Fale propagujace sie
maja ped rzeczywisty k = (kg, ky), podczas gdy fale zanikajace maja ped czysto urojony ky, = ik, z

Ky = 4/ kg — k2. Aby rozwigzaé zagadnienie tunelowania nalezy poréwnaé ze sobg funkcje falowe na

granicy obszaréw [ oraz I1iII1. Po rozwigzaniu uktadu réwnan otrzymuje sie¢ wspélczynniki 052737 4

gdzie c1!1 jest gestoécia prawdopodobienstwa tunelowania elektronu przez bariere potencjatu.
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Rozdziat 4

Uktady hybrydowe:
grafen-heksagonalny azotek boru

4.1 Heksagonalny azotek boru (h-BN)

Heksagonalny azotek boru (h-BN) jest warstwowym krysztalem o stalej sieci a = 2.51A niewiele
rézniacej sie od grafenowej (=~ 2%), w ktérym poszczegilne warstwy zawieraja atomy azotu i boru
ulozone w strukturze plastra miodu (4.1) [35].

N B

Rysunek 4.1: h-BN struktura plastra miodu.

Hamiltonian monowarstwy h-BN mozna zapisa¢ w takiej samej postaci jak dla monowarstwy
grafenu (2.50), przy czym nalezy teraz uwzglednié trzy parametry: oddzialywanie pomiedzy najbliz-
szymi sasiadami 7, , energie elektronu na orbitalu p, azotu ey i energie elektronu na orbitalu p,
boru eg:

_ € =70 (k)
= (Lag oY), 1)

Latwo znaleZz¢ wartosci wlasne:
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Bk) = BEN 4 2 flen — ex)? + 431 SR 1) (42)

gdzie znak + odnosi sie odpowiednio do pasma przewodnictwa i do pasma walencyjnego. Wykres
struktury pasmowej (4.2) pokazuje, ze mimo podobiehstwa strukturalnego z grafenem, h-BN jest
izolatorem z przerwa energetyczng E,; = eg — en.

E.[eV]

k [A™"]

Rysunek 4.2: Struktura pasmowa h-BN. Wykres funkeji (4.2). eg = —3.66 eV i ex = 3.36 €V

4.2 Struktura geometryczna wielowarstw grafen h-BN

Rozpatrzmy mozliwe ulozenia monowarstw w dwuwarstwie. Wiadomo, ze grafit jest zlozeniem warstw
grafenowych w porzadku AB podczas gdy masywny h-BN preferuje utozenie AA’ (B nad N (N nad
B) bez przesuniecia sieci) [74]. Jednak warunki produkeji cienkich warstw moga doprowadzié¢ do
innych utozen. W przypadku dwuwarstw grafenowych mozliwa jest jeszcze jedna sekwencja AA, a
w przypadku dwuwarstw h-BN mozna wyr6zni¢ cztery dalsze mozliwosci AA (N nad N oraz B nad
B), AB (B nad N z przesunieciem sieci), A’'B (N nad N z przesunieciem sieci) oraz AB’ (B nad B z
przesunieciem sieci) [75,76]. Wszystkie wymienione ulozenia przedstawione sa na Rysunku 4.3.

AA AB’ AB AA

Rysunek 4.3: Mozliwe ulozenia monowarstw w dwuwarstwie.
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Tabela 4.1: Réznice energii wzgledem sekwencji AB oraz wartosci przerw energetycznych dla réznych
ulozen dwuwarstwy h-BN. [75]

sekwencja | E(meV) | Ay(eV)
AA 13.5 4.23
AN 0.4 4.69
AB 0.0 4.60
A'B 10.5 4.52
AB’ 3.0 4.29

Wymienione sekwencje moga by¢ uzyskiwane jedna z drugiej przez przesuniecie translacyjne
jednej z warstw wzdluz boku podstawowego szesciokata (od AA’ przez AB’ do A’B) lub przez obrét
jednej z warstw wokoél osi z i przsuniecie (od AB do AA). Aby otrzymaé ich Hamiltoniany z wzoru
(3.21) nalezy uogélnié¢ wielkosé T'; ;41 w nastepujacy sposéb:

(1 =65, )1 = d(1-s,),1) s;(1 =g, ,) )
Liiv1 =" o P 2 4.3
o k ( (1 - Si)ésiﬂ (1 - 681‘,1)(1 - 5(1—.%),1) ( )
przy czym teraz parametr s; = 0, 1,2 pozwala na uzyskanie sekwencji typu AB jezeli s; = 0 lub

s; = 1 (dwie wartosci s; sa potrzebne do konstruowania wielowarstw) oraz sekwencji typu AA jezeli
s; = 2. Tak wigc ogdlna posta¢ Hamiltonianu dla dwuwarstwy typu AB jest nastepujaca:

€1,a . —70,1f1(E) 0 0

- | T0afik) €1, g o 1. (4.4)
0 1 €2,a —0,2f1(k)
0 0 —0,2f1 (k) €2,8

a dla dwuwarstwy typu AA:

€lLa —70,1f1(];) ga! 0

g | afitk) e 0 "o, (4.5)
7 0 €0 —70,2f1(k)
0 7 —0,2f1 (k) €2,3

Na podstawie obliczen DFT dla dwuwarstw h-BN [75,76] stwierdzono, ze istnieje tylko niewielka
réznica energii pomiedzy dwoma ulozeniami AA’ i AB pokazujac, ze obie te konfiguracje sa stabilne i
mozliwe do wyprodukowania, co przedstawia Tabela 4.1. Warto zauwazy¢, ze w pracy [76] struktura
o najnizszej energii jest dwuwarstwa typu AA’, przy czym réznice energii dla utoZenia AB zmieniaja
sie od 0.12 eV do 0.93 eV w zaleznosci od funkcjonalu zastosowanego w obliczeniach DFT.

Grafen moze by¢ uzyskiwany dwiema podstawowymi metodami: zdzieraniem kolejnych warstw
z krysztalu grafitu (eksfoliacja) oraz wzrostem na SiC. W zaleznosci od sposobu tworzenia tego
materialu inna bedzie geometria wielowarstw grafenowych. I tak dla zdzierania kolejnych warstw
uzyskuje sie ulozenie typu ABA, czyli tak zwana sekwencje Bernala (Rysunek 4.4), podczas gdy
druga metoda prowadzi zwykle do ulozenia ABC [60], czyli do struktury romboedrycznej (Rysunek
4.5).
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Rysunek 4.4: Ustawienie typu ABA. Linie przerywane pomiedzy atomami w poszczegdlnych war-
stwach oznaczaja oddzialywania, najblizszych sasiadéw.

¥|
%

Rysunek 4.5: Ustawienie typu ABC. Linie przerywane pomiedzy atomami w poszczegélnych war-
stwach oznaczaja oddzialywania, najblizszych sasiadéw.

7 powyzszych rozwazan wynika, ze zarowno sytuacja eksperymentalna, jak i wyniki obliczen
teoretycznych upowazniaja do skoncentrowania si¢ na dwoch typach sekwencji wielowarstw. Korzy-
stajac z ogdlnego wzoru (3.21) latwo zapisa¢ Hamiltoniany dla wielowarstw grafenowo/h-BN’owych
typu ABAB...:

€1,0 —71,0f1(F) 0 1,2 0 0 0 0
—v.0fi (k)  e1p 0 0 0 0 0 0
0 0 €20 —7y20f2(k) 0 0 0 0
71,2 0 —v2,0f5 (k) €2,8 2,3 0 (U]
Hy = 0 0 0 72,3 €30 —7¥3,0f3(k) 0 V34 (4.6)
0 0 0 0 7’)/3)0]0;(](7) £€3,8 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 3,4 0
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oraz typu ABCABC...

€1,a —1,0f1 (k) 0 1,2 0 0 0 0
—"/l,ofl* (k) €1, 0 0 0 0 0 0
0 0 €2,a —v2,0f2(k) 0 2,3 0 0
1,2 0 —7v2,0f5 (k) €2,8 0 0 0 0
Hy = 0 0 0 0 €30 3,0 3(k) 0 734 (4.7
0 0 V2,3 0 —v3,0f5 (k) €3,8 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 v3,4 0

Przyktadowo na Rysunku 4.6 przedstawiono strukture pasmowsa dla czterowarstwy grafenowej w
ulozeniu ABAB (panel a) oraz w ulozeniu ABCA (panel b).

EleVl ABAB

%’

El*Vl ABCA

% _.

%

Rysunek 4.6: Struktura pasmowa czterowarstwy grafenowej a) w ulozeniu ABAB b) w ulozeniu

ABCA.



Rozdziat 5

Podzial chiralny ukladéw
hybrydowych grafen h-BN

5.1 Grafen

Dla policzenia réznych wielkosci fizycznych charakteryzujacych uklady wielowarstwowe wygodnie
jest zredukowaé¢ wyjéciowy Hamiltonian (3.21) do zbioru efektywnych Hamiltonianéw o mniejszej
liczbie elementéw macierzowych. Procedura podzialu dla wielowarstw grafenowych zostala zapropo-
nowana w pracach [70] oraz [77] i polega na znalezieniu Hamiltonianu H$/7, ktéry ma takie same
wartoéci wlasne jak Hamiltonian Hy, czyli:

det(Hy — EI) = det(HS T — EI = 0. (5.1)

WeZzmy pod uwage uklad sktadajacy sie z N monowarstw ulozonych w sekwencji Bernala [77].
Jezeli N jest liczba parzysta, to w wyniku podzialu otrzymuje sie uklad zlozony z N/2 efektywnych
dwuwarstw. Kazda z otrzymanych duwarstw efektywnych bedzie miala chiralnosé J = 2. To znaczy,
ze chiralno$é ukladu AB wynosi J = 2, a ukladu ABAB J = 2+ 2 i dalej w sposéb analogiczny [59].
Dla N, ktore jest liczba nieparzysta, sytuacja wyglada troche inaczej. Jezeli N jest liczba nieparzy-
sta, to po podziale dostajemy (N — 1)/2 zmodyfikowanych dwuwarstw grafenowych i monowarstwe
grafenowg. To oznacza, ze chiralnosé¢ jest zawsze suma chiralnosci efektywnych dwuwarstw grafeno-
wych i chiralnosci monowarstwy grafenowej, ktora wynosi jeden. Dla przyktadu uktad typu ABA ma
chiralno$¢ réwna J = 2 + 1, a dla uktadu ABABA wynosi ona J =2+ 2+ 1 [59]. Jest to doktadne
odwzorowanie réwnania (4.6), ktére przyjmuje postaé:

0 —~of(k) 0 Vieff e 0 0 0 0
—vof*(K) 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 —yof (k) ... 0 0 0 0
Viefs 0 —vof*(k) o0 0 0 0 0
Hy! = R (5:2)
0 0 0 0 0 —~of(k) 0 YN 2eff
0 0 0 0 o —yof*(E) 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 —vof (k)
0 0 0 0 i ANj2efs O —vfT(R) 0

dla parzystej liczby IV, oraz postac:
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0 —vof(F) 0 Yi,eff 0 0 0 0 0 0
—vof*(K) 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 —v0f (k) 0 0 0 0 0 0
efs 0 —vf*(k) 0 0 0 0 0 0 0
gell — - . 0 0
N 0 0 0 0 0 -0 f(k) 0 V(N=-1)/2,eff 0 0
0 0 0 0 —vof* (k) 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 —y0f (k) 0 0
0 0 0 0 e YN—1)2,0fF 0 —vof* (k) 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 —vof(k)
0 0 0 0 0 0 0 0 0 —vof*(k) 0
(5.3)

dla nieparzystej liczby N.
Oznacza to, ze wyjsciowy Hamiltonian (3.21) moze byé zdiagonalizowany do postaci blokowej z
efektywnymi parametrami oddzialtywania wewnatrz kazdego poduktadu:

Yief f = 27isinfim /2(N + 1)] (5.4)

gdzie indeks ¢ jest numerem poduktadu (efektywnej dwuwarstwy). W Tabeli 5.1 podane sa war-
toéci oddziatywan efektywnych dla wielowarstw od N =2 do N =5 [60].

Tabela 5.1: Oddzialywania efektywne pomiedzy monowarstwami grafenowymi wystepujace w i- tej
dwuwarstwie grafenowej «y; ¢ 77 [60].

ilo§¢ warstw N | yierf/71 | V2.e5f/M

2

3 V2
4 V5-1 VE+1
5

2

2
1 V3

Rozwazmy teraz uklad skladajacy si¢ z N monowarstw ulozonych w sekwencji romboedrycznej
[70]. W tym przypadku podzial chiralny zaprezentowany powyzej nie jest mozliwy. Chiralnosé¢ takiego
uktadu odpowiada liczbie warstw w uktadzie - nie ma mozliwoéci podziatu. Przyktadowo dla uktadu
ABC chiralno$é¢ wynosi J = 3, a dla uktadu ABCA jest ona réwna J = 4 [59]. Niemniej jednak,
jezeli rozpatrzymy pasma energetyczne w otoczeniu punktu o zerowej energii (poziom Fermiego), to
Hamiltonian (4.7) moze by¢ zapisany w postaci macierzy 2x2:

1 0 —(of (k)N

Heff — N . (55)
Mo <(%f*(k))N 0

co oznacza zastosowanie modelu dwupasmowego do opisu wielowarstw grafenowych. Oczywi-

$cie przyblizenie to moze byé¢ réwniez uzyte do opisu wielowarstw typu Bernala. W najprostszym
przypadku, czyli dla dwuwarstwy, otrzymujemy:




Macierz (5.6) ma dwie zdegenerowane wartosci wlasne dane réwnaniem:

)2
By = £ /W] (5.7)
i1
Pelny Hamiltonian dla dwuwarstwy ma postaé:
0 . *’Yof(lz) 0 gi!
—v0f*(k) 0 0 0
Hpic = - 5.8
0 0 0 —wf(k) 58
T 0 —Y0.f* (k) 0
a jego wartosci wtasne sa dane réwnaniem:
Aol f(K)[?
By =+ 1+L§)‘+n) n==+L (5.9)

2 i

Na Rysunku 5.1 przedstawione jest poréwnanie struktury pasmowej dla obu postaci Hamiltonia-
nu. Niebieskim kolorem zaznaczona jest struktura pasmowa dla czterowymiarowego hamiltonianu.
Kolorem czerwonym przedstawiono strukture pasmowg dla hamiltonianu sprowadzonego do dwu-
wymiarowej postaci. Wyrazna réznica w ksztalcie pasm pojawia sie¢ dla energii nieco wyzszych od
poziomu Fermiego, co jest catkowicie zgodne z przyjetym zatozeniem dla przyblizenia dwupasmowe-
go.

E [eV]

Rysunek 5.1: Struktura pasmowa dwuwarstwy grafenowej opisanej Hamiltonianem (5.8) - kolor nie-
bieski oraz Hamiltonianem przyblizonym (5.6) - kolor czerwony.

Na Rysunku 5.2 przedstawiona jest struktura pasmowa dla tréojwarstwy grafenowej w ulozeniu
Bernala (panel (a) oraz w ulozeniu romboedrycznym (panel (b). Dla obu struktur przedstawiono
réwniez strukture pasmowa w przyblizeniu dwupasmowym (5.5).
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Rysunek 5.2: a) Struktura pasmowa tréjwarstwy grafenowej a) w ulozeniu Bernala (ABA) J =
24+ 1 b) w ulozeniu romboedrycznym (ABC) J = 3. Struktura pasmowa opisana przyblizonym
Hamiltonianem zaznaczona jest kolorem zielonym.

Warto zauwazy¢, ze pokazane na Rysunku 5.2 przyblizenie dwupasmowe w lepszy sposob opisuje
tréjwarstwe grafenowa w ulozeniu romboedrycznym niz tréjwarstwe grafenowa w ulozeniu Bernala.
Przyktadowo réznica w wartodciach energii na poziomie trzech procent pomiedzy przyblizeniem
dwupasmowym a czteropasmowym dla uktadu typu ABA jest widoczna juz dla pedéw o wartosci
0.01 A~'. Dla uktadu typu ABC réznica taka wystepuje dopiero dla pedéw o wartosci 0.07 A~
Na Rysunku 5.3 przedstawiono poréwnanie struktur pasmowych dla ukladéw typu ABA i ABC dla
malych wartosci pedéw.
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Rysunek 5.3: Poréwnanie sturktury pasmowej tréjwarstwy grafenowej w przyblizeniu dwupasmowym
ze struktura pasmowsg tréjwarstwy grafenowej dla malych wartosci pedéw a) w ulozeniu Bernala
(ABA) b)w ulozeniu romboedrycznym (ABC). Struktura pasmowa opisana przyblizonym Hamilto-
nianem zaznaczona jest kolorem zielonym.

Rozpatrzmy podzial chiralny tréjwarstwy grafenowej. Zwréémy uwage, ze w wyniku podziatu
otrzymujemy dwa poduktady: efektywna dwuwarstwe i monowarstwe. Hamiltonian tréjwarstwy dany
jest wzorem:

U —0f (k) 0 " 0 0
—vof* (k) 0 0 0 0 0
0 0 0 —0f (k) 0 0
Hrrg = . 5.10
e o 0 —wfk) 0 o 0 (510
0 0 0 T 0 . —y0f (k)
0 0 0 0 —of* (k) 0

39



a po podziale otrzymuje si¢ nastepujaca jego postac:

0 —0f(k) 0 Vieff 0 0
—vof* (k) 0 0 0 0 0
. 0 0 0 —vof(k) 0 0
Heff — L P 5.11
LG T,eff 0 —yof* (k) 0 0 0 (5:11)
0 0 0 0 0 —fk)
0 0 0 0 —vof* (k) 0

Na Rysunku 5.4 przedstawione jest poréwnanie struktury pasmowej dla swobodnej dwuwar-
stwy grafenowej (kolor niebieski) i dla efektywnej dwuwarstwy grafenowej pochodzacej z ukladu
tréjwarstwowego (kolor czerwony). Widoczna réznica pokazuje mozliwosé ksztaltowania wlasnodci
dwuwarstw przez odpowiednig konstrukcje uktadéw wielowarstwowych.

E [eV]

’x;O.SS
o

Y,=0.39

] A"

WY/

%

Rysunek 5.4: Poréwnanie struktur pasmowych swobodnej dwuwarstwy grafenowej (kolor niebieski)
i efektywnej dwuwarstwy z ukladu tréjwarstwowego (kolor czerwony).

5.2 Uklady grafen/h-BN

Rozwazmy uktady sktadajace si¢ z warstw grafenowych poltozonych na heksagonalnym azotku bo-
ru (G/h-BN). Najprostszym przykladem takiego ukladu jest monowarstwa grafenowa polozona na
heksagonalnym azotku boru. Hamiltonian takiej struktury jest dany wzorem:

U —0f (k) 0 0
—0f*(k) 0 Y1,C-N 0
H _ = ’ - . 5.12
MLG/h—BN 0 Yo N £ (R (5.12)
0 0 B e

Heksagonalny azotek boru otwiera przerwe energetyczna w grafenie. Przerwa pomiedzy pasmem
walencyjnym a pasmem przewodnictwa wynosi okolo 0.019 eV. Powstawanie przerwy energetycznej
jest réwniez widoczne w obliczeniach typu DEFT [78], oraz potwierdzone eksperymentalnie [79]. Rysu-
nek 5.5 pokazuje strukture pasmows takiego uktadu. Podobnie jak w przypadku prostej dwuwarstwy
grafenowej uklad taki nie podlega podzialowi. Stanowi wiec dublet, ale 0 odmiennym charakterze.
Zlamanie symetrii indukuje przerwe energetyczng prowadzac do utraty chiralnosci uktadu J = 0.
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Rysunek 5.5: Struktura pasmowa monowarstwy grafenu polozonej na monowarstwie heksagonalnego
azotku boru. Na gérnym rysunku kolorem czerwonym sa zaznaczone pasma pochodzace od mono-
warstwy grafenu, zielonym pasma pochodzace od heksagonalnego azotku boru. Na zblizeniu widaé
przerwe energetyczng zaindukowana przez h-BN.

Rozwazmy teraz dwuwarstwe grafenowa potozona na heksagonalnym azotku boru. Hamiltonian
takiego uktadu jest dany przez:

U —y0f (k) 0 " 0 0
—yof (k) 0 0 0 0 0
0 0 0 —0f (k) 0 0
o B — . 5.13
BLG/h—BN " 0 _'YOf*(k) 0 Y.0-N 0 B ( )
0 0 0 V1,6-N N - f (k)
0 0 0 0 —Yo0f™ (k) €B
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Rysunek 5.6: Struktura pasmowa dwuwarstwy grafenowej polozonej na heksagonalnym azotku boru.
Pasma pochodzace z warstwy heksagonalnego azotu boru sa zaznaczone kolorem zielonym.

Jak wida¢ z Rysunku 5.6, struktura pasmowa dwuwarstwy grafenowej potozonej na heksagonal-
nym azotku boru - podobnie jak w przypadku swobodnej dwuwarstwy grafenowej - nie ma przerwy
energetycznej. Daje nam to powody do przypuszczenia, ze dwuwarstwa grafenowa na heksagonalnym
azotku boru zachowuje sie w sposéb chiralny.

Dwuwarstwa grafenowa polozona na heksagonalnym azotku boru nie bedzie zachowywala sie
dokladnie tak jak swobodna dwuwarstwa, ale procedura podzialu chiralnego powinna ”odkry¢”
parametry efektywne dla takiego uktadu.

Odkrycie parametréw efektywnych oznacza wyznaczenie takich ich wartodci (5.1), ktére uzyte
w konstrukcji swobodnej dwuwarstwy efektywnej spowoduja, ze jej struktura pasmowa bedzie taka
sama jak struktura dla dwuwarstwy poltozonej na heksagonalnym azotku boru.

Zastosowanie procedury podzialu chiralnego dla ukladow grafenowych polozonych na heksago-
nalnym azotku boru jest oryginalnym pomystem przedstawionym w tej rozprawie. Nalezy zauwazy¢,
ze w porownaniu do podziatu ukladéw czysto grafenowych zlozono$é obliczeniowa zagadnienia jest
wigksza.

Pomiedzy parametrami przed podzialem i po podziale wystepuja zwiazki wynikajace z (5.1). Dla
rozpatrywanego przypadku mozna je zapisa¢ w formie ukladu réwnan:

€N = €y + 2¢ (5.14)
7+ 7%,071\/ = —2cey — (¢ — '7%,eff)
—eni = en(€ =7 ofp)-

Rozwiazujac uklad réwnan (5.14) otrzymujemy nastepujace wartosci parametréow efektywnych:

Yieff = 0.389 eV (5.15)
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e=-0.0094 eV
ey =3.3766 V.

Hamiltonian uktadu po podziale wyglada nastepujaco:

e —f (k) 0 Vieff 0 0
—vof*(k) 0 0 0 0 0
. 0 0 0 —yfF) 0 0
HET = - 5.16
BLG/h—BN Vieff 0 _,yof*(k) € (/) ) ( )
0 0 0 0 €n —0f (k)
0 0 0 0 Y0 f*(k) €B

Po podziale pojawiaja sie oddzialywania efektywne wewnatrz dwuwarstwy, analogicznie do oddzialy-
wan efektywnych pojawiajacych si¢ w przypadku podziatu chiralnego uktadéw czysto grafenowych.
Dodatkowo ze wzgledu na oddzialywanie z monowarstwa heksagonalnego azotku boru zmodyfikowa-
ne zostaja energia € oraz energia w monowarstwie heksagonalnego azotku boru €. Nalezy zauwazy¢,
ze pojawienie si¢ energii € nie powoduje otwarcia przerwy energetycznej, jak nalezaloby sie tego spo-
dziewac. Nalezy to raczej interpretowaé jako kompensacje asymetrii narzuconej przez obecno$é¢ h-BN.
Wartosé v1.cr¢ = 0.389 eV jest bardzo zblizona do wartosci oddzialywania v; = 0.39 eV dla swo-
bodnej dwuwarstwy grafenowej. Struktury pasmowe dla takich dwoch uktadéw beda wiec prawie
identyczne.

Rozwazmy uklad trojwarstwy grafenowej potozonej na heksagonalnym azotku boru. Hamiltonian
takiej struktury wyglada nastepujaco:

Hrrg/m-BN =

0 —0f (k) 0 o 0 0 0 0
—vof* (k) 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0./ (k) 0 0 0 0

" 0 —wfik) 0 o 0 0 0

0 0 0 "1 0 . Yo f 0 Y1,0-N

0 0 0 0 —vof*(K) 0 0 0

0 0 0 0 0 0 B —~b fo(K)

0 0 0 0 MN—c 0 —frk) e
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Rysunek 5.7: Struktura pasmowa trojwarstwy grafenowej polozonej na heksagonalnym azotku bo-
ru. Pasma pochodzace z warstwy heksagonalnego azotu boru sa zaznaczone kolorem zielonym. Na
zblizeniu wida¢ przerwe energetyczng zaindukowang przez h-BN.

Struktura pasmowa pokazana jest na Rysunku 5.7. Mozna rozpoznaé¢ pasma pochodzace od dwu-
warstwy grafenu oraz uktadu MLG/h-BN. Na zblizeniu widaé przerwe energetyczna w monowarstwie
grafenowej. Wielko$¢ przerwy wynosi: 0.0092 eV. Warto$¢ przerwy energetycznej jest mniejsza niz
w ukladzie monowarstwa grafenu na heksagonalnym azotku boru 0.019 eV. Obserwowany efekt
zmniejszenia si¢ przerwy energetycznej moze by¢ uzyteczny w projektowaniu urzadzen elektronicz-
nych opartych na grafenie.

Pomiedzy parametrami przed podzialem i po podziale wystepuja zwiazki wynikajace z (5.1). Dla
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rozpatrywanego przypadku mozna je zapisa¢ w formie ukladu réwnan:

€y = en — 2¢ (5.17)
27 + Vf,C—N = —2€ye — (€ —efs) + 7%,C—N,eff
26N} = En (€ = Vierf) = 26 0 Nesy
2 2 _ 2 2 2
~—Y1,c-N71 = VC—N,eff(E - 71,eff)~

Rozwiazujac uklad réwnan (5.17) otrzymujemy nastepujace wartosci parametrow:

M,efr = 0.5509 eV (5.18)
e =—0.0047 eV
ey =3.3674 eV.
Y1,c=N,eff = 0.17 V.

Hamiltonian uktadu po podziale wyglada nastepujaco:

H;{fc./h—BN =
e —fk) 0 Mets 0 0 0 0
—yf (k) 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 —Y0f (k) 0 0 0 0
M,eff 0 —0f*(k) € 0 0 0 0
0 0 0 0 0 —fk) 0 Y1,C—N,eff
0 0 0 0 —~of* (k) 0 0 0
0 0 0 0 0 0 €B — f (k)
0 0 0 0 Y1,C—N,eff 0 —76f*(];) ey

Na podstwie dwbch przyktaddéw podziatu chiralnego rozpatrywanych powyzej, tzn. podziatu ukta-
du BLG/hBN i TLG/hBN, mozna wnioskowaé o ogdlnych regulach podziatu tego typu ukladéw za-
wierajacych parzysta lub nieparzysta liczbe warstw grafenowych. Jesli N jest liczba parzysta, to w
wyniku podziatu otrzymujemy N/2 efektywnych dwuwarstw grafenowych oraz monowarstwe heksa-
gonalnego azotku boru, ze zmodyfikowana energia ey . Jesli N jest liczba nieparzysta, to otrzymujemy
(N —1)/2 efektywnych dwuwarstw grafenowych oraz monowarstwe grafenowa zmodyfikowana przez
heksagonalny azotek boru.

W dosé prosty sposéb mozna otrzymac ogdlne zwiazki rekurencyjne do wyznaczania efektywnych
parametréw. Oznaczmy liczbe efektywnych dwuwarstw grafenowych jako Ny. Dla parzystej liczby
warstw grafenowych N = 2N; otrzymujemy nastepujace zwiazki rekurencyjne:

2No _ 1 42N 2N
enB; 0 = ey Ay — A2l+1
2 No—1 2No __ 1 2No 2Ny _ _
’Vl,C—NBz - By = GNA21+1 — A2l+2 dla 1=0,1,2,...,Ng — 1. (5.19)
2N0 ) 2N0
GNBNO = ENA2N0

Dla nieparzystej liczby warstw N = 2Ny + 1 otrzymujemy nastepujace zwiazki rekurencyjne:
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2No+1 __ s 2No Ny 2 2No
enB; =eyAy "’ — A21+1’Yl,chcff — Ay

2 2Ny 2No+1 __ 1 42No 2Ny 2 2No

71,C—NBl - Bl+1 - 6NA2l+1 B A21+2 + 71,C—NeffA2l
2No+1 __ 1 42No 2 2No

6NBN0 =€ AN0 +’71,C—NeffA2Ng

ey = €y — Ao

dla 1=0,1,2,...,Ng — 1. (5.20)

W (5.19) i (5.20) zostaly uzyte nastepujace relacje:

BN — Zp}"/ﬂ HiePl[N/Q] (*)‘?V,Nﬂ—zi) jezeli 1 >0 (5.21)
: 1 jezeli il =0
gdzie
Ny
A = 2ysin ———— .22
Ny .Na 781112(N1+1)7r, (5.22)
oraz
42No _ ZPLZNO Hieplzz\ro(*)\i) jezelil > 0 (523)
1 jezelil =0
gdzie
= € — Vi,c—C.pp Jezelii =2k (5.24)
e € +Yi,c—c.;p Jezelii=2k+1 ' '

PN w (5.21) i (5.23) oznacza [— elementowy podzbiér zbioru {1,2,..., N}, a sumowanie ZPlN
jest wykonywane po wszystkich [ elementach podzbioru.

W dotychczasowych rozwazaniech wielowarstwy grafenu sa polozone na pojedynczej warstwie
heksagonalnego azotku boru. Aby uzasadni¢ ten wybér poréwnano parametry efektywne dla dwu-
warstwy grafenowej polozonej na pojedynczej warstwie heksagonalnego azotku boru oraz polozo-
nej na szeéciu warstwach heksagonalnego azotku boru. Réznice pomiedzy parametrami sa bardzo
niewielkie i wynosza one okolo 4% dla €.y, oraz nie ujawniaja réznic pomiedzy efektywnymi od-
dziatywaniami 7.y, biorac pod uwage cztery kolejne miejsca po przecinku. Réwniez poréwnanie
graficzne struktur pasmowych dwuwarstw grafenowych pochodzacych z obu uktadow pokazuje, ze
krzywe naktadaja sie na siebie.

5.3 Wielowarstwy grafen/h-BN /grafen/h-BN

Rozwazmy podziat chiralny wielowarstw hybrydowych zawierajacych grafen i heksagonalny azo-
tek boru. Procedura podziatu takich uktadéw jest analogiczna do procedury podziatu chiralnego
uktadéw typu: G/h-BN opisanej w poprzednim podrozdziale. Z tego wzgledu zamieszczam jedynie
postaci efektywnych Hamiltonianéw uktadéw (juz po podziale) i koncentruje sie na analizie wynikéw
procedury podzialu dwéch typow uktadow hybrydowych. Wielowarstw grafenowych z monowarstwa,
heksagonalnego azotku boru pomiedzy nimi (G/h-BN/G) i wielowarstw grafenowych z dwiema lub
wiecej monowarstwami heksagonalnego azotku boru, jedna rozmieszczong pomiedzy warstwami gra-
fenu, druga bedaca podlozem (G/h-BN/G/h-BN).

Uklady, pierwszego typu (G/h-BN/G) mozna podzieli¢ na trzy przypadki, w zaleznosci od liczby
warstw grafenowych N;:
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(a) Nl,parzyste/h'BN/NQ,nieparzyste
(b) Nl,parzyste/h'BN/NQ,parzyste
(C) Nl,nieparzyste/h'BN/NQ,nieparzyste .

Jako przyklad ukladu (a) rozpatrzmy pieciowarstwe grafenowa zawierajaca monowarstwe heksa-
gonalnego azotku boru: TLG/h-BN/BLG. Hamiltonian efektywny takiego ukladu wyglada nastepu-

jaco:

If _
H’T‘LG/thN/BLG =

erers  —v0f(k 0 T
veff  —v0f (k) Leld 0 0 0 0 0 0 0 0
—70f™ (k) 0 0 U 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 (k) 3 3 3 N B B B 0
Meff 0 —vof" (k) e1rers
0 0 0 0 0 —vo f (k) 0 YC—N,eff 0 0 0 0
N T A A N
S
0 0 0 0 0 0 s Yo (k) 0 0 0 0
YC—N,eff 0 =0 f" (k) eNerf
€2, —vof(k 0 V2,e
0 0 0 0 0 0 0 0 - () o
0 0 0 0 0 0 0 0 —yof" (k) 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 —yofk)
Y2,eff 0 —v0f" (k) e2.erf
(5.25)

Uktad dzieli sie na dwie grafenowe dwuwarstwy efektywne i uktad monowarstwa grafenowa na h-
BN (Rysunek 5.8). Warto$¢ bezwzgledna przerwy energetycznej zaindukowanej przez h-BN wynosi
Ay =10.0093 eV.
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Rysunek 5.8: Struktura pasmowa uktadu: TLG/h-BN/BLG. Ze wzgledu na czytelnosé rysunku nie
zaznaczono pasm pochodzacych od heksagonalnego azotku boru. Na zblizeniu wida¢ przerwe ener-
getyczna zaindukowang przez h-BN.

Dotl6zmy jeszcze jedng warstwe grafenowa do rozpatrywanego ukladu. Mozemy to zrobi¢ na dwa
sposoby, tak aby powstaly uklady typu (b) lub (c). Rozwazmy uklad typu (b) o parzystej liczbie
warstw N i parzystej liczbie warstw No: 4GL/h-BN/BLG. Hamiltonian efektywny takiego ukladu
ma nastepujaca postac:

eff —
H4LG/h—BN/BLG =
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W przypadku 4L.G/h-BN/BLG mozna wydzieli¢ trzy grafenowe dwuwarstwy efektywne. Na Rysunku
5.9 przedstawiono strukture pasmowsa tego uktadu. Ze wzgledu na czytelnoéé rysunku nie zaznaczono
pasm pochodzacych od heksagonalnego azotku boru.
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Rysunek 5.9: Struktura pasmowa ukladu: 4LG/h-BN/BLG. Na wykresie nie zaznaczono pasm po-
chodzacych od heksagonalnego azotku boru.

Rozwazmy uktad typu (¢): TLG/h-BN/TLG, Hamiltonian efektywny takiego ukladu ma postac:
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W przypadku TLG/h-BN/TLG mozna wydzieli¢ dwie efektywne dwuwarstwy grafenowe (BLG),
monowarstwe grafenowa polozong na heksagonalnym azotku boru (MLG/h-BN) i swobodna mono-
warstwe grafenowa (MLG). Wystepowanie swobodnej monowarstwy grafenowej w uktadzie hybrydo-
wym jest ciekawym rezultatem, ktéry moze byé uzyteczny w projektowaniu urzadzen elektronicznych
wykorzystujacych grafen.

Wartosci zmodyfikowanych oddzialywan podane sa w Tabeli 5.2, a na Rysunku 5.10 pokazana
jest struktura pasmowa uktadu. Wartosé bezwzgledna przerwy energetycznej zaindukowanej przez
h-BN wynosi A, = 0.0185 eV. Warto zauwazy¢, ze symetria ukladu pozwala na otrzymanie dwéch
niemal identycznych efektywnych dwuwarstw.

=0.556

VieW o546 E.[eV]

Rysunek 5.10: Struktura pasmowa uktadu TLG/h-BN/TLG. Ze wzgledu na czytelno$é rysunku nie
zaznaczono pasm pochodzacych od heksagonalnego azotku boru. Na dolnym rysunku pokazane jest
zblizenie na ktérym widac¢ przerwe energetyczng otwierajaca sie w monowarstwie grafenowej utozone;j
na heksagonalnym azotku boru, oraz liniowa dyspersje dla swobodnej monowarstwy grafenowe;j.

Jako inny przyklad struktury typu (c) mozemy rozwazyé: 5LG/h-BN/MLG. Hamiltonian takiego
uktadu jest postaci:
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(5.28)

Podobnie jak w poprzednim przypadku, dla uktadu 5LG/h-BN/MLG mozna wydzieli¢ dwie efek-
tywne dwuwarstwy grafenowe (BLG), monowarstwe grafenowa polozona na heksagonalnym azotku
boru (MLG/h-BN) i swobodna monowarstwe grafenowa (MLG). Wartosci zmodyfikowanych od-
dzialywan podane sa w Tabeli 5.2, a na Rysunku 5.11 pokazana jest struktura pasmowa uktadu.
Na zblizeniu wida¢ przerwe energetyczna zaindukowana przez h-BN. Wartoéé¢ bezwzgledna przerwy
wynosi Ay = 0.0246 eV.
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Rysunek 5.11: Struktura pasmowa ukladu 5LG/h-BN/MLG. Ze wzgledu na czytelno$é rysunku nie
zaznaczono pasm pochodzacych od heksagonalnego azotku boru. Na dolnym rysunku pokazane jest
zblizenie na ktorym widac¢ przerwe energetyczng otwierajaca sie w monowarstwie grafenowej utozone;j
na heksagonalnym azotku boru, oraz liniowa dyspersje dla swobodnej monowarstwy grafenowe;j.

Ogodlne zasady podziatu dla ukladéw typu G/h-BN/G sa nastepujace:

1. Nl,parzyste/h‘BN/NQ,nieparzyste (Nl,nieparzyste/h‘BN/NQ,parzyste) rodzaje struktur dZIEIQ Sl@
na (N —1)/2 BLG oraz MLG/h-BN. Uklad zachowuje sie analogicznie do przypadku niepa-
rzystej liczby warstw grafenowych polozonej na monowarstwie hBN.

2. Niparzyste/D-BN/ N2 parzyste rodzaje struktur dziela sie na N/2 BLG oraz monowarstwe h-BN.
Uktad zachowuje sie analogicznie do przypadku parzystej liczby warstw grafenowych potozone;j
na monowarstwie h-BN.

3. Ninieparzyste/D-BN/Na nieparzyste rodzaje struktur dziela si¢ na (N — 2)/2 BLG oraz jednag
MLG i dodatkowo MLG/h-BN. Jest to zupelnie nowa sytuacja, ktéra nie ma swojego od-
powiednika w ukladach omawianych we wczesniejszym podrozdziale. Wystepowanie czystej
monowarstwy grafenowej w ukltadach typu G/h-BN jest ciekawym rezultatem, ktéry moze byé
wykorzystany podczas projektowania nowego typu urzadzen elektronicznych.
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Wartosci zmodyfikowanych oddzialywan dla uktadéw typu: G/h-BN/G sa podane w tabelach.
Dla wybranych uktadéw typu Nl,mepamyste/h—BN/ N2 nieparzyste W Tabeli 5.2, a dla wybranych
ukladéw typu: N1 nieparzyste/D-BN/Na parzysie W Tabeli 5.3.

Dodatkowo w Tabeli 5.2 zamieszczono rowniez wartosci efektywnych parametréow dla dwoch ukla-
déw typu G/h-BN. Analiza parametréw efektywnych przykladowych ukladéw pozwala zaobserwowaé
kilka interesujacych zaleznosci. Przede wszystkim efektywne poduklady wystepujace w strukturach
hybrydowych typu G/h-BN/G maja wlasnosci analogiczne do wlasnosci struktur typu: G/h-BN.
Przykladowo dwie dwuwarstwy, ktére obserwujemy w ukladzie 5LG/h-BN/TLG sa charakteryzo-
wane przez te same parametry efektywne jak dla dwuwarstw z uktadu 5LG/h-BN, albo: trzecia
dwuwarstwa ze struktury 5LG/h-BN/TLG, jest analogiczna do dwuwarstwy, ktéra mozemy znalezé
w TLG/h-BN. Mozna tez zauwazy¢, ze poduklady ulozone symetrycznie wzgledem heksagonalnego
azotku boru maja bardzo podobne efektywne oddzialywania.

Tabela 5.2: Efektywne parametry (e, €¢y) 1 przerwy energetyczne A, indukowane przez obecnosé
h-BN dla uktadéw typu Nl,niepa'r‘zyste /h‘BN/N2,7Liepa7'zyste~

| Przed podzialem | Po podziale | yeg [eV] [ ceg [eV] | Ay [eV] |

BLG 0.675 | -0.0016
5LG/h-BN BLG 0339 | -0.0047

MLG/L-BN | 0.145 | 3.3704 | 0.0062

BLG 0.675 | -0.0016

BLG 0339 | -0.0047
SLG/b-BN/MLG |G

MLG/LBN | 0288 | 3.3700 | 0.0246

BLG 0.675 | -0.0016

BLG 0339 | -0.0047
5LG/h-BN/TLG BLG 0551 | -0.0047

MLG

MLG/LBN | 0229 | 33798 | 0.0154

BLG 0.677 | -0.0014

BLG 0.673 | -0.0013

BLG 0394 | -0.0043
SLG/h-BN/5LG BLG 0.385 | -0.0050

MLG

MLG/I-BN | 0.204 | 33828 | 0.0123

BLG 0551 | -0.0047
TLG/D-BN i BN T 0477 | 3.3670 | 0.0093

BLG 0551 | -0.0047
TLG/h-BN/MLG | ¢

MLG/I-BN | 0306 | 3.367 | 0.027

BLG 0556 | -0.0041

BLG 0546 | -0.0053
TLG/h-BN/TLG |— o

MLG/I-BN | 0.250 | 33760 | 0.01%5
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Tabela 5.3: Efektywne parametry (Yeg, €ef) 1 przerwa energetyczna A, indukowana przez obecnosé
h-BN dla ukladéw typu Ni nieparzyste/D-BN/No parzyste-

| Przed podzialem | Po podziale | yeg [eV] | ecg [eV] [ Ay [eV] |

BLG 0.551 | -0.0046
TLG/b-BN/BLG BLG 0.389 -0.009

MLG/h-BN 0.177 3.385 0.0092
BLG 0.675 | -0.0016
5LG/h-BN/BLG BLG 0.396 -0.006
BLG 0.382 -0.008

MLG/h-BN 0.145 3.389 0.0062
BLG 0.675 | -0.0016
SLG/h-BN/4LG BLG 0.631 -0.003
BLG 0.39 -0.005
BLG 0.241 -0.007

MLG/h-BN 0.145 3.389 0.0062

Rozwazmy teraz podzial wielowarstw grafenowych z dwiema lub wiecej monowarstwami heksa-
gonalnego azotku boru, jedng rozmieszczona pomiedzy warstwami grafenu, druga bedaca podlozem
(G/h-BN/G/h-BN). Tak jak poprzednio, uklady mozemy uporzadkowaé ze wzgledu na liczbe warstw
grafenowych N;:

(1) N1parzyste/D-BN/Ns parzyste /D-BN,
(i)  Ninieparzyte/D-BN/Na nicparzyste/h-BN,
(i) N1 parzysta/D-BN/No nieparzysta/h-BN.
Ogolne zasady podziatu chiralnego dla tych ukladéw mozna zapisaé nastepujaco:

(I) Niparzyste/D-BN/Na porzysie/h-BN dziely sie¢ N/2 BLG i dwie monowarstwy heksagonalnego
azotku boru,

(II) N1 nieparzyste/D-BN/Na nicparzyste/b-BN dziela sie na (N — 2)/2 BLG i dwie monowarstwy
grafenowe na heksagonalnym azotku boru,

(IIT) N1 parzysta/D-BN/Na picparzysta/h-BN dziela sie na (N—1)/2 BLG, MLG /h-BN i monowarstwe
heksagonalnego azotku boru.

Paramery efektywne dla wybranych uktadéw typu
N1 nieparzyte/D-BN/ N3 nicparzyste/ h-BN sa podane w Tabeli 5.4.

Poréwnujac z ukladami z Tabeli 5.2 widzimy, ze nie zmieniaja sie oddzialywania efektywne
pomiedzy monowarstwami grafenowymi tworzacymi poszczegdlne pary chiralne (dwuwarstwy). Ule-
gaja zmianie parametry dla monowarstw grafenowych potozonych na heksagonalnym azotku boru.
W poréwnaniu do uktadéw Ni picparzyste/D-BN/Na nicparzyste (Tabela 5.2) powieksza sie przerwa
energetyczna w monowarstwie grafenowej polozonej na heksagonalnym azotku boru. Na przyklad
dla ukladu 5LG/h-BN/MLG przerwa energetyczna w monowarstwie grafenowej na heksagonalnym
azotku boru wynosi A, = 0.0246 €V, a dla 5LG/h-BN/MLG/h-BN ma warto$¢ A, = 0.0400 eV.
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Istotna zmiang jest réwniez powstanie stosunkowo niewielkiej przerwy energetycznej w swobod-
nych monowarstwach grafenowych. Swobodna w uktadach N1 nicparsyste /h-BN/ N nieparzyste War-
stwa grafenowa (Tabela 5.2) laczy sie w uklad efektywny z warstwa heksagonalnego azotku boru.
Jest to zgodne z regutami dotyczacymi kolejnosci taczenia sie ukladéw [59]. Na przyklad dla ukla-
du 5LG/h-BN/MLG/h-BN w monowarstwie grafenowej polozonej na heksagonalnym azotku boru
indukuje si¢ przerwa energetyczna o wartosci: A, = 0.0028 eV.

Poréwnajmy najprostszy uklad typu G/h-BN- monowarstwe grafenowa polozona na heksagonal-
nym azotku boru z najprostszym ukladem typu: G/h-BN/G/h-BN, czyli MLG/h-BN/MLG/h-BN.
Przerwa energetyczna w MLG/h-BN wynosi : A; = 0.019 eV. W bardziej skomplikowanym uktadzie
MLG/h-BN/MLG/h-BN, posiadajacym dwa efektywne podukiady MLG/hBN przerwy energetycz-
ne wynoszg odpowiednio A, = 0.007 eV oraz A, = 0.048 eV. Poréwnanie struktur pasmowych jest
przedstawione na Rysunkach 5.12 i 5.13:

E[eV]

06

02}

M M -1
-0.5 0.5 Ll

1
o
[=2]

01}

M " -1
-0.2 02 k[A™]

Rysunek 5.12: Struktura pasmowa ukladu MLG/h-BN/MLG/h-BN. W zblizeniu pokazano przerwy
energetyczne otwierajace si¢ w warstwach grafenowych. Kolorem zielonym sa zaznaczone dwa pasma
pochodzace z heksagonalnego azotku boru.
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Rysunek 5.13: Struktura pasmowa uktadu MLG/h-BN. W zblizeniu pokazano przerwe energetyczna
otwierajaca sie w monowarstwie grafenowej. Kolorem zielonym sa zaznaczone dwa pasma pochodzace
z heksagonalnego azotku boru.

Warto zauwazy¢, ze przerwa energetyczna w swobodnych monowarstwach wystepujacych w ukta-
dach typu Ninieparzyste/D-BN/No nicparsyste moze by¢ indukowana réwniez przez dodanie kilku
warstw heksagonalnego azotku boru pomiedzy warstwy grafenowe. Przykladowo dla uktadu TLG/BL(h-
BN)/MLG przerwy energetyczne w efektywnych uktadach MLG/h-BN wynosza A, = 0.0197 eV,
oraz A, = 0.004 eV. Poréwnujac to z ukladem TLG/h-BN/MLG (Tabela 5.2) widzimy, ze otwiera
si¢ przerwa w swobodnej do tej pory MLG. Warto jednak zauwazyé¢, ze w stosunku do TLG/h-
BN/MLG nie zwigksza si¢ przerwa energetyczna w efektywnym podukladzie MLG/h-BN. Dodanie
kilku dodatkowych warstw h-BN pomiedzy grafen nie zmienia w sposéb znaczacy wartodci przerw
energetycznych. Dla przyktadu réznice w wielkoSci przerw energetycznych dla ukladéw: TLG/BL(h-
BN)/MLG i TLG/4L(h-BN)/MLG sa na poziomie trzech procent.

Warto zaznaczy¢, ze dodanie kilku warstw heksagonalnego azotku boru jako podloza nie zmienia
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znaczaco badanych uktadéw. Przykladowo dla uktadu MLG/h-BN/MLG/3L(h-BN) przerwy energe-
tyczne w efektywnych podukladach MLG/h-BN sa takie same jak w przypadku uktadu MLG/h-BN/
MLG /h-BN.

Tabela 5.4: Parametry efektywne (7., €¢) oraz przerwy energetyczne A, indukowane przez h-BN
w uktadach Nnieparzyste/h‘BN/Nnieparzyste/h‘BN

’ Przed podzialem | Po podziale | yeg [eV] [ cegr [eV] | Ay [eV] |
BLG 0.675 | -0.0016
BLG 0.389 | -0.0047

5LG /h-BN/MLG/h-BN

MLG/h-BN 0.098 3.4033 0.0028
MLG/h-BN 0.367 3.3250 0.0400

BLG 0.6753 | -0.0016
BLG 0.5502 | -0.0094
5GL/h-BN/TLG /h-BN BLG 0.389 | -0.0047

MLG/h-BN 0.0936 3.3740 0.0026
MLG/h-BN | 0.02736 3.3732 0.0221
BLG 0.5502 | -0.0094
BLG 0.5453 | -0.0078
MLG/h-BN 0.1094 3.3731 0.0036
MLG/h-BN 0.2865 3.3710 0.0242

TLG/h-BN/TLG /h-BN

Podsumowujac, dokladna analiza wlasnosci uktadéw hybrydowych grafen - h-BN pokazuje, ze
odpowiednie umieszczenie warstw h-BN pozwala na modelowanie wlasnosci elektronowych podukta-
déw czysto grafenowych.
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Rozdziat 6

Tunelowanie Kleina

6.1 Grafen

W 2006 roku ukazala sie praca [62] pokazujaca, ze zjawisko tunelowania Kleina moze by¢ rzeczywiscie
testowane w monowarstwie grafenowej. Na Rysunku 6.1 przedstawiono ogdlny schemat zapropono-
wanego tam eksperymentu.

A U(X)
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Rysunek 6.1: Schemat tunelowania Kleina w monowarstwie grafenowej przez prostokatna bariere
potencjatu o szerokosci d i wysokosci U. Przedstawiona sytuacja odpowiada ztaczu typu: npn.

Gestos¢ prawdopodobiefistwa tunelowania elektronu mozna wyznaczy¢ analitycznie stosujac me-
tode opisana w Rozdziale 3.2. Dla bariery duzo wyzszej niz energia padajacych elektronéw wzoér
wyglada nastepujaco:

B cos?0
1 — cos?(kpd)sin26’

z ktérego wynika, ze dla warunku rezonansowego k,d = N, N = 0,%1,... bariera staje sie
przezroczysta (T = 1). Co wiecej, bariera jest zawsze przezroczysta dla katéw padania bliskich

T (6.1)
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padaniu prostopadtemu 6 = 0, czyli otrzymujemy zachowanie charakterystyczne dla bezmasowych
fermionéw Diraca i bezposrednie odniesienie do paradoksu Kleina z elektrodynamiki kwantowe;j.
Na Rysunku 6.2 przedstawione jest prawdopodobienstwo tunelowania dla swobodnej monowarstwy
grafenowej dla energii nosnikéw wynoszacej F = 0.017 eV oraz dla bariery potencjalu o wysokosci
U = 0.05 eV i szerokosci d = 100 nm. Kat padania elektronu zmienia sie w zakresie 0 < 0 < 7/2.

T

I S S s @ [rad]
0.5 1.0 1.5

Rysunek 6.2: Prawdopodobienistwo tunelowania przez bariere potencjalu w zaleznosci od kata pa-
dania elektronéw 6 dla swobodnej monowarstwy grafenowej. Energia tunelujacych no$nikéw wynosi
E =0.017 eV, wysokos¢ bariery U = 0.05 eV, a jej szeroko$¢ d = 100 nm.

Widaé charakterystyczna dla tunelowania typu Kleina pelng przezroczystosé dla zerowego kata
padania T'(# = 0) = 1, oraz drugi pik rezonansowy T'(6 # 0) = 1. Aby wytlumaczy¢ istnienie tego
ostatniego nalezy rozwazy¢ efekty interferencyjne [67]. Bariere potencjalu mozna potraktowaé jak
podwdjny interfejs (pierwszy dla x = 0, drugi dla = d), a w zwiazku z tym jako analog interfe-
rometru Fabry-Pérot. Wnetrze bariery jest wneka rezonansowa - nadbiegajace fale moga pomiedzy
dwoma interfejsami interferowaé ze soba. Jezeli interferuja konstruktywnie, to mamy tunelowanie
rezonansowe T'(0 # 0) = 1. Warunek wystapienia takich rezonanséw jest po prostu warunkiem, ze
wzdluz x, wewnatrz bariery, miesci sie calkowita liczba poléwek fali o dlugosci 27/k, 1 wyglada
nastepujaco [62]:

kgd =7 x Int (6.2)

gdzie Int jest liczba calkowita. Biorac pod uwage, ze [67]:

ked = —Ud\/(1 = 2E/U + (E/U)2cos%0) (6.3)

warunek rezonansowy zawiera zarowno energie podajacych elektronéw FE, jak i charakterystyki
bariery: wysokosé U oraz szeroko$¢ d. Warto wiec przesledzi¢ zachowanie prawdopodobienstwa tu-
nelowania T' w zaleznosci od wartosci tych parametréw.
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Rysunek 6.3: Prawdopodobienstwo tunelowania dla monowarstwy grafenowej w zaleznosci od kata
padania elektronéw i szerokosci bariery potencjatu. Energia poczatkowa nosnikéw tadunku wynosi
E = 0.017 eV, bariera potencjalu ma wysokos¢ U = 0.05 eV, szerokos¢ bariery zmienia sie w
granicach 0 < d < 200 nm. Widoczne sa dwa rézne, powtarzajace sie obszary tunelowania. Pierwszy
(profil a), w ktérym T =1 dla § = 0 oraz drugi (profil b), w ktérym T'=1dlad =0idla § #0

Na Rysunku 6.3 pokazane jest prawdopodobienstwo tunelowania elektronéw w zaleznosci od sze-
rokosci bariery potencjatu i kata padania. Energia no$nikow tadunku wynosi £ = 0.017 eV, wysoko$é
bariery U = 0.05 eV, a szeroko$¢ bariery zmienia si¢ w zakresie 0 < d < 200 nm. Latwo mozna wy-
r6znié¢ dwa obszary. W pierwszym nie obserwujemy dodatkowego piku rezonansowego (Rysunek 6.3
a). Krzywa lagodnie przechodzi od T = 1dla® = 0 do T = 0 dla § = w/2. Ten przypadek po-
kazuje sytuacje, w ktorych propagujace sie fale interferuja ze sobg destruktywnie wewnatrz bariery
potencjalu. W drugim obszarze (Rysunek 6.3 b) krzywa osiaga warto$¢ maksymalng 7' = 1 dla
zerowego kata padania oraz dla 6 # 0, czyli interferencja jest konstruktywna i mamy do czynienia
ze zjawiskiem analogicznym do rezonansu Fabrego-Pérot. Warto zwrdéci¢ uwage, ze polozenie piku
rezonansowego zalezy od szerokosci bariery. Dla przypadku pokazanego na Rysunku 6.3b 6 = 1.07
[rad].
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Rysunek 6.4: Prawdopodobienstwo tunelowania dla monowarstwy grafenowej w zaleznosci od kata
padania elektronéw i parametru F/U. Wysoko$é bariery potencjatu U = 0.05 eV, szeroko$é d = 100
nm. Profile (a-d) charakterystyczne dla réznych zakreséw parametru E/U oméwione sa w tekscie.

Na Rysunku 6.4 pokazana jest zalezno$¢ prawdopodobienstwa tunelowania elektronéow w zalez-
nosci od kata padania i bezwymiarowego parametru E/U z zakresu 0 < E/U < 4 dla bariery o
wysokosci U = 0.05 eV i szerokosci d = 100 nm. Mozna tutaj wyréznié cztery obszary. W pierwszym
(Rysunek 6.4 a) dla 0 < E/U < % obserwujemy rezonans typu Fabrego-Pérot. W drugim (Rysunek
6.4 b) dla 3 < E/U < 1.5 maksimum wystepuje jedynie dla zerowego kata padania T'(§ = 0) = 1.
Nastepny obszar z zakresu 1.5 < F/U < 2 jest analogiem sytuacji ztacza typu nn'n (Rysunek 6.4 ¢)
i tak jak w pierwszym obszarze mamy rezonans typu Fabrego-Pérot. W ostatnim obszarze E/U > 2
(Rysunek 6.4 d) mamy do czynienia z szybkimi oscylacjami prawdopodobienstwa tunelowania i poja-
wianiem sie coraz wiekszej liczby pikéw rezonansowych. Warto zauwazy¢, ze dla wszystkich obszaréw
E/U > % zakres katéw padania, przy ktérych obserwujemy tunelowanie jest ograniczony. Korzy-
stajac z prawa zachowania pradu [67] mozna ustali¢ kat krytyczny, powyzej ktérego nie wystepuje
zjawisko tunelowania:

0. = arcsin(|U — E|/E). (6.4)

Zaleznosé (6.4) jest przestawiona na Rysunku (6.4) jako krzywa czarnego koloru. Jest to sytu-
acja analogiczna do istnienia granicznego kata odbicia w optyce: 6. = arcsinﬁ—j, gdzie ny oraz ny to
wspélezynniki zalamania w réznych o$rodkach z warunkiem n; < na [67].
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W pracy [62] przedyskutowano réwniez problem tunelowania w dwuwarstwie grafenowej. Do
opisu dwuwarstwy przyjeto model dwupasmowy (wzdr 5.6) i od razu widaé, ze mamy cztery moz-
liwe rozwiazania dla danej energii (wz6r 5.7). Dwa z nich odpowiadaja falom biegnacym, a dwa
pozostate falom zanikajacym. Prowadzi to do réwnie intrygujacego zachowania jak w przypadku
monowarstwy: wewnatrz bariery nastepuje kreacja pary. Jednak zaleznosé¢ prawdopodobienstwa tu-
nelowania od kata padania elektronéw jest diametralnie rézna (Rysunek 6.5 - krzywa czerwona) od
bezmasowych fermionéw Diraca obecnych w monowarstwie. Jest to sytuacja odwrotna do tunelowa-
nia typu Kleina. Dla § = 0 zawsze T' = 0, i z tego powodu o takim tunelowaniu mowi sie, ze jest to
anty-tunelowanie Kleina. Anty-tunelowanie Kleina jest zjawiskiem znanym w teorii pola. Wystepuje
dla czastek o spinie catkowitym. Pseudospin w dwuwarstwie grafenowej jest wiec kwasi - czastka o
spinie catkowitym.
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Rysunek 6.5: Prawdopodobienstwo tunelowania w zaleznosci od kata padania elektronéw dla dwu-
warstw grafenowych. Kolorem czerwonym jest zaznaczone prawdopodobienstwo tunelowania dla
dwuwarstwy w przyblizeniu dwupasmowym. Kolorem niebieskim jest zaznaczone prawdopodobien-
stwo tunelowania dla dwuwarstwy w ujeciu czteropasmowym. Energia tunelujacych noénikow tadun-
ku wynosi £ = 0.017 eV, bariera ma szeroko$¢ d = 100 nm oraz wysokoé¢ U = 0.05 eV.

Granica stosowalno$ci przyblizenia dwupasmowego okreslona jest przez zalozenie, ze pasma wyso-
koenergetyczne nie sg obsadzone, co zwykle w dwuwarstwie jest spelnione. Jednak warto sprawdzié,
co sie dzieje przy opisie czteropasmowym. Wartoéci wlasne (5.9) Hamiltonianu (5.8) daja: i) dwa
pasma przesuniete w stosunku do energii zerowej w punkcie K o +7; (jest to zrozumiale jezeli za-
uwazymy, ze atomy lezace nad soba w odleglosci najblizszych sasiadéw tworzg dimer o sprzezeniu v
prowadzac do dwdch orbitali, wiazacego i antywiazacego), ii) dwa pasma, ktére sa zlozeniem liniowej
dyspersji dla duzych pedéw (y1 < %p < 7yp) oraz parabolicznej dyspersji w otoczeniu zerowej
energii, gdzie pasma sie stykaja (te pasma sa wynikiem efektywnego sprzezenia pomiedzy orbitalami,
ktére nie maja swoich symetrycznych odpowiednikéw). Oznacza to, ze dwuwarstwa grafenowa jest
polprzewodnikiem o zerowej przerwie energetycznej z masowymi fermionami. Na Rysunku 6.6 poka-
zane sg kwadraty pedéw w funkcji energii dla dwuwarstwy grafenowej w podejsciu czteropasmowym.
Widaé wyraznie, ze kwadraty pedéw x2 dla zakresu energii 0 < E < +; sa ujemne, co znaczy, ze
pedy sa urojone. Czyli w takim zakresie energii mamy dwie fale biegnace i dwie fale zanikajace,
tak jak w przyblizeniu dwupasmowym. Zakladajac wiec, ze energia padajacych elektronéw jest z
przedzialu 0 < E < 77, mozna rozpatrzy¢ ponownie problem tunelowania.
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Rysunek 6.6: Kwadraty peddéw w zaleznosci od energii dla dwuwarstwy grafenowej. Rozwigzania
ujemne odpowiadaja pedom urojonym.

Z zasady zachowania pedu w kierunku y wynika, ze k, =, /kZ — k2, co w przypadku dwuwarstwy

grafenowej daje:

ko = \JK2 — [/a(l — V1 + ak?) + k7], (6.5)

gdzie a = 3vypa?/v1. Dla przyblizenia dwupasmowego wzér redukuje si¢ do postaci znanej z

pracy [62]:
Ky = y/2k2 + k2. (6.6)

Na Rysunku 6.5 widoczne jest poréwnanie prawdopodobienstw tunelowania w zaleznosci od kata
padania elektronéw dla dwuwarstwy grafenowej w przyblizeniu dwupasmowym i czteropasmowym.
Wysokosé bariery wynosi: U = 0.05 eV, energia tunelujacych elektronéw E = 0.017 eV, a szerokosc
bariery to 100 nm. W obu przypadkach widaé¢ anty-tunelowanie Kleina T'(# = 0) = 0 oraz szereg
maksiméw T'(6 # 0) = 1 wystepujacych dla katéw padania zwanych w literaturze katami magicznymi
[62,80-83]. Dla dwuwarstwy w opisie czteropasmowym wystepuje o jedno maksimum tunelowania
wiecej niz dla dwuwarstwy w podejéciu dwupasmowym. Maksima zachowuja podobny ksztalt, jednak
sa wzgledem siebie przesuniete.

Maksima dla katéw magicznych charakteryzujg sie stosunkowo mata szerokoscia i ze wzgledu na
swoj ksztalt sa poréwnywane do maksiméw znanych z rozktadu Lorenza-Breirta-Wignera [83]. Bada-
jac symetrie rozwiazan funkcji wlasnych hamiltonianu grafenu znaleziono warunki na wystepowanie
katéw magicznych dla symetrycznej bariery potencjatu [83]. Warunki te sa prawdziwe réwniez jezeli
symetryczno$¢ bariery potencjatu bedzie zaburzona w sposéb nieznaczny. Nalezy jednak zwrdcié
uwage, ze w przypadku potencjatu, ktory jest lekko asymetryczny, nie mamy do czynienia z pelnym
tunelowaniem. Dokladna analiza numeryczna takich przypadkéw [83] ujawnia, ze prawdopodobien-
stwo tunelowania jest bliskie, ale nigdy nie réwne jednosci. Nalezy zauwazy¢, ze symetrycznosé ba-
riery nie implikuje wystepowania katow magicznych, mozna znalez¢ symetryczng bariere, dla, ktorej
dla zadnego kata nie jest osiagniete pelne tunelowanie [83].

Przeanalizujmy teraz dla podejscia czteropasmowego zachowanie prawdopodobiefistwa tunelowa-
nia w zaleznodci od dwdch parametréw: szerokosci bariery d oraz parametru E/U. Na Rysunku 6.7
pokazane jest prawdopodobienstwo tunelowania w zaleznoéci od kata padania elektronéw i szeroko-
$ci bariery potencjatu. Energia elektronéw wynosi £ = 0.017 eV, wysoko$¢ bariery U = 0.05 eV, a
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jej szerokos¢ zmienia sie w zakresie: 0 < d < 100 nm. Jest to sytuacja analogiczna do ztacza typu
pnp. Dla zwiekszajacych sie szerokosci bariery zwieksza sie liczba maksiméw prawdopodobienstwa
tunelowania (Rysunek 6.7 profile a i b).
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Rysunek 6.7: Prawdopodobienstwo tunelowania elektronéw dla dwuwarstwy grafenowej w podej-
$ciu czteropasmowym, w zaleznosci od kata padania elektronu oraz szerokosci bariery d. Energia
tunelujacych elektronéw wynosi £ = 0.017 eV, bariera potencjalu ma wysokoé¢ U = 0.05 eV, a
jej szeroko$¢ zmienia sie w zakresie 0 < d < 100 nm. Profile a i b pokazuja jak zwieksza sie liczba
maksiméw prawdopodobienistwa tunelowania ze wzrostem szerokosci bariery.

Rysunek 6.8 pokazuje z kolei prawdopodobienstwo tunelowania dla dwuwarstwy grafenowej w
zaleznoscei od parametru E/U i kata padania elektronéw. Szerokos$é bariery wynosi d = 100 nm, a
jej wysoko$é U = 0.05 eV. Z prawej strony rysunku (profile a-d) widoczne sa przekroje tréjwymiaro-
wego wykresu dla wybranych wartodci parametru E/U. Im wieksza jest warto$¢ E/U, tym bardziej
piki przezroczystosci zwezaja sie, zblizaja sie do siebie i przesuwaja sie w strone malych katow 6.
Jednoczesnie maleje ich liczba. Sytuacja ta przedstawiona jest na trzech pierwszych profilach (a-c)
z prawej strony Rysunku 6.8. Od wartosci E/U = 1 waskie maksima zamieniaja sie w szybkie oscy-
lacje, charakterystyczne dla zagadnienia tunelowania elektronéw nadbiegajacych z energia wicksza
niz wysokosé bariery potencjatu.
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Rysunek 6.8: Prawdopodobienstwo tunelowania dla dwuwarstwy grafenowej w podejsciu czteropa-
smowym w zaleznosci od kata padania elektronéw i parametru E/U. Bariera potencjalu ma wysokos$é
U = 0.05 eV, szerokos¢ d = 100 nm, a parametr E/U zmienia si¢ w zakresie 0 < E/U < 1.5. Profile
(a~d) charakterystyczne dla réznych zakreséw parametru E/U oméwione sa w tekscie.

Rozwazmy teraz zjawisko tunelowania dla uktadu skladajacego si¢ z trzech warstw grafenowych.
Podzial chiralny takiego ukladu jest opisany w podrozdziale (5.1). Trojwarstwa grafenowa dzieli sie
na dwa poduktady: efektywna dwuwarstwe i monowarstwe grafenowa. Na Rysunku 6.9 pokazane sg
kwadraty pedow w zaleznosci od energii dla efektywnej dwuwarstwy pochodzacej z trojwarstwowego
ukladu grafenowego. Widoczne kwadraty pedéw 2 o wartosciach ujemnych, odpowiadajace pedom
urojonym. Miejsce zerowe dla krzywej x? odpowiada efektywnej energii oddzialywania pomiedzy
monowarstwami grafenowymi vi .
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Rysunek 6.9: Kwadraty pedow w zaleznosci od energii dla efektywnej dwuwarstwy pochodzacej z
uktadu trojwarstwowego (TLG).

Na Rysunku 6.10 zaprezetowano prawdopodobienstwo tunelowania w zaleznosci od kata pada-
nia elektronu dla uktadu tréjwarstwowego. Energia tunelujacych elektronéw wynosi £ = 0.017 eV,
bariera ma szeroko$¢ d = 100 nm i wysoko$¢ U = 0.05 eV. Tunelowanie w tym uktadzie obserwo-
wane jest w dwéch modach: typu Kleina dla monowarstwy (czerwona przerywana linia) oraz typu
anty-Kleina dla efektywnej dwuwarstwy (niebieska linia). Oznacza to, ze wybierajac pewien kat 6
mozna obserwowaé z pewnym prawdopodobienstwem P (f) tunelujace elektrony pochodzace z pasm
monowarstwy, a z innym P»(f) tunelujace elektrony pochodzace z pasm dwuwarstwy. Jasno wi-
da¢ réwniez, ze odpowiedni wybér katéw pozwala na rejestrowanie tunelowania jednomodowego dla
monowarstwy.
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Rysunek 6.10: Prawdopodobiefistwo tunelowania w zaleznosci od kata padania elektronu dla efek-
tywnej dwuwarstwy i monowarstwy stanowiacych poduklady tréojwarstwy grafenowej. Niebieska linig
sa zaznaczone prawdopodobienstwa tunelowania dla efektywnej dwuwarstwy grafenowej a czerwo-

ng przerywang linia dla monowarstwy grafenowej (tunelowanie dwumodowe). Energia tunelujacych
elektronéw wynosi ' = 0.017 eV, bariera ma szerokoé¢ d = 100 nm i wysokos¢ U = 0.05 eV.

Ciekawe jest (Rysunek 6.11) poréwnanie prawdopodobiefistw tunelowania dla swobodnej dwu-
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warstwy grafenowej (niebieska linia) i dla efektywnej dwuwarstwy pochodzacej z uktadu trojwarstwe-
go (czerwona przerywana linia). Energia elektronéw padajacych na bariere £ = 0.017 eV, wysoko$¢
bariery potencjalu U = 0.05 eV, szeroko$é¢ bariery d = 100 nm. Jak wida¢ z Rysunku 6.11, w
przypadku dwuwarstwy efektywnej zwieksza sie ilos¢ maksiméw prwdopodobienstwa tunelowania.
Ksztalt trzech z nich jest praktycznie identyczny z pikami dla swobodnej dwuwarstwy, ale sa one
przesuniete w kierunku mniejszych katéw padania elektronéw na bariere. Spektrum zamyka sie w
wigkszym zakresie katow magicznych, a ostatni pik jest waski i pojawia sie dla wigkszej wartosci niz
ostatni pik w spektrum dla swobodnej dwuwarstwy.
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Rysunek 6.11: Prawdopodobienstwo tunelowania w zaleznosci od kata padania elektronu dla swo-
bodnej dwuwarstwy grafenowej (niebieska linia) oraz efektywnej dwuwarstwy pochodzacej z ukladu
trojwarstwowego (czerwona przerywana linia). Energia tunelujacych elektronéw E = 0.017 eV, sze-
rokosé bariery d = 100 nm, wysokos¢ bariery U = 0.05 eV.

Tunelowanie Kleina w wielowarstwach grafenowych w ulozeniu typu ABC nie jest rozpatrywane
ze wzgledu na brak mozliwosci podziatu chiralnego. Warto zauwazy¢, ze w uktadach grafenowych w
ulozeniu typu ABC otrzymujemy zespolone rozwiazania dla k? w zakresie energii 0 < E < 71, co
utrudnia fizyczna interpretacje i stanowi inny aspekt problemu tunelowania przez bariere potencjatu
dyskutowany w literaturze [84].

6.2 Uklady grafen/h-BN

W podrozdziale (5.2) opisany zostal podzial chiralny wielowarstw skladajacych sie z grafenu na h-
BN. W sposéb oczywisty postacie pedow w dwuwarstwach efektywnych réznia sie od postaci pedéw
w swobodnej dwuwarstwie grafenowej. Wynika to z innych zaleznoéci dyspersyjnych dla réznych
dwuwarstw efektywnych. Tunelowanie zalezy w sposob jakosciowy od parametréw opisujacych ba-
riere oraz postaci wektora falowego, tzn: jego sktadowych i postaci pedéw. Jezeli parametry bariery
oraz postaé wektora falowego zostaja takie same, tunelowanie w réznych uktadach efektywnych po-
winno sie r6zni¢ od siebie ze wzgledu na rézna posta¢ pedow. Interesujace jest zatem zbadanie, jak
zachowuje si¢ tunelowanie w poszczegdlnych uktadach efektywnych.

Na Rysunku 6.12 przedstawiono prawdopodobienstwo tunelowania w zaleznosci od kata padania
elektronéw dla dwuwarstw efektywnych pochodzacych z réznych ukladéw typu grafen/h-BN.
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Rysunek 6.12: Poréwnanie prawdopodobienstw tunelowania w zaleznosci od kata padania elektronu
dla swobodnej dwuwarstwy grafenowej (niebieski) oraz efektywnych dwuwarstw pochodzacych z
ukladéw: BLG/h-BN (czarny), TLG/h-BN (z6lty), 4LG/h-BN (czerwnony i seledynowy) 5LG/h-
BN (zielony i czarny przerywany) 6LG/hBN (niebieski, czerwony i z6élty) i 7LG/hBN (niebieski,
zielony i czarny). Energia tunelujacych elektronéw E = 0.017 eV, szeroko$é¢ bariery d = 100 nm,
wysoko$¢ bariery U = 0.05 eV.
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Analiza Rysunku 6.12 pozwala potwierdzi¢, ze tunelowanie Kleina jest catkowicie zdetermino-
wane przez strukture pasmowa, przy czym warto zauwazyé (Rysunek 6.12a i b oraz c i g (krzywa
w kolorze zielonym)), ze niewielkie réznice w parametrach efektywnych, dajace prawie identyczne
struktury pasmowe (np. Rysunek 5.10), prowadza do calkiem znacznych réznic w polozeniach pi-
kéw rezonansowych (katéw magicznych). Ponadto wyraznie widaé, ze przy wartosciach 1 erf > 1
wzrasta do czterech liczba pikéw rezonansowych, podczas gdy dla vi ey < 1 mamy zawsze trzy
piki. Niestety, nie udalo sie zwiaza¢ wygladu spektréow (szerokosci, katéw magicznych, wzajemnych
przesunied itp), z parametrami opisujacymi efektywne dwuwarstwy. Mozna sie tylko pokusié o jako-
$ciowa analize przedstawiona ponizej.

O ile w przypadku tunelowania w dwuwarstwie efektywnej pochodzacej z ukladu BLG/h-BN
przesuniete katy magiczne sa podobne do katéw magicznych dla czystej dwuwarstwy, o tyle dla
uktadow o wigkszej liczbe warstw grafenowych maksima te nie tylko sa do$¢ znacznie przesunie-
te, ale réwniez zmieniaja swoja szeroko$¢, i to niezaleznie czy vif¢ jest wieksza czy mniejsza od
parametru wyjsciowego ;. We wszystkich rozpatrywanych tutaj przypadkach trzy pierwsze mak-
sima przesunigte sa w kierunku katéw o mniejszych wartosciach niz te dla BLG. Wyjatek stanowi
dwuwarstwa z ukladu 4LG/h-BN scharakteryzowana parametrem 7, .ry = 0.24eV. Wydaje sie, ze
potozenie czwartego piku dla dwuwarstw efektywnych z i .yy > v1 przesuwa si¢ w kierunku mniej-
szych katow ze wzrostem wartosci v1 ¢ ¢ ¢, ale znowu wyjatek stanowi dwuwarstwa scharakteryzowana
parametrem 7y s = 0.49eV. W miare zwiekszania liczby warstw grafenowych maksima prawdopo-
dobienistwa tunelowania dla poszczegélnych poduktadéw efektywnych zblizaja sie do siebie, a nawet
na siebie zachodza (Rysunku 6.12g), co moze niepokoi¢ w kontekécie wykorzystania odpowiednich
moddéw tunelowania w urzadzeniach elektronicznych. Lepszym rozwigzaniem wydaje sie¢ modelowa-
nie wlasnosci przez wprowadzenie warstwy h-BN pomiedzy warstwy grafenowe w taki sposob, aby
otrzymacé dobrze pokrywajace si¢ spektra, a wigc wzmocnienie efektywnosci tunelowania dla catego
uktadu.

6.3 Wielowarstwy grafen/h-BN /grafen/h-BN

Opracowanie procedury podzialu chiralnego dla uktadéw hybrydowych typu grafen/h-BN/grafen
(Podrozdzial 5.3) pozwolito pokazaé, ze h-BN moze by¢ traktowany jako modulator wlasnosci efek-
tywnych podukladéw, w tym przerwy enegetycznej w grafenie. Nie tylko ja otwiera, ale rowniez
ma mozliwo$é zamknaé¢ lub zminimalizowaé przerwe energetyczna. Biorac pod uwage, ze istnieja
mozliwosci stworzenia perfekcyjnych monowarstw w strukturach skladajacych sie z grafenu i hek-
sagonalnego azotku boru [85] jest to rezultat, ktéry moze mieé¢ praktyczne zastosowanie podczas
projektowania takich uktadéw. Ze wzgledu na mozliwos¢ otwierania i zamykania przerwy energe-
tycznej w zaleznoéci od liczby warstw i potozenia heksagonalnego azotku boru mozemy obserwowaé
tunelowanie pochodzace nie tylko z efektywnych dwuwarstw, ale réwniez z monowarstwy. Przed-
stawione ponizej przyktady pokazuja dwie mozliwosci wykorzystania uktadéw hybrydowych. Pierw-
sza dotyczy wzmocnienia efektywnosci anty-tunelowania kleina dla ukladu z dwiema efektywnymi
dwuwarstwami, a druga uzyskania czystego tunelowanie Kleina w pewnym zakresie katow padania
elektronéw na bariere potencjatu.

Jak zostalo opisane w podrozdziale (5.3) dwuwarstwy grafenowe polozone symetrycznie wzgledem
heksagonalnego azotku boru wykazuja podobne wlasciwosci (Tabela 5.2). Poréwnajmy tunelowa-
nie zachodzace w dwuwarstwach grafenowych pochodzacych z ukladu tréjwarstwa grafenowa -
monowarstwa heksagonalnego azotku boru - tréjwarstwa grafenowa (3LG/hBN/3LG). Na rysun-
ku (6.13) przedstawiono prawdopodobienstwo tunelowania dla rozwazanych dwuwarstw dla energii
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Rysunek 6.13: Prawdopodobienstwo tunelowania dla efektywnych dwuwarstw grafenowych pocho-
dzacych z ukladu tréjwarstwy grafenowa - monowarstwa heksagonalnego azotku boru - trojwarstwa
grafenowa. Energia tunelujacych elektronow wynosi £ = 0.017 eV, szeroko$¢ bariery d = 100 nm, a
jej wysokos¢ U = 0.05 eV. Kolorem niebieskim zaznaczone sa prawdopodobienstwa tunelowania dla
pierwszej dwuwarstwy efektywnej, kolorem czerwonym dla drugiej. Prawdopodobienstwa tunelowa-
nia maja podobny ksztalt, taka samg ilo$¢ maksiméw, sa jednak wzgledem siebie przesuniete.

E = 0.017eV elektronéw padajacych na bariere o wysokosci U = 0.05 eV i szerokosci d = 100 nm.
Jasno wida¢, ze tunelowanie jest praktycznie nierozréznialne.

Dla ukiadu 5LG/h-BN/MLG (Tabela 5.2) sytuacja jest calkowicie inna. Mamy dwie rézne dwu-
warstwy i czysta monowarstwe. Na Rysunku 6.14 pokazane jest tunelowanie elektronéw w zaleznosci
od kata padania dla tych trzech poduktadéw.
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Rysunek 6.14: Prawdopodobienstwa tunelowania elektronéw w zaleznosci od kata padania dla podu-
ktad6w efektywnych pochodzacych z uktadu 5LG/h-BN/MLG: monowarstwy grafenowej (niebieski
kolor) i dwoch efektywnych dwuwarstw grafenowych (kolor czerwony i czarny). Energia tunelujacych
elektronéw E = 0.017 eV, szeroko$¢ bariery d = 100 nm, wysokosé bariery U = 0.05 eV.

Dla matych katéw 6 < 0.2 rad oraz katéow z przedziatu 1.0 < 6 < 1.15 rad obserwowuje si¢
tunelowanie dla elektronéw pochodzacych jedynie z monowarstwy grafenowej. Jest to interesujacy
rezultat, ktory mozna wykorzysta¢ w projektowaniu urzadzen typu ITFET.

Urzadzenia typu ITFET (ang. Interlayer Tunneling Field Effect Transistor), czyli transystory po-
lowe dzialajace poprzez efekt tunelowania miedzywarstwowego stanowig by¢ moze przyszto$é spintro-
niki. Eksperyment, w ktérym zbudowane zostalo tego typu urzadzenie, bazujace na wielowarstwach
grafenowych przedzielonych wielowarstwa h-BN, jest opisany w pracy [86], a w pracy [87] gldéwni
autorzy tej konstrukcji testujg rézne kombinacje wielowarstw grafenowych i h-BN’owych o réznych
grubodciach. Gléwnym celem tej ostatniej pracy bylo opracowanie przewodnika pokazujacego, jaki
rodzaj struktury pasmowej jest korzystny dla wzmocnienia wydajnosci ITFET, tzn. dla zwiekszenia
stosunku maksimum /minimum pradu oraz uzyskania jak najwezszych pikéw rezonansowych. Giow-
nym wnioskiem przeprowadzonej analizy jest koniecznosé pracy z ukladami o matej liczbie dobrze
rozdzielonych pasm energetycznych, tak aby wyeliminowaé blisko lezace piki rezonansowe. Ciekawe
wydaje si¢ wiec zastosowanie ukladéw hybrydowych grafen/h-BN/grafen. Schemat takiego urza-
dzenia, analogicznego do tego przedstawionego w pracy [86], jest pokazany na Rysunku 6.15 [90].
Zamiast czysto grafenowych pieciowarstw zaproponowano uzycie ukltadéw 5LG/h-BN/MLG, co po-
winno zapewni¢ powstanie w ukladzie monowarstwy grafenowej o bardzo malej przerwie energe-
tycznej (0.098eV versus 0.145 dla uktadu 5LG/h-BN uzytego w pracy [33]). Modulowanie przerwy
energetycznej na poziomie projektowania urzadzenia daje mozliwos¢ do zwigkszenia efektywnosci
takiego tranzystora.
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Rysunek 6.15: Schemat urzadzenia typu ITFET skladajacego sie z wielowarstw grafenowych prze-
dzielonych heksagonalnym azotkiem boru [90]. Urzadzenie to jest hipotetycznym tranzystorem ana-
logicznym do urzadzenia zbadanego eksperymentalnie i opisanego w pracach [86][33].

Réwnie interesujace moze byé zastosowanie hybrydy TLG/h-BN/TLG. Tym razem piki rezonan-
sowe obu podukladéw praktycznie pokrywaja sie i nalezy sie spodziewac konstruktywnej interferencji
wzmacniajacej sygnal pradowy. Obliczenia teoretyczne dotyczace tunelowania Kleina w poszczegdl-
nych strukturach efektywnych moga wiec mie¢ praktyczne zastosowanie. Moga by¢ wykorzystane
przez eksperymentatoréw i inzynieréow jako swojego rodzaju przewodnik po mozliwosciach sterowa-
nia wlasnosciami wielowarstw hybrydowych stosowanych przy konstrukeji urzadzen elektronicznych.
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Rozdziat 7

Z.akonczenie

Realizujac oméwione we wstepie zadania badawcze uogdlnilem procedure podzialu chiralnego dla
uktadéw hybrydowych grafen — heksagonalny azotek boru i zastosowalem ja do analizy wlasnosci
ukladéw typu grafen/h-BN oraz grafen/h-BN/grafen w ulozeniu geometrycznym Bernala. Analiza
polozenia warstwy h-BN wzgledem wielowarstw grafenowych pokazuje, ze h-BN moze z sukcesem
pelnié¢ aktywna role w ksztaltowaniu wlasnoéci warstw grafenowych, a nie tylko by¢ izolatorem stabo
zakl6cajacym te wlasnosci. Najciekawsze wydaja sie hybrydy typu grafen/h-BN/grafen z nieparzy-
sta liczba monowarstw grafenu po obu stronach h-BN. W ukladzie takim mozna wydzieli¢ poduktad
o wtlasnosciach swobodnej monowarstwy, czyli z liniowa dyspersja i brakiem przerwy energetycz-
nej. Warto podkreslié¢, ze uogélnienie procedury podziatu chiralnego pozwoli na jej stosowanie dla
praktycznie wszystkich ukladéw wielowarstwowych, ktorych skladnikami sa struktury o geometrii
plastra miodu. W szczegélnosci dla uktadéw dichalkogenkéw metali przejsciowych i ich hybryd z
grafenem i/lub h-BN’em. Sama procedura moze by¢ réwniez dalej rozwijana w kierunku mozliwo-
$ci analizowania subtelnych efektéw, np. poprzez wprowadzanie oddzialywan dalszych sasiadéw czy
uwzglednienie struktur Moire.

Szczegdlowa analiza tunelowania i anty-tunelowania Kleina w wielowarstwach hybrydowych sta-
nowi dobre uzupelninie wielu aspektéw transportu dyskutowanych w literaturze ostatniej dekady.
Rozwazane byly miedzy innymi transport poprzez pole magnetyczne w grafenie [92], zjawiska ty-
pu Febry-Perot w ukladach grafen heksagonalny azotek boru z uwzglednieniem efektu Moire [93],
zanikanie efektu anty-tunelowania Kleina [94], tunelowanie przez potencjal Poschla-Tellera [84], tu-
nelowanie przez bariere potencjalu zalezaca od czasu [95], przejscie od tunelowania Kleina do anty-
tunelowania Kleina [96], efekty typu Fabry-Perot w skreconych wzgledem siebie warstwach grafeno-
wych [97]. W kontekscie transportu elektronowego w grafenie rozwaza sie zjawiska zwiazane z krop-
kami kwantowymi [98,99] i istnieniem efektéw Aharonova-Bohma [100]. Zjawisko typu Fabry-Perot
bylo rozwazane réwniez w dwuwymiarowym HgTe [101]. Oméwiona wielomodowosé tunelowania
moze mie¢ praktyczne zastosowanie przy konstrukeji urzadzen elektronicznych, w szczegdlnosci przy
projektowaniu tranzystoréw polowych z efektem tunelowania miedzywarstwowego (ITFET).
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