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Jednym z podstawowych probleméw analizy, techniki, ekonomii i innych gatezi nauki jest
poszukiwanie miniméw i punktéw krytycznych funkcji. Jedna z metod prowadzacych do tego
celu jest deformacja danej funkcji do funkcji wypuklej, poszukiwanie punktow krytycznych
tej deformacji i iterowanie tego procesu. Sprowadzanie danej funkcji do funkcji wypuklej,
czy silnie wypuktej prowadzi do latwego wyznaczania punktow krytycznych i minimow tej
deformacji. Sa to doktadnie te punkty, w ktorych gradient sie zeruje. Klasycznym podej$ciem
do uwypuklania funkcji f : R™ — R na zbiorach ograniczonych i wypuktych jest dodanie do
tej funkcji takiej funkcji silnie wypuklej b : R® — R, ze f + b jest funkcja silnie wypukta na
tym zbiorze (patrz na przykltad prace W.B. Liu, C.A. Floudas, A.N. Tikhonov, V.Y. Arsenin,
S. Zlobec, dla funkcji kwadratowej b(x) = v|z|?, v > 0). Omoéwimy to dokladnie;.

Niech b : R — R bedzie funkcja klasy €%, k > 2, p-silnie wypukta, > 0. Niech X ¢ R"
bedzie zbiorem zwartym i wypuklym, niech f : R® — R bedzie funkcja klasy €* i niech
D € R bedzie liczba dodatnia taka, ze

03f(x)| <D dlazeXifes",

gdzie S™! jest sfera jenostkowa w R™. W klasycznym podejsciu do uwypuklania funkcji na
zbiorze zwartym, kluczowa role odgrywa nastepujacy tatwy do sprawdzenia (patrz uwaga
2.2.3 i fakt 3.1.1):

Dla dowolnego { € R™ oraz N > D/pu, funkcja ¢n ¢ : R™ — R okreslona wzorem
one(x) = Nb(z — &) + f(z), xeR",
jest silnie wypukta na zbiorze X (doktadniej Ny — D-silnie wypukta).

W pracy poréwnamy powyzsze podejScie do uwypuklania funkcji, ktéra przyjmuje tyl-
ko wartosci dodatnie, z innym podejéciem polegajacym na pomnozeniu jej przez pewna
potege funkcji silnie wypuktlej (patrz rozdziatl 2 i rozdzial 3). To drugie podejscie zostalo
zaproponowane w 2015 w pracy K. Kurdyki i S. Spodziei i kontynuowane w pracy K. Kur-
dyki, K. Rudnickiej i S. Spodziei. Doktadniej, w pracy K. Kurdyki i S. Spodziei uzyskano
uwypuklenie funkcji dodatniej f klasy 42 na zbiorze zwartym i wypuktym X C R" przez
pomnozenie funkcji f przez (1 + |z|?)Y dla pewnego N, a w drugiej — przez pomnozenie
funkcji f przez exp(N|z|?).

W rozdziale 2 uogdlnimy te wyniki i pokazemy, ze jesli X C R" jest zbiorem zwartym
i wypuklym oraz f : X — R jest funkcja klasy €2 przyjmujaca tylko wartoéci dodatnie,
to dla dowolnej funkcji silnie wypuktej b : R™ — R istnieje Ny > 0 takie, ze dla kazdego
N > Ny oraz &£ € X, funkcja

(1) pne() =0 (z—€)f(x), zeR",
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jest silnie wypukla na zbiorze X.

W przypadku, gdy funkcja f jest wielomianem, wykladnik N mozna oszacowaé efek-
tywnie w terminach promienia zbioru X (to znaczy sup{|z| : x € X}) wielkosci modultow
wspolezynnikéw wielomianu oraz m = inf{f(x) : € X} (wniosek 2.2.2). Wbec tego, w
przypadku funkcji dodatnich na zbiorach zwartych i wypuktych, zaréwno dodanie do funkcji
pewnej wielokrotnosci funkcji silnie wypuktej jak i pomnozenie jej przez potege takiej funkeji
daja podobny efekt, jednak pierwsza metoda prowadzi do uzycia mniejszego wspotczynnika
N. Jesli dodatkowo zatozymy, ze funkcja b jest logarytmicznie silnie wypukla (to znaczy
Inb jest funkcja silnie wypukla), to funkcja ¢y ¢ rowniez jest logarytmicznie silnie wypukta
(patrz wniosek 2.2.9). W przypadku, gdy zbiér X jest semialgebraiczny, zwarty i wypukly,
wspotczynniki wielomianéw opisujacych zbior X oraz wspolezynniki wielomianu f sa licz-
bami catkowitymi (lub wymiernymi), to wykladnik N mozna wyznaczy¢ w pelni efektywnie
(patrz twierdzenia 2.2.10 i 2.2.12). Twierdzenia te uzyskujemy stosujac wynik G. Jeronimo,
D. Perrucci, E. Tsigaridas z 2013 roku.

W rozdziale 3 poréwnamy klasyczne podejscie do problemu uwypuklania funkcji z po-
wyzszym dla dowolnej funkcji silnie wypuktej b : R® — R i funkcji f dodatniej na zbiorze
domknietym i wypuklym (niekoniecznie ograniczonym). W tym rozdziale bedziemy uwypu-
kla¢ funkcje f przez pomnozenie jej przez b(N(z — £)), zamiast przez b (x — £). Podejécie
takie upraszcza niektore obliczenia.

Trudno jest zastosowaé¢ uwaga 2.2.3 i fakt 3.1.1 w przypadku zbioréw nieograniczonych.

Mianowicie mamy

Fakt 3.1.2. Niech b : R® — (0,+00) bedzie funkcja wypukla klasy €2, niech X C R
bedzie zbiorem wypuklym i domknietym, niech f : R® — R bedzie funkcja klasy € i niech
N > 0. Jesli dla kazdego € € X, funkcja ¢ ¢ okreslona wzorem (1) jest wypukta na zbiorze
X, to

3on.e(€) = NIZb(0) + 95 £(€) > 0 dla kazdego B € S"~1.

W szczegolnosci pochodne 93 f, B € 5™, sa wspolnie ograniczone od dotu na zbiorze X. .

W zwiazku z powyzszym, uwage 2.2.3 i fakt 3.1.1 mozna przenie$¢ do przypadku zbio-
row nieograniczonych tylko przy zalozeniu, ze pochodne kierunkowe drugiego rzedu 8% 1,
B € S" !, sa ograniczone od dotu na zbiorze X. W ogdlnym przypadku zamiast statej N
musimy wybraé funkcje zalezna od |£|. Mianowicie, zal6zmy, ze funkcja f posiada wzrost

wielomianowy drugiego rzedu, to znaczy
\8/23f(:1:)| <D+ z)* dla zeXipesS !,

dla pewnych D > 01i a € N oraz b : R® — R jest funkcja klasy €%, k > 2, i logarytmicznie
p-silnie wypukla, p > 0, taka ze 0 = argming. b 1 b(0) = 1, gdzie argmin y b jest jedynym
punktem zbioru X, w ktorym funkcja b przyjmuje najmniejsza warto$¢ w zbiorze X.

Niech

(32) w(eh =2 (1el +1+ \/f) i
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Woéwczas dla dowolnego & € R" funkcja ¢¢ : R — R okredlona wzorem

pe(x) = N([E)b(x = &) + f(x), zeR",

jest silnie wypukla na zbiorze X (dokladniej p-silnie wypukta), patrz lemat 3.2.1.

W szczegolnosci mozna uzyskac teze powyzszego wniosku dla funkeji ¢¢(z) = Nb(€)b(z—
&) + f(z), dla dostatecznie duzej stalej N (patrz lemat 3.2.5).

W przypadku, gdy uwypuklenie funkcji otrzymujemy przez pomnozenie jej przez x —
b(N(z —&)), gdzie b jest funkcja silnie wypukla lub logarytmicznie silnie wypukta, musimy
oczywiscie zaltozy¢, ze funkcja przyjmuje tylko wartosci dodatnie na zbiorze X. Wowczas

Fakt 3.1.5. Niech b : R® — (0,+00) bedzie funkcja u-silnie wypukta klasy €2 taka, ze
0 = argming, b, niech X C R" bedzie zbiorem wypuklym i domknietym oraz niech f :
R"™ — (0, +00) bedzie funkcja klasy ¢2. Niech

one(x) =b(N(x—&))f(x), N>0

1) Jesli dla dowolnego § € unkcja ¢ ¢ jest Scisle wypukla na zbiorze X, to T) >
i) Jesli dla dowol ¢ € X funkcj £ isl kt bi X C@gf
—f(z) dla dowolnych x € X i 8 € S i pewnej statej C' > 0.
f(x) dla dowolnych Xipesrti j stalej C' >0
(ii) Jesli fankcja b jest logarytmicznie p-silnie wypukla i C’@gf(a:) > —f(x) oraz Cf(x) >
|0p f(x)| dla dowolnych z € X, 8 € S"~! i pewnej stalej C' > 0, to dla N > 2—(;1+C%“ funkcja

N
©n,¢ jest §cisle wypukta na zbiorze X.

Glowng trudnoscia w stosowaniu powyzszego faktu jest oszacowanie stalej C. Trud-
no$¢ te mozna pokonaé¢ w przypadku, gdy uwypuklamy wielomiany. Doktadniej, niech
f € Riz], gdzie x = (21,...,2,) jest ukladem zmiennym, bedzie wielomienem stopnia d
i niech f = fo + --- + fq, gdzie f; jest wielomianem jednorodnym stopnia j lub zerem.
Niech fq. = minj,—; fa(z). Oczywiscie fq. > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy forma wiodaca fq
wielomianu f przyjmuje tylko wartosci dodatnie w R™\ {0}. Wowczas mozemy uzyskaé uwy-
puklenie wielomianu f przez pomnozenie go przez funkcje b(N(x —&)), £ € R™. Mianowicie,

mamy

Twierdzenie 3.3.1. Zaldzmy, ze fq. > 0 oraz istnieje m > 0 takie, ze
flz)>m dlax e R™.

Wowczas istnieje, efektywnie wyliczalne, Ny takie, ze dla dowolnego N > Ny oraz dla do-

wolnego § € R™, funkcja on,¢ : R™ = R okreslona wzorem
pne(z) = b(N(x —§))f(x)
jest pu-silnie wypukta w R™.

W rozdziatach 4, 5 1 6 zajmujemy sie iteracjami odwzorowania, ktére kazdemu punktowi

przypisuje jedyny punkt krytyczny uwypuklenia funkcji f.
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W rozdziale 4, zaktadamy, ze X C R" jest zbiorem wypuklym i zwartym oraz, ze funkcja
b:R" — R jest silnie wypukta klasy €%, k > 2, taka ze 0 = argming, b. Niech f : R" — R
bedzie funkcja klasy €*. Wowczas istnieje liczba N > 1, taka, ze dla dowolnego ¢ € R™,
funkcja

one(r) = Nb(z — &) + f(z)

jest silnie wypukla na zbiorze X. Okreslamy odwzorowanie
kN 1 X 2§ — argminy ¢y ¢ € R,

Jesli
Xi<p ={zeR": f(z) <r} CX,

to pokazujemy, ze (patrz lematy 4.1.3 i 4.1.4)

i) Odwzorowanie ry jest dyfeomorfizmem klasy €%~ ze zbioru X <, na zbiér Y =
<
rN(Xfper) C Xper
ii) Zbiorem punktéw stalych odwzorowania ry|x jest Xr N X<y, gdzie Xr jest
f<r f < f
zbiorem punktow krytycznych funkcji f.

W twierdzeniu 4.2.1 (¢) pokazujemy, ze : Jesli funkcja f jest semialgebraiczna, to dla

dowolnego & € X y<,, punkt graniczny lim,_, ., k%;(§) istnieje i nalezy do zbioru X;.

Dowod tego twierdzenia opiera sie na pokazaniu monotonicznosei ciagu f(€,) (patrz
wniosek 4.1.5) i zastosowaniu zasady poréwnania z pracy K. Kurdyki i S. Spodziei do po-
kazania, ze szereg > oo o dist(k% (€), fFH(F(K5T(E)))) jest zbiesny. Idea tego dowodu jest
wzorowana na dowodzie (Theorem 7.5) z pracy K. Kurdyki i S. Spodziei. Dowdd tego twier-
dzenia nie jest bezposrednim przeniesieniem dowodu (Theorem 7.5) z pracy K. Kurdyki i
S. Spodziei, gdyz w tej pracy rozwazano uwypuklanie funkcji f przez pomnozenie jej przez

(1+ |z*)N, a my rozwazamy uwypuklanie tej funkcji przez dodanie do niej Nb.

Przy zalozeniu, ze funkcja f jest semialgebraiczna, powyzsze twierdzenie pozwala okresli¢

odwzorowanie

Kat Xp<p = Xp N X<y,

wzorem Ky (&) = lim,_,o0 &% (§).

Przy zalozeniu, ze funkcja f ma tylko jedna wartos¢ krytyczng na zbiorze X;<,, poka-

zemy, ze odwzorowanie Ky . jest ciggle. Mianowicie, mamy

Twierdzenie 4.3.1. Niech 0 € Int X<, oraz niech f(0) bedzie najmniejszq wartoscig funk-
cji f. Wtedy istnieje f(0) < § < r taki, Ze cigg K% jest zbieiny jednostajnie do K. w

zbiorze U = Xy<s5. W szczegdlnosci odwzorowanie
HN,*|U U — UﬂZf

jest ciggte oraz Ky (&) = & wtedy i tylko wtedy, gdy & € UNXy. W konsekwencji kn «|u
jest retrakcjg, a zbior U N Xy jest retraktem zbioru U.
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W rozdziale 5 przenosimy pewne wiasnosci odwzorowania ky na przypadek zbiorow

nieograniczonych. Miedzy innymi, w przypadku, gdy uwypuklenie funkcji f jest postaci

Ye(x) = N(b(x — &) + f(x), (&,z) eR™ x R"

oraz dla zbioru wypuklego i domknietego X,

#(€) = argminy v € X,

pokazujemy: Dla dowolnego £ € X punkt x(§) jest jedynym dolnym punktem krytycznym
funkcji 1¢ na zbiorze X. Podobny fakt zachodzi dla funkcji

kn X &~ argminy b((N(z —§)) f(z)

W rozdziale 6 przenosimy wyniki z rozdzialu czwartego dla odwzorowania X<, > § —
argmin, < p WV (x—€) f(z) € X, przy zalozeniu, ze zbior X ;< jest zwarty i wypukty. W tym
przypadku zachodza wszystkie powyzej przedstawionme wilsanosci odwzorowania k. Jesli
dodatkowo zatozymy, ze b(x) = exp(|z|?) oraz f jest wielomianem, to odwzorowanie xy ma
pewne dodatkowe wisnosci, miedzy innymi jest to odwzorowanie analityczne i semialgebra-
iczne, czyli jest odwzorowaniem Nasha. Mianowicie, odwzorowania ky : X, — kn (X )

jest odwzorowaniem odwrotnym do odwzorowania

En(Xf<r) 22 2+ me(x) € Xy<r,

jest wiec analityczne i semialgebraiczne, t.j., jest odwzorowaniem Nasha.

Na konicu rozdzialu sz6stego zajmujemy sie problemem zbieznosci ciggu %, gdzie &, =
k% (£), v € N, oraz £ € R™, czyli problem zbieznosci ciggu czesei sferycznych ciagu §,. Jest
to przeniesienie problemu René Thoma dla trajektorii pola gradientowego (rozwiazanego w
pracy K. Kurdyka, T. Mostowski, A, Parusinski) do przypadku dyskretnego. Rozwazamy ten
problem przy zalozeniu, ze £, — 0 gdy v — oo oraz kilku dodatkowych do$é restrykcyjnych

zalozeniach.

Czes¢é wynikow tej pracy zostalo juz opublikowane w pracy A.N. Abdullah, K. Rosiak,
S. Spodzieja. Dotyczy to punktu 2.2 i rozdziatu 6.



