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4 Omoéwienie osiggnie¢ naukowych

Osiggnieciami naukowymi, o ktérych mowa w art. 219 ust. 1 pkt. 2 Ustawy z dnia 20
lipca 2018 r., stanowigcymi podstawe do ubiegania sie o stopien doktora habilitowanego
w dyscyplinie matematyka w dziedzinie nauk Scistych i przyrodniczych jest powigzany
tematycznie cykl publikacji zatytutowany:

METODY KOMBINATORYCZNE W TEORII OSOBLIWOSCI
ZESPOLONYCH

Cykl publikacji

[BKO21] Brzostowski, S., Krasinski, T., Oleksik, G.: The fojasiewicz exponent in
non-degenerate deformations of surface singularities. Ann. Polon. Math.
127: 165 — 175, (2021)

[BKO23| Brzostowski, S., Krasinski, T., Oleksik, G.: The fojasiewicz exponent of
nondegenerate surface singularities. Canad. Math. Bull. 66: 1391 — 1410,
(2023)

[BO16] Brzostowski, S., Oleksik, G.: On combinatorial criteria for non-degenerate

singularities. Kodai Math. J. 39: 455 — 468, (2016)

[EOR21] Eyral, Ch., Oleksik, G., Rozycki, A.: Lé numbers and Newton diagram.
Adv. Math. 376: 1 — 21, 107441, (2021)

[Ole20] Oleksik, G.: On a generic dimension of the critical locus. Results Math.
75:1 -9, (2020)

[Ole22] Oleksik, G.: The fojasiewicz exponent of weighted homogeneous polyno-
mials at infinity. Kyoto J. Math. 62: 403 — 415, (2022)

Prace [BKO23, BKO21, BO16] dotycza niezmiennikéw osobliwosci izolowanych. Prace
[01e20, EOR21] dotycza osobliwosci nieizolowanych. W ostatniej pracy [Ole22] badamy
zachowanie wielomianéw wagowojednorodnych w nieskonczonosci.

4.1 Wstep

Osobliwosci krzywych i ogélniej hiperpowierzchni sa od dawna obiektem badan w geo-
metrii algebraicznej i analitycznej. Teoria osobliwosci krzywych jest klasyczna i najle-
piej zbadana. Przypadek osobliwosci hiperpowierzchni jest bardziej ztozony. Osobliwosci
te moga rézni¢ sie miedzy sobg wieloma cechami. Zatem warto poznawaé i wyznaczaé
pewne liczbowe wartosci, zwane niezmiennikami, ktore je charakteryzuja. Nasze badania
koncentrujg sie na wyznaczaniu dyskretnych niezmiennikoéw osobliwosci analitycznych
zespolonych. W tym celu okazuje sie pozyteczne stowarzyszenie z osobliwos$cia pewnego
kombinatorycznego wypuktego obiektu w przestrzeni rzeczywistej, zwanego wieloscianem
Newtona. Okoto 50 lat temu Vladmir I. Arnold postawit 3 nastepujace problemy zwigzane
z wielo$cianem Newtona osobliwosci (zobacz [Arn04]) :
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1968-2 Ktoére topologiczne niezmienniki wielomianu nad R (lub C) sa mozliwe do od-
czytania z jego diagramu Newtona (i ze znakéw jego wspotezynnikéw) 7

1975-1 Kazdy interesujacy dyskretny niezmiennik generycznej osobliwosci o zadanym
wieloscianie Newtona jest interesujacag funkcja tego wieloscianu. Zbadaj sygnature,
liczbe moduli, indeks osobliwo$ci, monodromie, wariacje, wielomian Bernsteina oraz
i; (dla generycznych ciec)

1975-21 Wyraz gtéwne liczbowe niezmienniki typowej osobliwosci o zadanym diagramie
Newtona (np. sygnature, genus 1-wymiarowego wtékna Milnora) w terminach tego
diagramu.

Do tej pory z wieloScianu Newtona generycznej osobliwosci (tzn. osobliwosci o generycz-
nych wspolezynnikach) odezytano wiele jej niezmiennikéw. Najwazniejszym z nich jest
liczba Milnora [Kou76]. Nasze rezultaty potwierdzaja powyzsze hipotezy Arnolda dla
takich niezmiennikéw osobliwosci zespolonych jak wyktadnik Lojasiewicza, liczby Lé i
wymiar zbioru punktow krytycznych. W celu bardziej przejrzystego uktadu autorefera-
tu najpierw przedstawimy potrzebne pojecia w preliminariach a nastepnie podzielimy
uzyskane wyniki na kilka podtematéw.

4.2 Preliminaria

Oznaczmy N ={1,2,...}, Ng ={0,1,2,...}, Ry =0, 400).

4.2.1 Wieloscian Newtona

Niech f: (C",0) — (C,0) bedzie osobliwo$cig, a wiec kietkiem funkcji holomorficznej
okreslonej w pewnym otoczeniu zera posiadajacej punkt krytyczny w 0 € C". Poda-
my teraz definicje wielo$cianu Newtona osobliwosci f i poje¢ z nim zwiazanych (zobacz
[Kou76)):

o f(2) =, a=(a,...,a,) ENJ, o € C, 2% = 20" -+ 20,

I (f) € R} — otoczka wypukta U,, .o(a +R’) — wieloscian Newtona f.

['(f) — rodzina zwartych $cian I', (f) — diagram Newtona f.

e ¢=(q1,--,qn),q L S eT(f), ¢ € N, nwd(qy,...,q,) = 1 — wektor prymitywny
Sciany S.

e [ — dogodna, jesli Ty (f)NOX; # 0, i
o fa(2) =2 pencaz®, A€D(f).
e f — niezdegenerowana w sensie Kusznirenki na A, gdy uktad rownan

%(z)_..._ Ofa
0z N 0z,

1,...,n.

(2) =0

nie ma rozwiazan w (C\ {0})".



e [ — niezdegenerowana w sensie Kusznirenki (kr6tko: niezdegenerowana), gdy f nie-
zdegenerowana na kazdej Scianie A € T'(f).

Rysunek 1: Wieloécian Newtona i diagram Newtona kietka f(z,y) = ¢° + 2%y* + 2'y.

Z diagramem Newtona osobliwosci f stowarzyszymy pewna nieujemng liczbe catko-
witg otrzymana w nastepujacy sposob:

e Dla/ C {1,...,n}, X CR" okredlamy

X' i={(xy,...,2,) €EX: 2y =0ifi & I}.

o X1} — przeciecie osi Ox; z X.
e ' (f) — stozek rozpiety przez I'(f) o wierzchotku w 0 € R™.

Jesli f jest dogodna, to liczbe Newtona osobliwosci f definiujemy nastepujaco:

v(f):= >0 ()" Vol (T-(f)1),

IC{1,...,n}
gdzie Vol 7 /(T_(f)!) to objetos¢ |I| wymiarowa I'_(f)!. Dla I = @) podzbiér T (f)? redu-

kuje si¢ do {0}, i wtedy przyjmujemy Volo(I'_(f)?) = 1. Jedli f jest niedogodna, to jej
liczbe Newtona f okreslamy jako:

v(f):= sup V(f%—ZzZm),

MELy icJ
przy czym i € J dokladnie wtedy, gdy I’y (f) N OX; = 0.
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4.2.2 Wielomiany wagowojednorodne

Wprowadzimy teraz pojecie wagowojednorodnych wielomianéow i wagowojednorodnych
odwzorowan wielomianowych.

Definicja 4.1 Niech (wy,...,w,) bedzie ciagiem niezerowych liczb wymiernych. Powie-
my, ze wielomian f € C[z,...,z,] jest wagowojednorodny typu (wy,...,w,), jesli jest
sumg niezerowych jednomianéw postaci c,27" ... 25", a € Nj, takich, ze

o an,
e
w1 Wy,
Ponadto, gdy w; = ... = w,, to f nazywamy wielomianem jednorodnym.

Uwaga 4.2 Liczby w; w powyzszej definicji nazywane sa wagami. Ich istnienie jest rGwnowazne
istnieniu niezerowych liczb catkowitych qi,...,qn,d takich, ze ay1q1 + ... + angn = d i wtedy
powiemy réwnowaznie, ze f jest wagowojednorodny typu (qi,...,qn;d). Wéwezas w; = d/q;,
1 =1,2,...,n. Wagi wagowojednorodnych wielomianéw nie sa jednoznacznie wyznaczone. Na
przyklad wielomian f = xy jest wagowojednorodny typu (2,2) oraz typu (3/2,3). W przypadku,
gdy wielomian wagowojednorodny f o wagach w; > 2, definiuje osobliwos¢ izolowana, to jego
wagi sa wyznaczone jednoznacznie (zobacz [Sai71, Korollar 1.7], [BK16, Proposition 1]). Przy
tym ograniczeniu na wagi wielomian f = xy jest wagowojednorodny tylko typu (2,2). Stad w
naszych badaniach wielomiany wagowojednorodne o wagach w; > 2 beda odgrywaé szczegdlna
role. Latwo sprawdzié, ze jeéli ord f = 1, to w; = 1 dla pewnego . Réwniez, jedliord f > 21 f
zalezy od zmiennej z;, to w; > 1 w przypadku, gdy wagi sa dodatnie.

Definicja 4.3 Odwzorowanie wielomianowe F' = (Fy,...,F,) nazywamy wagowojed-
norodnym (odpowiednio jednorodnym) typu (ws,...,w,) jesli wszystkie F; sa wagowo-
jednorodnymi (odpowiednio jednorodnymi) wielomianami tego samego typu (wy, ..., w,).

Niech ¢, ..., g, beda niezerowymi liczbami calkowitymi oraz niech f = ", a;z* be-
dzie wielomianem zmiennych z,...,z2,, 2*¥ = z’fl e z’n“”. Maksimum iloczynow skalar-
nych (g, k) takich, ze ay # 0, bedziemy nazywaé stopniem f wzgledem q i oznaczaé przez

deg, f. Przez f bedziemy oznaczaé¢ sume wyrazow apz* takich, ze (¢, k) = deg, f. Jesli

g1 = ... = Qy, to zamiast f; bedziemy pisaé¢ krotko f*. Dla odwzorowania wielomiano-
wego F' = (FY,..., Fy) okreslamy odwzorowanie wielomianowe F," = (F{",..., F} ).
Definicja 4.4 Odwzorowanie wielomianowe F' = (F}, ..., F,) nazywamy pre-wagowoje-

dnorodnym wzgledem q jesli (F(;r)’l(O) = {0}.

Definicja 4.5 Wielomian f € C[zy,..., z,] nazywamy pre-wagowojednorodnym wzgle-
dem q jesli ((V£)1)71(0) = {0}.
4.2.3 Nier6éwnos¢ Lojasiewicza

W 1950 roku francuski matematyk Laurent Schwartz postawit stynny problem dzielenia
dystrybucji przez funkcje analityczne.



Problem Niech T bedzie dystrybucjg okreslong na zbiorze otwartym € C R™ oraz ¢
funkcjg klasy C* okreslong na . Problem dzielenia dystrybucji polega na znalezieniu
dystrybucyi S okreslonej na §) takiej, Ze

T — 5.
(zob. [Sch51, Tom II, Rozdz. 5, str. 121-126, Rozdz. 7, str. 154])

W 1958 roku Lars Hormander rozwigzat ten problem, w przypadku, gdy ¢ jest niezero-
wym wielomianem [Hor58]. Problem w pelnej ogdlnosci, czyli gdy ¢ jest niezerows funkcja
analityczna zostal rozwiazany w 1959 roku przez Stanistawa F.ojasiewicza [L0j59]. Kluczo-
wa role w jego rozwigzaniu odegrata nieréwnos¢ Lojasiewicza dla funkcji analitycznych:

Twierdzenie ([L.0j59]) Niech G bedzie zbiorem otwartym w R™ i f: G — R funkcjg
analityczng rzeczywistq. Niech Z = {x € G : f(x) = 0}. Wtedy dla kazdego zbioru
zwartego K C G istniejg state C' > 0 1« > 0, takie, ze

dist(z, Z) < C|f(z)|*
dla kazdego x € K.

W wyniku analizy tej nierownosci powstata geometria semianalityczna i subanalityczna.
Istnieja rozne typy nieréwnosci Lojasiewicza. Najlepszy mozliwy wyktadnik wystepujacy
w tych nieréwnosciach jest nazywany wyktadnikiem FLojasiewicza. Jest on waznym nie-
zmiennikiem w teorii osobliwosci. Znajduje on takze zastosowanie w teorii rownan roz-
niczkowych i optymalizacji. Prowadzone sg badania zaréwno w przypadku rzeczywistym
jak i zespolonym, lokalnym jak i w nieskoniczonosci tzn. poza pewnym zbiorem zwartym.

W naszych badaniach zajmujemy sie gtéwnie przypadkiem lokalnym zespolonym, do-
tyczacym gradientu funkcji holomorficzne;j.

Niech f: (C™,0) — (C,0) bedzie osobliwoscia izolowana tzn. kietkiem funkcji holomor-
ficznej posiadajacej izolowany punkt krytyczny w 0 € C". Najmniejsza liczbe rzeczywista
dodatnia « taka, ze:

| grad f(2)| > Clz[*,

w pewnym otoczeniu zera i dla pewnej statej C' > 0, nazywamy wyktadnikiem Lojasiewicza
f w0 ioznaczamy przez £o(f). Wykladnik Lojasiewicza jest liczba wymierna, co wynika
z nastepujacej rownowaznej definicji wyktadnika Lojasiewicza [L-JT74, P1o88].

o) =sup { THERLEE g ey o0 =0 020)

Wtasnie powyzsza wersja definicji stanie sie uzyteczna w naszych rozwazaniach. Wyktad-
nik Lojasiewicza jest niezmiennikiem biholomorficznym a takze topologicznym w przy-
padku krzywych (n = 2.). Pytanie czy jest niezmiennikiem topologicznym w ogélnym
przypadku wciaz pozostaje otwarte. Jedna z najwazniejszych cech wyktadnika FLojasiewi-
cza jest jego zwiazek ze stopniem CY-dostatecznosci [ChL73]:

suffo(f) = [£o(f)] + 1, (2)
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gdzie [z] oznacza najwieksza liczbe catkowita nie przekraczajaca x. Intuicyjnie stopien
(C°-dostatecznodci okredla, jak daleko nalezy ,ucig¢” rozwiniecie f w szereg potegowy, tak
aby odrzucona reszta juz nie wptywala na topologie osobliwosci f.

Badania nad wyktadnikiem Fojasiewicza osobliwosci izolowanych w ogdlnym przypad-
ku prowadzili m.in Lejeune - Jalabert i Tessier [L-JT74, Tes77], Ploski [Pto84, Pto85a,
P10o88], Rodak i Spodzieja [RRS16, RS11a, Spo00]. Problem doktadnego wyznaczenia wy-
ktadnika t.ojasiewicza konkretnej osobliwosci izolowanej nie jest trywialny. W przypadku
krzywych znane sa doktadne wzory podane w réznych terminach przez Krasinskiego i
Chadzynskiego [ChK88a, ChK95] oraz Ptoskiego [Pto01].

Istnieja zespolone odmiany nieréwnosci Lojasiewicza w otoczeniu nieskonczonosci
(tzn. poza pewnym zbiorem zwartym). Niech F' : C" — C™ bedzie odwzorowaniem
wielomianowym o skonczonym zbiorze zer. Najwieksza liczbe o € R taka, ze:

[E(2)] = Ol

w pewnym otoczeniu nieskonczonosci, dla pewnego C' > 0, nazywamy wyktadnikiem fo-
jasiewicza F w nieskoriczonodci 1 oznaczamy przez l..(F). Podobnie jak w przypadku
lokalnym jest to liczba wymierna. Znajduje on zastosowanie w wielu problemach dotycza-
cych odwzorowan wielomianowych, na przyktad znane sa jego istotne zwiazki z Hipoteza
Jakobianowg [ChK92a, Kra07].

Niech f : C" — C bedzie wielomianem o skonczonej liczbie punktéw krytycznych.
Definujemy liczbe

Loo(f) = loo(grad f)

i nazywamy ja wyktadnikiem fojasiewicza wielomianu f w nieskonczonosci. Tak okreslony
wyktadnik znajduje zastosowanie w teorii punktow bifurkacyjnych wielomianu w nieskon-
czonosci [ChKO03, Kra07]. Wyznaczenie wyktadnika Y.ojasiewicza w nieskonczonosci nie
jest latwym problemem, zajmowali sic nim Chadzynski i Krasinski [ChK88b, ChK92a,
ChK92b, ChK97b, ChK03, CKT99, Kra07], Cygan i Tworzewski [CKT99], Gwozdzie-
wicz i Ploski ([GP05, Pto85b], Ha [Ha90], Jelonek [Jel06], Lenarcik [Len99] oraz Rodak
i Spodzieja [RS09].

Inne zespolone odmiany nieréwnoéci Lojasiewicza byly badane m.in. przez Chadzyn-
skiego 1 Krasinskiego [ChK97a|, Denkowskiego [Den05, Den07, Denl8a, Den18b], Gwoz-
dziewicza i Spodzieje [GS05] oraz Ji, Kollara, Shiffmana [JKS92, Kol88] i Tworzewskiego
[Two93].

Nieréwno$c¢ Lojasiewicza byta i jest wcigz intensywnie badana takze w przypadku rze-
czywistym, m.in. zajmowali sie nim D’Accunto [AKO05], Bochnak [BoK79, BL71, BR75],
Bui [BP14], Cassou-Nogues [C-NH96], Dinh [DHT12, DHPT14|, Duc [DH10], Le Gal
[GKT13], Gwozdziewicz [Gwo98, Gwo99], Ha [C-NH96, DH10, DHT12, DHPT14], Koll4r
[Kol99], Kucharz [BoK79], Kuo [Kuo74], Kurdyka [AK05, GKT13, KS14], Lojasiewicz
[BL71], Pham [BP14, DHPT14, Phall, Phal2], Risler [BR75], Rodak [RS11b], Spodzieja
[KS14, RS11b, Spo05], Thao [DHT12, DHPT14], Tiep [GKT13].
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4.3 Wykladnik Lojasiewicza osobliwosci niezdegenerowanych
(prace [BKO21, BKO23|)

Okazuje sie, ze diagram Newtona osobliwosci izolowanej i niezdegenerowanej w sensie
Kusznirenki determinuje jej wyktadnik Lojasiewicza ([Brz19, DG83, Yos89], [Oka97, The-
orem 5.3]). Jednak znalezienie doktadnego wzoru na ten wyktadnik w terminach jej dia-
gramu Newtona nie jest prostym problemem. W przypadku n-wymiarowym istniejg tylko
oszacowania wyktadnika F.ojasiewicza [Abd05, B-A03, B-A09, Fuk91, Okal8, Ole09b]. W
przypadku krzywych (n = 2), Andrzej Lenarcik w 1996 roku podal wzér na wyktadnik
Lojasiewicza osobliwosci niezdegenerowanej [Len98]. Uzyt w tym celu tzw. odcinkéw wy-
Jatkowych diagramu Newtona (w dwuwymiarowym uktadzie wspétrzednych jeden wierz-
chotek takiego odcinka lezy np. na osi OX, a drugi jest od tej osi o 1 odleglty), po ich
usunieciu z brzegu Newtona osobliwosci pozostata czesé brzegu jednoznacznie wyznacza
wyktadnik. Pomyst uzycia takich krancowych odcinkéw pochodzi od Wojciecha Kucharza
[Kuch91]. W pracy [BKO23| przenosimy wynik Lenarcika na przypadek trojwymiarowy
(n = 3). Kluczowa sprawa jest przeniesienie pojecia odcinka wyjatkowego, czyli odpo-
wiednie zdefiniowanie dwuwymiarowej sciany wyjatkowe;j.

Definicja 4.6 Sciane S € ['%(f) nazywamy Sciang wyjgtkowq f wzgledem osi OX;, i €
{1,2,3}, jezeli jeden z jej wierzchotkéw jest odlegly o 1 od osi OX; a pozostate wierzchotki
tworzg 1-wymiarowy odcinek lezacy w ptaszczyznie uktadu wspotrzednych zawierajacej
0$ OX; i nie zawierajacej tego wierzchotka (Rys. 2). Sciane S € T'%(f) nazywamy $ciang
wyjatkowq f, jesli jest ona wyjatkowa wzgledem jednej z osi uktadu wspotrzednych. Przez
E; bedziemy oznacza¢ zbidr $cian wyjatkowych.

0Xx;

v

0X,

Rysunek 2: Sciana wyjatkowa S wzgledem osi OXj.

Uwaga 4.7 W jezyku algebraicznym powyzsza definicja jest réwnowazna nastepujacej:
Sciane S € I'?(f) C R® nazywamy $ciana wyjatkowa f wzgledem osi OX;, jedli istnieja
J€{1,2,3}\ {i}, k € N, a # 0 takie, ze (fs), = azk.

Podamy teraz gtéwny wynik pracy [BKO23].
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Twierdzenie 4.8 Niech [ : (C3,0) — (C,0) bedzie osobliwociq izolowang i niezdege-
nerowang. Jesli T2(f)\ E; # 0, to

£o(f) = Selgl(%Efm(S) -1 (3)

gdzie m(S) oznacza maksimum wspdlrzednych przeciecia hiperplaszczyzny podpierajgcej
Sciany S z ostami uktadu wspdlrzednych.

Nier6wnos$¢ w jedna strone ”<” we wzorze (3) zostala udowodniona w [Olel0, Olel13b].
Przypadek, gdy I'?(f) \ E; = 0 jest wyjatkowy i zostal dokladnie zbadany réwniez w
[O1e10, Olel3b]. Zatem w pracy [BKO23] skupiamy sie na dowodzie nier6wnosci w druga
strong 7>"7. W tym celu znajdujemy parametryzacje realizujaca kres gérny w definicji
(1), ktora jest jednoczesnie w odpowiedni sposob stowarzyszona z S € T2(f) \ Ey, przeci-
najaca ,najdalej” osie uktadu wspotrzednych [BKO23, Theorem 4.1, 4.5]. Stowarzyszenie
to mozemy okresli¢ nastepujaco: jesli wektor [a, b, ] jest wektorem prymitywnym Sciany
S, to kazda parametryzacja typu:

(Oétka+--'7/6tkb+-"7’ytkc+"‘)7&67#07k:1’2""’

jest stowarzyszona ze sciang S. Okazuje sig, ze nie zawsze jest mozliwe znalezienie para-
metryzacji stowarzyszonej z ”cata” $ciana S, ale wtedy udaje si¢ znalez¢ parametryzacje
zwiazang z jej krawedzia lub tylko jej wierzchotkiem [BKO23, Theorem 6.1]. Gtéwnymi
narzedziami w dowodzie sa:

e twierdzenie méwigce o tym, ze wyktadnik Fojasiewicza osobliwosci izolowanej i
niezdegenerowanej zalezy jedynie od jej diagramu Newtona [Brz19],

e klasyczne twierdzenie Bernsteina [Ber75] o liczbie izolowanych rozwiazan uktadu
rownan wielomianowych w przypadku niezdegenerowanym,

e rezultat Maurera [Mau80] pozwalajacy znalezé parametryzacje krzywej (bedacej
zbiorem zer ideatlu o pewnych wlasnosciach) taka, ze wektor utworzony z rzedéw
wspotrzednych parametryzacji ma ustalony kierunek. Wynik Maurera stanowi wie-
lowymiarowy odpowiednik klasycznego Twierdzenia Newtona - Puisseux dla krzy-
wych (zob.np. [JP00, Chapter 5.1]).

Bezposrednio z twierdzenia 4.8 oraz z z formuly (2) dostajemy wazny wniosek.

Whiosek 4.9 Niech f: (C3,0) — (C,0) bedzie osobliwosciq izolowang i niezdegenero-
wang w sensie Kusznirenki. Jesli T*(f) \ Ey # 0, to

suffo(f) = [ max m(S)] .

SET?(/)\Ey

Przejdziemy teraz do oméwienia wynikéw pracy [BKO21], w ktérej badamy zacho-
wanie sie wykltadnika f.ojasiewicza w rodzinach osobliwo$ci. Najpierw podamy niezbedne
pojecia. Deformacja kietka holomorficznego fy : (C™,0) — (C, 0) nazywamy kietek ho-
lomorficzny f: (C x C",0) — (C,0) taki, ze
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o f(0,2) = fo(2)
i f(t,O) =0,

Deformacje f bedziemy traktowaé jako rodzine kietkéw (f;) w 0 € C", przyjmujac fi(z) :=
f(t, z). Jesli fy jest osobliwoscia izolowana, to dla dostatecznie malych ¢ réwniez f; jest
osobliwoscig izolowana oraz liczba Milnora (def. w sekcji 4.5) jest potciagta z gory w tej

rodzinie [GLS07, Ch. I, Thm. 2.6

5 (0) = gy, (0).

W przeciwienstwie do liczby Minora wyktadnik FLojasiewicza nie ma zadnej wtasnosci
poétciagtosci w dowolnych rodzinach osobliwosci [BKO21, Example 1]. Jednak w rodzinach
o stalej liczbie Milnora B. Tessier udowodnit pétciagtosé z dotu wyktadnika t.ojasiewicza i
postawil hipoteze, ze wyktadnik Lojasiewicza jest staty w takich rodzinach [Tes77, Pto10].
Gléwny wynik pracy [BKO21] potwierdza jego hipoteze w klasie osobliwosci niezdegene-
rowanych 3-zmiennych.

Twierdzenie 4.10 Niech fy : (C*,0) — (C,0) bedzie osobliwoscig izolowang i niezde-
generowang i (f;) bedzie jej niezdegenerowanqg deformacjq. Jesli (f;) jest p-const defor-
macjg, to

Lo(fo) = Lo(fr) (4)

dla dostatecznie matych t

Uwaga 4.11 Rodzina (f;) jest niezdegenerowana, jesli wszystkie f; sa niezdegenerowane dla
matych £.

Poniewaz liczba Milnora jest niezmiennikiem topologicznym [Mil68], to jako wazny wnio-
sek dostajemy, ze wyktadnik jest w tym przypadku rowniez niezmiennikiem topologicz-
nym.

Whiosek 4.12 Niech fy : (C3,0) — (C,0) bedzie osobliwosciq izolowang i niezdegene-
rowang i (f;) bedzie jej niezdegenerowang deformacjq. Jesli kietki funkcji holomorficznych
fi sa parami topologicznie rownowazne, to

Lo(fo) = Lo(fr) (5)

dla dostatecznie matych t.

W dowodzie twierdzenia 4.10 skorzystalismy kolejno z formuly Kusznirenki [Kou76], z
charakteryzacji statosci liczby Newtona [BKW19] oraz wzoru (3) na wykladnik Lojasie-
wicza. Idea dowodu polega na tym, ze przy réwnosci liczb Newtona f i f; diagramy f, f;
roznig sie o Sciany wyjatkowe, ktore nie maja wpltywu na warto$¢ wyktadnika Fojasiewi-
cza.

Jesli chodzi o wktad poszczegélnych autorow w omowione w tej sekcji prace, to na
poczatku chciatbym zaznaczy¢, ze autorzy odbyli wspolnie wiele konsultacji w dtuzszym
okresie czasu 1 wktad kazdego z nich byt istotny. Stad trudne jest szczegotowe wydzielenie
udzialéw. Jesli miatbym jednak zaznaczy¢ kilka moich akcentéw, to sa one nastepujace:
Praca [BKO23]:

10



Definicja $ciany wyjatkowej (Def. 3).

Dow6d nieréwnoscl ”<” w twierdzeniu 4.8.

Istotny udzial w wykazaniu degeneracji funkcji /' w dowodzie lematu 4.2

Sformutowanie twierdzenia [BKO23, Theorem 6.1] i jego dowdd w czesei 11 (Part 11),
co istotnie sie przyczynito do skrocenia i uproszczenia dowodu gtéwnego twierdzenia
4.8.

Praca [BKO21]:
e Pomyst uzycia twierdzenia 4.8 w dowodzie gtéwnego twierdzenia 4.10

e [stotny udziat w dowodzie gtownego twierdzenia 4.10

4.4 Wymiar zbioru punktow krytycznych
(prace [BO16, Ole20])

W pracach [BO16, Ole20] zajmujemy si¢ odczytywaniem wymiaru kietka zbioru punktéw
krytycznych ¥ f osobliwosci f z jej diagramu Newtona. W pracy [BO16] badamy przy-
padek, gdy dimgXf = 0, czyli gdy f jest osobliwoscia izolowana, za§ w pracy [Ole20]
badamy osobliwosci nieizolowane.

Zaczniemy od zdefiniowania warunku Kusznirenki, ktory jest kluczowy w tym podroz-
dziale. Niech M C Nf. Zdefiniujmy zbiory M; = {v € N} : v +¢; € M}, gdzie ey, ..., e,
jest standardowa baza w R™. Zauwazmy, ze jeSli okreslimy Ay(2) = X ,,car 2™, wtedy
M; = supp 0y /0z; dla kazdego @ = 1,2,...,n. Niech I C {1,...,n} bedzie niepusty.
Zdefiniujmy hiperptaszczyzne:

OX]:{QTERani:OfOI'iﬁéI}.

Widzimy zatem, ze OX| jest hiperptaszczyzna rozpieta na osiach OX;,i € I.
Niech d > 0 bedzie liczbg catkowita.

Definicja 4.13 Powiemy, ze M spetnia d-warunek Kusznirenki dla I, jesli istnieje co
najmniej |/| — d niepustych zbioréw wsréd zbioréw My NOX;, MoNOXy, ..., M, NOX].
Powiemy, ze M spetnia d-warunek Kusznirenki, jesli M spetnia d-warunek Kusznirenki
dla kazdego I C {1,2,...,n}.

Bezposrednio z powyzszej definicji wynika, ze 0-warunek Kusznirenki jest rownowazny
warunkowi Kusznirenki zdefiniowanemu w pracy [BO16, Preliminaries| . Stad dla prostoty
zapisu zamiast 0-warunek Kusznirenki bedziemy pisa¢ warunek Kusznirenki.

Znana jest nastepujaca wlasno$¢ (zob. np. [Sai7l, Lemma 1.5], [Shc79, Remark 3]).

Stwierdzenie 4.14 Jesli | jest osobliwo$cig izolowang, to jej nos$nik speinia warunek
Kusznirenks.

Uwaga 4.15 Prawdopodobnie Saito [Sai71l, Lemma 1.5] jako pierwszy odkryl powyzsza wla-
snos¢. Przy czym w tezie zamiast warunku Kusznirenki uzyt innego warunku kombinatorycznie
mu réwnowaznego.
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Gléwny wynik pracy [BO16] méwi, ze w klasie osobliwosci niezdegenerowanych za-
chodzi twierdzenie odwrotne do stwierdzenia 4.14.

Twierdzenie 4.16 Niech f : (C",0) — (C,0), bedzie niezdegenerowang osobliwosciq.
Jesli jej nosnik spetnia warunek Kusznirenki, to f jest osobliwoscig izolowang.

7 powyzszego twierdzenia i stwierdzenia (4.14) wynika nastepujaca réwnowaznosé:

Twierdzenie 4.17 Niech f : (C",0) — (C,0), bedzie niezdegenerowang osobliwoscig.
Nastepujgce warunki sg rownowazne:

o Nosmik f spetnia warunek Kusznirenki
e f jest osobliwosciq izolowang

Uwaga 4.18 Powyzsze twierdzenie dla n = 2 bylo podane przez A. Lenarcika [Len98, Property
3.2] oraz w pracy [Olel3a, Theorem 5.4] dla n < 3. Rozstrzyga ono pozytywnie hipoteze podana
w [Olel3a, Conjecture 5.5].

Uwaga 4.19 Byly badane inne typy niedegeneracji niz niedegeneracja w sensie Kusznirenki.
C.T.C. Wall uzyskal podobne rezultaty do naszych dla innego typu niedegeneracji (zob. Lemma
1.2 1 Theorem 1.6 w [Wal99]).

Zatozenie niedegeneracji jest konieczne w powyzszym twierdzeniu, na co wskazuje
nastepujacy przyktad:

Przyklad 4.20 Osobliwos¢ f(z) = (21 + 22)(21 + 23) ma nosnik spelniajacy warunek
Kusznirenki, ale nie jest osobliwoscig izolowang. Nietrudno sprawdzi¢, ze f jest zdegene-
rowana na jedynej Scianie dwuwymiarowej diagramu I'( f).

Nastepujace twierdzenie podaje wyjasnienie, skad wzieta sie nazwa warunku Kuszni-
renki.

Twierdzenie 4.21 [Kou77, Theorem 1| Niech M C Nf oraz ord \yy > 2. Wowczas
nastepujgce warunki sg rownowazne:

(1Se) Istnieje osobliwosé izolowana f : (C™,0) — (C,0) taka, Ze supp f C M,

(1Sg) Osobliwosé f, supp f C M, z generycznymi wspélczynnikami jest osobliwosciq izo-
lowang.

(K) M spetnia warunek Kusznirenki

Ponadto w pracy [BO16] dowodzimy, ze warunek Kusznirenki dla M jest réwnowazny
skonczonosci liczby Newtona Ay [Olel3a, Corollary 3.12]. Kusznirenko podat ten fakt bez
dowodu [Kou76, Remarque 1.13 (ii)]. Réwnowaznosé ta jest waznym krokiem w dowodzie
gtownego twierdzenia 4.16. Kolejnym krokiem w tym dowodzie jest skorzystanie z wzoru
na liczbe Milnora podanego w 1976 roku przez Kusznirenko:

Twierdzenie 4.22 [Kou76] Niech f: (C*,0) — (C,0) bedzie osobliwoscig izolowang i
dogodng. Wowcezas pu(f) = v(f), przy czym réwnosé zachodzi, jesli f jest niezdegenero-
wana.
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Uwaga 4.23 Kusznirenko w powyzszym twierdzeniu podaje wzoér na liczbe Milnora tylko w
przypadku dogodnych osobliwosci. Wielu nawet znanych autoréw cytuje ten wzér tylko w takim
przypadku (zob. [DG83, Section 2|, [Wal99]). Tymczasem Kusznirenko udowodnil go réwniez
w klasie niedogodnych osobliwosci [Kou76, Section 3|, ale nie podal ogdlniejszej wersji swojego
twierdzenia explicite. Aby rozjasni¢ te sytuacje, podajemy jawnie ogblniejsza wersje twierdzenia
Kusznirenki w pracy [Olel3a, Corollary 3.10]. Nasz dowdd dla niedogodnych osobliwosci uzywa
[Olel3a, Lemma 3.8].

W pracy [Ole20] podajemy charakteryzacje wymiaru punktéw krytycznych osobliwo-
Sci niezdegenerowanej w terminach jej nosnika. Jest to uogoélnienie twierdzenia 4.16 na
przypadek osobliwosci nieizolowanych.
Niech n < 3 oraz 0 < d < n.

Twierdzenie 4.24 [Ole20, Thm 3.2], Niech f : (C*,0) — (C,0), bedzie niezdegenero-
wang osobliwosciqg. Nastepujgce warunki sq rownowazne:

e Nosnik f speilnia (d)-warunek Kusznirenki i nie spetnia (d—1)-warunku Kusznirenki
o dimgXf =d,

Uwaga 4.25 Twierdzenie powyzsze jest najprawdopodobniej prawdziwe takze dla n > 3,
wkrotce pojawi sie moja praca na ten temat.

7 powyzszego twierdzenia wyprowadziliSmy nastepujacy wniosek, ktory pokazuje ze wy-
miar zbioru punktéow krytycznych niezdegenerowanej osobliwosci zalezy tylko od jej dia-
gramu Newtona.

Whiosek 4.26 [Ole20, Thm 3.3] Niech f,g: (C",0) — (C,0), bedq niezdegenerowany-
mi osobliwosciami. Jesli 'y (f) =Ty (g), to dimg X f = dimg Xg.

Jako bezposrednig konsekwencje powyzszych dwoch twierdzen dostajemy nastepujacy
wniosek.

Whiosek 4.27 [Ole20, Thm 3.4] Niech f : (C*,0) — (C,0), bedzie niezdegenerowanqg
osobliwosciqg oraz niech V' bedzie zbiorem wierzchotkow U (f). Nastepujgce warunki sq
rOwnowazne:

o ZbiorV spetnia (d)-warunek Kusznirenki i nie spetnia (d —1)-warunku Kusznirenki
L dszEf =d.
Podamy jeszcze dwa interesujgce wnioski z twierdzenia 4.24.

Whiosek 4.28 [Olel3a, Corollary 4.8] Niech f,g: (C",0) — (C,0), bedg osobliwosciami.
Jesli g jest niezdegenerowang osobliwosciq oraz supp f C supp g, to

dimg Xg < dimg X f.
Bezposrednig konsekwencja tego wniosku jest nastepujaca wtasnosé.
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Whiosek 4.29 [Olel3a, Corollary 4.9] Niech f,g: (C",0) — (C,0), bedg osobliwosciami.
Jesli f + g jest niezdegenerowang osobliwo$ciq oraz supp f Nsuppg = 0, to

dimg X(f 4+ ¢g) < min{dimg X f, dimg Xg}.

Przyklad 4.30 [Olel3a, Example 4.10] Zalozenie, ze f + g jest niezdegenerowana oso-
bliwoscig jest konieczne w powyzszym wniosku. Istotnie, niech f(z,y) = 2% + y* oraz
g = 2xy. Wowczas f + g jest zdegenerowang osobliwoscig oraz

dimg X(f 4+ ¢) = 1 > 0 = min{dimy X f, dimg Xg}.

Co do wkladu poszczegdlnych autoréw w pracy [BO16], to odbywaliSmy wielokrotnie
wspoélne konsultacje naukowe i udzial kazdego z autoréw jest znaczacy. Jesli miatbym
jednak zaznaczy¢ kilka moich akcentow, to sa one nastepujace:

e Pomyst zajecia sie tym tematem [Olel3a, Conjecture 5.5], wezes$niej udowodnitem
twierdzenie 4.16 dla n < 3 [Olel3a, Theorem 5.4].

e Praca nad [BO16, Lemmas 3.6 — 3.8, Proposition 4.2].

4.5 Liczby Lé (praca [EOR21])

Niech z = (21, .., 2,) bedzie ustalonym uktadem wspétrzednych w C™ oraz niech kietek
f:(C"0) — (C,0) bedzie osobliwoscia. Oznaczmy d = dimg X f. W przypadku, gdy
d =0, czyli f jest osobliwoscig izolowang mozemy zdefiniowaé jej liczbe Milnora:

_(9f af
(2.0 20).

gdzie wyrazenie po prawej stronie powyzszej definicji oznacza krotnos¢ odwzorowania
gradientowego w zerze. Jest ona jednym z najwazniejszych niezmiennikéw topologicz-
nych osobliwosci izolowanych. Gdy d > 0 liczba Milnora nie jest juz dobrze okreslona.
Wéwcezas jednym z jej uogédlnien sa liczby Lé wprowadzone przez D. Massey’a w latach
dziewieédziesiatych ubieglego wieku [Mas95]. Sa to liczby raczek odpowiedniego wymiaru
w rozkladzie wiokna Milnora [Mas95, Theorem 3.3]. Dokladna definicja jest podana w
[Mas95, Def. 1.11]. Maja one podobne wtasnosci do liczby Milnora i zerowa liczba Lé
pokrywa sie¢ z liczba Milnora w przypadku osobliwosci izolowanych:

o d=0, f — uy(0) = % (0)
e d>0, f— A.(0) := ()\O’Z(O),A}’Z(O), .. .,)\d&(O))

Indeks dolny z w notacji liczb Lé oznacza, ze zaleza one od konkretnego uktadu wspot-
rzednych. Jednak dla dostatecznie generycznych uktadéw wspotrzednych wartosci liczb
Leé sy takie same i nazywamy je wtedy generycznymai liczbami Lé. Sa to doktadnie liczby
Segre ideatu gradientowego [GG99]. Podobnie jak liczba Milnora pi/(0) jest pétciagta z go-
ry w rodzinie deformacji f, uktad liczb As.(0) jest péiciagly z géry w rodzinie deformacji
f w porzadku leksykograficznym.
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Celem pracy [EOR21] jest uogélnienie wyniku Kusznirenki [Kou76] na przypadek oso-
bliwosci nieizolowanych (d > 0), czyli odczytanie liczb Lé osobliwosci f z jej diagramu
Newtona. Najpierw uogoélnimy pojecie liczby Newtona. Zatézmy, ze f jest niezdegene-
rowana i jej liczby Leé istnieja. Wowczas w rozwinieciu f nie ma jednomiandéw postaci

aq
2.

, 259" [EOR21, Lemma 7.1]. Rozwazmy funkcje:

fa=f+2 4+ 25 1 << g << -+ << ay.

Stowarzyszymy z I', (f;) pewne nieujemne liczby catkowite (bedace odpowiednikiem licz-
by Newtona):

Niech ) #£ I C {1,...,n}, T'(fs)f #0,

Wezmy podziat symplicjalny I'( f;)! taki, ze wszystkie wierzcholki jego symplekséw
sa jednoczesnie wierzchotkami T'(fy),

Stozki o wierzchotku w 0 € R", rozpiete na sympleksach tego podziatu wyznaczaja
podzial symplicjalny T'_(f;)?,

=Zr — rodzina powyzszych stozkéw,
19 € {1,...,d},

=1, — podrodzina symplekséw S € =; maksymalnego wymiaru, taka ze kazdy jej
sympleks S ma krawedZ na osi OX,, i nie ma zadnej krawedzi na osiach OX;,
1€ {1,...,d},’i§£i0,

S € Z14, — S ma wierzchotek (0,...,0,;,,0,...,0) € R,

S € Er,, odpowiada sympleks zredukowany S tzn. sympleks o tych samych wierz-
chotkach co S za wyjatkiem wierzchotka (0,...,0,q;,,0,...,0), ktory zastepujemy
wierzchotkiem (0,...,0,1,0,...,0),

Er,i, — zbior zredukowanych sympleksow,

2 :=A{Er}icq1,..n}, 1205

Mozemy teraz okresli¢ zmodyfikowane liczby Newtona osobliwo$ci f:

vi(f) = D > (=0 Vol (S),

IC{1,n} 1900 §eZ,

1 € {1,,d}

Okreslimy teraz pewng liczbe stowarzyszong z samym diagramem I'(f). Niech =; o bedzie
podrodzing sympleksow S € =; maksymalnego wymiaru, takich ze S nie ma krawedzi na
zadnej osi OX;, i € {1,...,d}. Zatem sympleksy =7 ,pochodza” tylko z I'(f). Liczbe:

veo(f) = Y S (=) Vol (S),

IC{1,..n},I#£0 SE€=10

bedziemy nazywac¢ wyrozniong zmodyfikowang liczbg Newtona osobliwosci f.
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Rysunek 3: Diagram Newtona f i f;

Uwaga 4.31 Zauwazmy, ze sympleksy uzyte w definicji zmodyfikowanej liczby Newtona sa zre-
dukowane, natomiast sympleksy uzyte w definicji wyrdznionej zmodyfikowanej liczby Newtona
nie sg zredukowane.

Mozemy teraz poda¢ gtowny wynik omawianej w tej sekcji pracy, czyli uogodlnienie
twierdzenia Kusznirenki na przypadek nieizolowany:

Twierdzenie 4.32 [EOR21, Theorem 4.1] Niech f: (C",0) — (C,0) bedzie osobliwoscig
niezdegenerowang, d = dimgXf > 1. Zaloimy, zZe liczby )\kyz(O) i1stniejqg dla kazdego
k=0,...,d, wukladzie wspolrzednych z = (z1, ..., 2z,). Wowczas:

(1) Zmodyﬁkowane liczby Newtona vz, (fd) i Uz g(fa) funkcjz’ fa m’e zalez’g od wybo—

77777

nastepujgey sposob:
vo(fa) =v=o(fa) @ Uk(fa) = D=r(fa)-

(2) Liczby Lé okreslone sq nastepujgcymi wzoramsi:

A3 (0) = (=)™ + wo(fa) + 21 (fa);
Ak,z(o) = (=D ' @(fa) — rsa(fa), 1<k<d-—1
A7 (0) = (=)' Dy(fa).

Pierwszym waznym wnioskiem, jaki wyprowadzamy z twierdzenia 4.32 jest statosc¢
liczb Lé w osobliwosci niezdegenerowanych o tym samym diagramie Newtona.

0) — (C,0) bedg niezdegenero-

Whiosek 4.33 [EOR21, Corollary 5.1] Niech f,g: (C",
= T'(g) @ liczby Lé osobliwosci f i g

wanymi osobliwosciami nieizolowanymi. Jesli T'(f)
1stniejq, to:

o dimy X f = dimy Xg = d,
o N; (0) =Xt (0), 0<k<d.
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Uwaga 4.34 Istnienie liczb Lé nie jest konieczne w wykazaniu réownosci wymiaréw zbioréow
punktow krytycznych. W istocie diagram osobliwosci niezdegenerowanej determinuje jej wy-
miar zbioru punktéw krytycznych, co pokazujemy w [Ole20] dla n < 3. Fakt ten jest réwniez
prawdziwy dla n > 3, praca na ten temat jest przygotowywana przez mnie.

Bezposrednio z wniosku 4.33 dostajemy statos¢ liczb Lé w rodzinie deformacji o statym
diagramie Newtona:

Whniosek 4.35 Niech {f;} bedzie rodzing niezdegenerowanych osobliwo$ci. Zaldimy, ze
dla dostatecznie matych t liczby Lé osobliwosci fy i fo istniejg oraz T (f;) = T'(fy). Wow-
czas mamy:

° dlmo Eft = d]mo EfO — d’
o Xk (0) =Xk (0), 0<k<d.

Uwaga 4.36 Prawdziwosé powyzszych wnioskéw dla izolowanych osobliwosci (d = 0) wynika
z twierdzenia Kusznirenki [Kou76]

Z powyzszego wniosku oraz z [Mas95, Theorem 9.4], [Bob13, Theorem 42] dostajemy
nowy dowdd nastepujacego faktu:

Whniosek 4.37 Niech {f;} bedzie rodzing niezdegenerowanych osobliwosSci. Zaléimy, ze
dla dostatecznie matych t liczby Lé osobliwosci fy i fo istniejq oraz T'(f;) = I'(fo). Wow-
czas mamy:

o Jesliz = (z1,...,2,) jest prepolarnym uktadem wspdlrzednych dla f; oraz dimg X f; <
n — 4, to typ dyfeomorficzny wickna Milnora f; w 0 jest niezalezny od t,

o Jeslin > 5 idimygXf, = 1, to rodzina f; jest topologicznie trywialna.

Uwaga 4.38 Powyzszy wniosek to szczegblny przypadek znacznie ogélniejszego twierdzenia J.
Damona [Dam81].

Z [Mas95, Theorem 3.3] mamy:

X(Fro) = > (=1)" 77 7.(0).

k=0

Korzystajac teraz z gtéwnego wyniku omawianej pracy (Twierdzenie 4.32) zastepujemy
liczby )\’“’Z(O) przez wzory na nie, podane w jezyku zmodyfikowanych liczb Newtona i do-
stajemy wtedy nastepujacy wniosek pozwalajacy oblicza¢ charakterystyke Eulera witdkna
Milnora.

Whniosek 4.39 Niech f bedzie niezdegenerowang i nieizolowang osobliwosciq oraz z =
(21, ..., 2n) bedzie prepolarnym uktadem wspdtrzednym dla f. Wowczas zredukowana cha-
rakterystyka Eulera X(Fyo) wtdkna Milnora Frg funkeji f w 0 wyraZa sie wzorem:

X(Fro) = (=1)" " (vo(fa) + (1)),
gdzie d = dimg X f > 1.
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Powyzszy fakt byt prawdopodobnie juz znany wezesniej V. 1. Arnoldowi.

Jesli chodzi o wktad poszczegélnych autoréw w oméwione w tej sekcji wyniki, to na
poczatku chciatbym zaznaczy¢, ze autorzy odbyli wspélnie wiele konsultacji w dtuzszym
okresie czasu i wktad kazdego z nich byt istotny. Stad trudne jest szczegdtowe wydzielenie
udzialéw. Jesli miatbym jednak zaznaczy¢ kilka moich akcentow, to sa one nastepujace:

e Dowdd gtéwnego twierdzenia [EOR21, Theorem 4.1], w przypadku, gdy zbiér punk-
tow krytycznych jest jednowymiarowy,

e Dowdd [EOR21, Lemma 7.1,
e Dowdd [EOR21, Corollary 5.1].

4.6 Wykladnik Yojasiewicza w nieskonczonosci (praca [Ole22])

Poprzednie prace z cyklu dotyczyty sytuacji lokalnej, badaliémy kietki funkcji holomor-
ficznych w 0. W pracy [Ole22] badamy zachowanie wielomianéw i odzworowan wielomia-
nowych wagowojednorodnych i pre-wagowojednorodnych w nieskonczonosci. Gtownym
wynikiem tej pracy jest nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 4.40 Niech f : C* — C bedzie wagowojednorodnym wielomianem typu

(Wi, ... wy), w; = 2,4=1,...,n, o skonczonej liczbie punktow krytycznych. Wowczas
OEm(f)Zm_iPwi_l (6)

Uwaga 4.41 Zauwazmy, ze diagram Newtona w nieskoniczonosci dla osobliwosci wagowojed-
norodnych, ktérych wagi spelniaja powyzsze warunki, sktada si¢ tylko z jednej Sciany (n — 1)-
wymiarowej. Wtedy wyrazenie po prawej stronie formuly (6) w jezyku geometrycznym oznacza
minimum ze wspolrzednych przeciecia hiperplaszczyzny zawierajacej ta Sciane z osiami ukla-
du wspotrzednych. Zatem wyktadnik Y.ojasiewicza w nieskonczonoéci w tej klasie wielomianéw
daje odczytaé sie z diagramu Newtona. W tym sensie rezultat ten jest rowniez potwierdzeniem
hipotezy Arnolda dla wielomianéw.

Powyzsze twierdzenie ma nastepujaca lokalng wersje:

Twierdzenie 4.42 [Abd16, Brz15, KOP09] Niech f : (C",0) — (C,0) bedzie osobliwo-

$cig izolowang, ktorej reprezentantem jest wagowojednorodny wielomian typu (wy, . .., wy),
w; = 2,1=1,...,n. Wowczas
£o(f) :m%lxwi—l. (7)
1=

Ponadto w tej pracy interesujemy sie wlasnoscia wtasciwosci odwzorowan wielomiano-
wych wagowojednorodnych oraz Hipoteza Jakobianowa. Podamy teraz proste kryterium
wlasciwosci:

Twierdzenie 4.43 Niech F' : C* — C™, m > n, bedzie wagowojednorodnym odwzo-

rowaniem wielomianowym typu (q1,...,¢n;d1, ..., dw), d; > 0,7 = 1,...,m. Wow-
czas F' jest odwzorowaniem wlasciwym wtedy i tylko wtedy, gdy q¢; > 0,1 = 1,...,n 1
F=(0) = {0}
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Jest to naturalne rozszerzenie na przypadek wagowojednorodny znanego kryterium wta-
sciwosci dla wielomianow jednorodnych. Jako wniosek z powyzszego kryterium wtasciwo-
sci dostajemy potwierdzenie Hipotezy Jakobianowej w klasie wagowojednorodnej.

Twierdzenie 4.44 [Ole22, Theorem 4.4] Niech F : C" — C" bedzie wagowojednorod-
nym odwzorowaniem wielomianowym o dodatnich wagach. Jesli Jac F' = 1, wtedy F' jest
automorfizmem wielomianowym.

Korzystajac z [Ole22, Corollary 5.4] wykazujemy wlasciwosé pre-wagowojednorodnego
odwzorowania F'i potwierdzamy Hipoteze Jakobianowg w klasie pre-wagowojednorodne;j.

Twierdzenie 4.45 [Ole22, Theorem 5.5] Niech F': C" — C" bedzie pre-wagowojedno-
rodnym odwzorowaniem wielomianowym typu (qi, ..., qn), ¢ > 0. Jesli Jac F = 1, wtedy
F' jest automorfizmem wielomianowym.

Nietrudno sprawdzi¢ (zob. poczatek dowodu twierdzenia 4.44), ze jesli F' jest wago-
wojednorodnym odwzorowaniem wielomianowym o dodatnich wagach i Jac F' = 1 wtedy
F~1(0) = {0}, czyli F jest pre-wagowojednorodny. Zatem twierdzenie 4.45 jest uogdlnie-
niem twierdzenia 4.44.

Pojawia si¢ pytanie, czy gtowny wynik tej pracy jest prawdziwy bez ograniczen na
wagi. Jesdli wagi sa dodatnie, to podajemy oszacowanie w bardziej ogdlnym pre-wagowo-
jednorodnym przypadku:

Whiosek 4.46 [Ole22, Corollary 5.4] Niech f : C* — C bedzie pre-wagowojednorodnym
wielomianem wzgledem (qu, ..., qn), ¢; > 0. Wowczas mamy

mﬁnwi—1< L(f) <mrélxwi—1, (8)

=1 =
gdzie w; = (deg, f)/qi,i=1,...,n.

Nie znamy takiego kontrprzyktadu, w ktéorym lewa nieréwnos¢ jest ostra, wymaga to
dalszych badan. Sytuacja komplikuje sie bardziej, gdy dopuszczamy, ze wagi sa ujemne,
wtedy gradient wielomianu jest odzorowaniem niewlasciwym. Korzystajac z formuty na
wyktadnik w nieskoniczonosci podanej przez Lenarcika [Len99] dla osobliwosci krzywych
podajemy analogiczng formute jak w gtéwnym wyniku bez ograniczen na wagi.

Twierdzenie 4.47 [Ole22, Theorem 6.1] Niech f : C* — C bedzie wagowojednorodnym
wielomianem typu (wy,we) o skoticzonej liczbie punktow krytycznych. Zaléimy, Ze f nie
jest jednomianem. Wowczas mamy

£oo(f) = min(wq, ws) — 1. 9)

Zalozenie, ze f nie jest jednomianem jest potrzebne do uzyskania jednoznacznosci wag.
Biorac pod uwage przykltady [Ole22, Example 6.2, 6.3], przypuszczamy, ze prawdziwa jest
nastepujaca hipoteza:

Hipoteza 4.48 [Ole22, Conjecture 6.4] Niech f : C" — C bedzie wagowojednorodnym
wielomianem typu (wy, ..., wy,) oraz Vf~1(0) = {0}. Zaléimy, ze typ (wy,...,w,) jest
jednoznacznie wyznaczony przez f. Wowczas mamy

£oolf) = minw; — 1 (10)
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4.7 Pozostale prace

Prace spoza cyklu

[BKO12]

[BKO22]

[KOPOY]

[01e08]

[Ole09a]

[O1e09b]

[Olel0]

[Olell]

[Olel2]

[Olel3a]

[Ole13b]

[Olel5]

[OR18]

Brzostowski, S., Krasinski, T., Oleksik, G.: A conjecture on the Lojasiewicz
exponent. J. Sing. 6: 124 — 130, (2012)

Brzostowski Sz., Krasinski T., Oleksik G.: Zariski multiplicity conjectu-
re in families of non-degenerate singularities. chapter [in:] Analytic and
Algebraic Geometry 4: 53 — 60, Krasinski, T., Spodzieja, S. (ed.), WUL,
bodz, (2022)

Krasinski, T., Oleksik, G., Ptoski, A: The fojasiewicz exponent of an iso-
lated weighted homogeneous surface singularities. Proc. Amer. Math. Soc.
137: 3387 — 3397, (2009)

Oleksik, G.: O pewnej wlasnosci ideatu gradientowego. Materialty na XXIX
Konferencje Szkoleniowa z Geometrii Analitycznej i Algebraicznej Zespo-
lonej: 35 — 40, Lodz, (2008)

Oleksik, G.: Wyktadnik Lojasiewicza osobliwo$ci niezdegenerowanych. Ma-
teriaty na XXX Konferencje Szkoleniows z Geometrii Analitycznej i Alge-
braicznej Zespolonej: 19 — 26, £.6dz, (2009)

Oleksik, G.: The fLojasiewicz exponent of mondegenerate singularities.
Univ. lagellonicae Acta Math. 47:301 — 308, (2009)

Oleksik, G.: Wyktadnik Lojasiewicza osobliwos$ci niezdegenerowanych. Pra-
ca doktorska, Uniwersytet Lodzki, (2010)

Oleksik, G.: Combining random generators by group operation. Int. J.
Comp. Math. 88: 3577 — 3585, (2011)

Oleksik, G.: The Fukui inequality for the Lojasiewicz exponent of nonde-
generate convenient singularities. Proceedings of the XXXIII Conference
and Workshop ” Analytic and Algebraic Geometry: 51 — 58, Lodz, (2012)

G. Oleksik, G.: On combinatorial criteria for isolated singularities. chapter
[in:] Analitic and Algebraic Geometry 1: 81 — 94, Krasinski, T., Spodzieja
S. (ed.), WUL, L6dz, (2013)

Oleksik, G.: The Lojasiewicz exponent of nondegenerate surface singulari-
ties. Acta Math. Hung. 138, 179 — 199, (2013)

Oleksik, G.: On the nondegenerate jumps of the Lojasiewicz exponent. Bull.
Soc. Sci. Lettres £.0dz Sér. Rech. Déform. 55: 9 — 20, (2015)

Oleksik, G., Rozycki A.: The fLojasiewicz exponent at infinity of non-

negative and non-degenerate polynomials. Bull. Braz. Math. Soc., New

Series 49: 743 — 759, (2018)
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[OR22] Oleksik G., Rézycki A: Some notes on the Lé numbers in the family of
line singularities. chapter [in:] Analitic and Algebraic Geometry 4: 137 —
146, Krasinski, T., Spodzieja, S. (ed.), WUL, L6dz, (2022)

Omoéwimy teraz krotko zawartosé powyzszych prac:
Wiyniki pracy doktorskiej [Ole10] zostaty opublikowane w artykutach [KOP09, Ole08,
Ole09a, Ole09b, Olel13b]. Dotycza one zasadniczo odczytywania wykltadnika Lojasiewicza:

a) osobliwosci wagowojednorodnej 3-zmiennych z jej wag [KOP09, Ole08]
b) osobliwosdci niezdegenerowanej z jej diagramu Newtona [Ole09a, Ole09b, Olel13b].

W pracy [Ole08] udowodniono kluczowy lemat, potrzebny w dowodzie formuty na wyktad-
nik F.ojasiewicza osobliwosci wagowojednorodnej 3-zmiennych podanej w pracy [KOP09].
Lemat ten podany tu w nieco innej formie (por. tw. 1.2.1 w pracy doktorskiej) jest wzmoc-
nieniem lokalnej wersji tw. Hilberta o zerach (local Nullstellensatz). Jest to rezultat sam w
sobie interesujacy. W pracy [KOP09] dowodzimy ponadto, ze wykltadnik Lojasiewicza jest
niezmiennikiem topologicznym w klasie osobliwosci wagowojednorodnych 3-zmiennych. 7Z
kolei w artykule [Ole09b] podajemy oszacowanie z gbry wykltadnika F.ojasiewicza osobli-
wosci niezdegenerowanej. Gtowna mysl polega na odrzucaniu pewnych $cian jej diagramu
Newtona (w pracy doktorskiej zwanych istotnie wyjatkowymi), tak aby poprawié¢ osza-
cowanie wykladnika Lojasiewicza podane przez Fukui [Fuk91]. W [Ole09a] wykazujemy
ostabiong wersje gtéwnego twierdzenia z pracy [Ole09b]. Praca [Ole13b] zawiera oszaco-
wanie z gory wyktadnika Y.ojasiewicza osobliwosci niezdegenerowanej 3-zmiennych. Jest
to istotne wzmocnienie wyniku Fukui [Fuk91]. Kluczowa role odgrywa tu definicja Sciany
wyjatkowej, ktora ostatecznie okazala sie na tyle odpowiednia, ze uzyskane oszacowanie
jest w istocie réwnoscia, co pokazaliSmy w pracy [BKO23].

W pracy [Olel2] przedstawiono prosty (uzywajacy jedynie lematu o wyborze krzy-
wej) dowdd oszacowania z gory wykladnika F.ojasiewicza osobliwosci niezdegenerowanej,
podanego przez Fukui [Fuk91], ale uzyskany przy dodatkowym zalozeniu, ze osobliwosé
ta jest dogodna.

Praca [BKO12] zawiera hipoteze, w ktorej podajemy wzoér na wyktadnik Lojasiewicza
osobliwosci niezdegenerowanej w przypadku n-wymiarowym. Potwierdzamy ja dla n = 3
przy zaltozeniu, ze diagram Newtona osobliwosci sktada si¢ tylko z jednej niewyjatkowe;j
Sciany dwuwymiarowej. Ponadto podajemy w tej pracy wzér na wyktadnik FLojasiewicza
osobliwosci semi-wagowojednorodnych 3-zmiennych.

Rozdzial w monografii [Olel3a] ma charakter przegladowy i dotyczy kombinatorycznej
charakteryzacji osobliwosci izolowanej (podanej w terminach jej nosnika). Jako nowy
rezultat podajemy warunki wystarczajace na nosnik osobliwosci niezdegenerowanej, tak
aby przy ich spetlieniu osobliwos$é ta stata sie izolowana.

W pracy [Olel5] podajemy wzory na skok z dotu i skok z gory wyktadnika Lojasiewicza
osobliwosci krzywych w rodzinie jej niezdegenerowanych deformacji. Ciekawe jest w tej
pracy spotkanie teorii osobliwosci z teorig liczb, a doktadniej z utamkami Farey’a.

Praca [OR18] dotyczy klasy wielomiandéw rzeczywistych nieujemnych w nieskoniczono-
Sci o niezwartym zbiorze zer. Odczytujemy w niej wyktadnik bojasiewicza w nieskonczo-
nosci w poblizu poziomicy zerowej dla wielomianow niezdegenerowanych z ich wieloscianu
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Newtona. Ponadto podajemy w niej wzor na wyktadnik wzrostu w nieskorniczonosci (da-
leko od poziomicy zerowej) takich wielomianéw.

W pracy [OR22] wprowadzamy pojecie skoku liczb Lé w rodzinie osobliwosci, kto-
rych zbiér punktéw krytycznych jest gtadka krzywa. Dowodzimy w niej istnienia A'-const
deformacji niezdegenerowanej osobliwosci f, przy czym zerowa liczba Lé tej deformacji
wynosi 0. Podajemy takze oszacowania liczb Lé dla osobliwo$ci z jednowymiarowym zbio-
rem punktéw krytycznych. Jest to uogdlnienie stynnego twierdzenia Kusznirenki [Kou76]
w tym przypadku.

Hipoteza Tessier [Tes77] méwi, ze w rodzinie u-const osobliwosci izolowanych rzad
jest staty. W pracy [BKO22] podajemy jej elementarny dow6d w klasie niezdegenerowa-
nej. Wezeséniej Abderrahmane [Abd16] potwierdzit te hipoteze pozytywnie w tej klasie,
uzywajac zaawansowanych narzedzi teorii osobliwosci. W naszym dowodzie korzystamy
istotnie z twierdzenia [L-AMS21, Thm. 2.25]. Ostatnio ukazata sie praca [Sel24], w ktérej
podano kontprzyktad do tego twierdzenia. Kontrprzyktad ten zawiera osobliwos¢ rzedu 2,
co sugeruje ze to twierdzenie moze by¢ nadal prawdziwe w przypadku, gdy rzad deformo-
wanej osobliwosci jest wiekszy od 2. W naszym dowodzie hipotezy Tessier potrzebujemy
tego twierdzenia wlasnie w tym przypadku. Zatem jest szansa, ze nasz dowodd jest nadal
poprawny, ale wymaga to dalszych badan.

Praca [Olell] jako jedyna z tutaj omawianych nie dotyczy teorii osobliwosci, ale znaj-
duje sie na pograniczu rachunku prawdopodobienstwa, statystyki i informatyki. Doktad-
niej pokazujemy w niej, ze taczenie generatoréw losowych Xy, Xs, ..., X, (zmiennych loso-
wych o wartosciach w grupie skoniczonej) za pomoca operacji grupowych (np. operacji mo-
dulo) poprawia losowos¢ otrzymanego w ten sposéb nowego generatora X;+Xo+...+X,,.
Podajemy w niej rowniez oszacowanie predkosci zbieznosci do jednostajnego generatora,
gdy n — 00, co ma znaczenie praktyczne.

5 Informacja o wykazywaniu sie istotng aktywnosScig
naukowgq albo artystyczng realizowang w wiecej niz
jednej uczelni, instytucji naukowej lub instytucji
kultury, w szczegdblnosci zagranicznej.

e Wspotpraca naukowa z IMPAN w Warszawie (Z. Jelonek, Ch. Eyral) od 2018 do
obecnie. Udzial we wspolnych seminariach IMPAN. Efektem tej wspotpracy nauko-
wej jest publikacja [EOR21]

e Dwutygodniowe konsultacje naukowe z Pham Tien Son i jego wspéipracownika-
mi odbywajace si¢ w Wietnamie w Hanoi w VIASM (Vietnam Advanced Study of
Mathematics) w marcu 2019 roku. Udzial w tym czasie w miedzynarodowych warsz-
tatach pt. ,,Mini-course on Moments, Positive Polynomials and Applications” wraz
z referatem. Wygloszenie referatu na Seminarium w VIASM. Konsultacje te odby-
waly si¢ w ramach realizacji grantu NCN, Miniatura 2: Wyktadnik FLojasiewicza
wielomianéw rzeczywistych i zespolonych”.

e Wspblpraca naukowa z Politechnika Swietokrzyska (A. Ploski, A. Lenarcik). Udzial
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6.1

6.2

we wspolnych seminariach tédzko-kieleckich oraz t6dzko-kielecko-krakowskich. Po-
wstala wspdlna praca z A. Ploskim [KOP09]. Bytem takze wykonawca w grancie
»Niezmienniki osobliwosci krzywych i hiperpowierzchni analitycznych” (2008-2012),
kierownik A. Lenarcik.

Informacja o osiggnieciach dydaktycznych, organi-
zacyjnych oraz popularyzujacych nauke lub sztuke.

Osiagniecia dydaktyczne

Promotor i recenzent prac magisterskich i inzynierskich z matematyki oraz analizy
danych.

Skrypt z kryptografii

Kurs pedagogiczny

Kurs jezyka migowego

Kurs ,Kreatywny asystent— kreatywny student” na Uniwersytecie L.odzkim

Szkolenie ,Metodyki ksztalcenia studentéw z ré6znymi rodzajami niepelnosprawno-

Sci”
Udzial w szkoleniach z Analizy Danych potwierdzony certyfikatami:

— ,Data Mining - metody bez nauczyciela w Statistice”
— ,,Designing Business Intelligence Solutions with Microsoft SQL Server”
— ,Architektura Big — Data”

Osiggniecia organizacyjne i popularyzatorskie
Petnomocnik Dziekana ds. potwierdzania efektéw ksztalcenia
Sekretarz w Komisji Rekrutacyjne;

Udzial w pracach nad powstaniem nowego kierunku Analiza Danych

Sekretarz Ogolnopolskiej Konferencji Szkoleniowej z Geometrii Algebraicznej i Ana-
litycznej w Lodzi (2008-2022)

Popularyzacja nauki - festiwale nauki, warsztaty (m.in. z kryptografii dla uczniow
Liceum im. Marszatka S. Matachowskiego w Ptocku, jednego z najstarszych w Eu-
ropie)

Udzial w programie ,,Zdolny uczen — Swietny student”

Wspétudzial w tworzeniu studenckiego kota matematycznego SFM (Stowarzyszenie
Fascynatow Matematyki) na Wydziale Matematyki i Informatyki UL
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