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Omowienie

1. WSTEP

Moje badania naukowe sa poSwigcone teorii krzywych na powierzchniach algebraicznych
1 obecnie zajmujg¢ si¢ nastgpujacym trzema problemami badawczymi, mianowicie

e hipoteza o ograniczonej ujemnosci dla powierzchni algebraicznych,

e konstrukcjami krzywych osobliwych, w szczegdlnosci tych zawartych w zespolone;j
plaszczyzZnie rzutowe;j,

e wariacjami na temat hipotezy Terao o wolnosci oraz wolnymi i niemal wolnymi zre-
dukowanymi krzywymi ptaskimi.

Ponizej przedstawiamy krétkie i ogélne wprowadzenie do tematyki badawczej starajac sig¢
utrzymaé nieformalny styl prezentacji w celu przedstawienia gléwnych pomystéw oraz mo-
tywacji stojacej za podjeciem tej tematyki badawczej. Bedziemy korzystaé ze standardowych
oznaczen zaczerpnigtych z monografii [10, 23]. Wszystkie obiekty, jakie bedziemy badac, sa
z zalozenia zdefiniowane nad ciatem liczb zespolonych - pewne rezultaty da si¢ sformutowac
bardziej ogdlnie i bedziemy to podkresla¢ bezposrednio w tekscie w odpowiednich momen-
tach autoreferatu.

1.1. Hipoteza o ograniczonej ujemnosci. Zaktadamy, ze kazda powierzchnia algebraiczna
X jest normalna i rzutowa. Mowimy, ze krzywa C' C X jest ujemna, jezeli C' jest nieprzy-
wiedlna i zredukowana krzywa o samoprzecieciu C? < 0. Teoria krzywych na powierzch-
niach algebraicznych jest klasycznym przedmiotem badan w geometrii algebraicznej. Teoria
ta rozwija si¢ w wielu kierunkach, jedna z mozliwosci jest powiazanie teorii krzywych z
pozytywnosciq, np. z wykorzystaniem statych Seshadriego, ale z drugiej strony nadal dos¢
niewiele wiadomo o ujemnosci krzywych algebraicznych. Jedna z najbardziej podstawowych
informacji o tym jak krzywa jest zanurzana w powierzchni jest jej samoprzecigcie. Na po-
czatku XX wieku Wtoska Szkota Geometrii Algebraicznej (prawdopodobnie jej reprezentant
F. Enriques) sformutowata nastgpujaca hipotezg [3].

Definicja 1.1. Mowimy, Ze powierzchnia X ma wtasnos¢ ograniczonej ujemnosci, jeZeli ist-
nieje liczba b(X) € Z taka, ze dla kazdej zredukowanej i nieprzywiedlnej krzywej C C X
mamy C? > —b(X).

Hipoteza 1.2 (BNC). KaZda powierzchnia zdefiniowana nad ciatem charakterystyki 0 po-
siada wtasnos¢ ograniczonej ujemnosci.

Uwaga 1. Powyzsza hipoteza jest falszywa w dodatniej charakterystyce. Rozwazmy X =
C x C, gdzie C jest krzywa genusu g(C') > 2 zdefiniowang nad cialem charakterystyki
p > 0. Niech I';, bedzie wykresem na X n-tej iteracji morfizmu Frobeniusa. Wéwczas

2 n
% =p"(2—29(0)).
Poniewaz n moze by¢ dowolne, zatem X nie posiada wlasnosSci ograniczonej ujemnosci.
Wiemy, ze pewne powierzchnie posiadaja wtasno$¢ ograniczonej ujemnosci.

Twierdzenie 1.3. [18, Corollary 1.2.3] Powierzchnia X posiada wtasnos¢ ograniczonej ujem-
nosci, jezeli —mK x jest efektywny dla pewnej dodatniej liczby catkowitej m.



W szczegdlnosci, rozdmuchanie zespolonej ptaszczyzny rzutowej, oznaczane przez X,
wzdhuz r € {1,...,9} (bardzo) ogdlnych punktéw ma wtasnos¢ ograniczonej ujemnosci.
Scislej ujmujac, mozna wykazaé, ze na X, wszystkie krzywe ujemne to doktadnie (—1)-
krzywe. Z drugiej strony, nie wiemy czy rozdmuchanie zespolonej ptaszczyzny rzutowej
wzdluz » = 10 (bardzo) ogélnych punktéw posiada wtasno$¢ ograniczonej ujemnosci, co
jest dos¢ rozczarowujace. W tym miejscu warto podkresli¢, ze jezeli nie wymagamy od kon-
figuracji 10 punktéw na plaszczyznie, aby punkty te byly w pozycji (bardzo) ogdlnej, to
wowczas nasz problem staje si¢ jeszcze bardziej skomplikowany, ale rowniez ciekawszy.
Rozwazmy teraz uktad 5 prostych ogdlnych na zespolonej ptaszczyznie rzutowej. Proste te
przecinaja si¢ w doktadnie 10 punktach podwdjnych. Jezeli teraz weZmiemy rozdmuchanie
zespolonej plaszczyzny rzutowej wzdtuz tych 10 punktéw przecigcia, to woéwczas dla uzy-
skanej powierzchni X, dywizor — Ky jest duzy. Przypomnijmy, ze jezeli X jest zespolong
wymierng powierzchnia rzutowa o tej wtasnosci, ze — K x jest duzy, to woéwczas X jest wy-
marzong powierzchnia Moriego (ang. Mori Dream Surface) [34]. W szczeg6lnosci, jezeli
X jest wymarzong powierzchniag Moriego, to wéwczas X posiada tylko skonczenie wiele
krzywych ujemnych. Oznacza to, ze X1, ma skoriczenie wiele krzywych ujemnych.

Na podstawie powyzszej krétkiej dyskusji, mozemy sformutowac kilka ciekawych proble-
moéw dotyczacych ograniczonej ujemnosci, oczywiscie poza oczywistym gtéwnym proble-
mem otwartym, tj. czy kazda rzutowa powierzchnia w charakterystyce zero posiada wtasnos¢
ograniczonej ujemnosci. Jeden z tych probleméw dotyczy biwymiernosci.

Problem 1.4. Niech X i Y bedq dwiema powierzchniami biwymiernie rownowaznymi. Przy-
pusémy, Ze Y posiada wtasnos¢ ograniczonej ujemnosci. Czy prawdq jest, Ze X rowniez po-
siada wtasnos¢ ograniczonej ujemnosci? Innymi stowy, czy wtasnos¢ ograniczonej ujemnosci
Jjest biwymiernym niezmiennikiem?

Nalezy zwroci¢ uwage w tym miejscu, ze powyzszy problem w charakterystyce zero jest
otwarty nawet w przypadku, gdy Y jest rozdmuchaniem powierzchni X w jednym punk-
cie. W dodatniej charakterystyce natomiast, na podstawie pracy Chenga i van Dobben de
Bruyna opublikowanej w Crelle [8], istnieje ciag rozdmuchar ptaszczyzny rzutowej nad cia-
tem dodatniej charakterystyki, ktory zawiera gtadkie krzywe wymierne posiadajace dowolnie
ujemne wartosci samoprzecigé, wobec czego hipoteza o ograniczonej ujemnosci nie zachodzi
w charakterystyce dodatniej nawet w przypadku powierzchni wymiernych. Wobec powyz-
szego, w charakterystyce dodatnie odpowiedZ na powyzsze pytanie jest negatywna!

Pierwszym problemem, z jakim musimy si¢ zmierzy¢, jest znalezienie wlasciwej metody
mierzenia ujemnosci dla powierzchni algebraicznych. Zauwazmy, ze bardzo tatwo skonstru-
owac, ale dos¢ sztucznie, bardzo ujemne krzywe na rozdmuchaniu powierzchni. Dla przy-
ktadu, weZzmy dostatecznie duzo parami réznych s punktéw na gtadkiej krzywej C' stopnia
d > 1 zawartej w zespolonej ptaszczyZnie rzutowej. Wéwczas transformata wlasciwa C
krzywej C' na rozdmuchaniu wzdhuiz wskazanych s punktéw posiada samoprzecigcie rowne
d* — s, zatem dla dostatecznie duzych s warto§¢ samoprzecigcia jest by¢ bardzo ujemna. W
celu uniknigcia takich sytuacji, szczegélnie w przypadku rozdmuchan powierzchni, wydaje
si¢ by¢ do$¢ naturalnym, aby rozwaza¢ wazone samoprzecigcia krzywych, tj. obliczamy war-
tos¢ samoprzecigcia krzywej, a nastgpnie dzielimy ta wartos¢ przez liczbe punktéw wzdiuz
ktérych rozdmuchali§my nasza powierzchnig. Pomyst ten staje si¢ jeszcze bardziej naturalny
przy blizszym spojrzeniu, mianowicie tak zdefiniowane warto$ci samoprzecigé pozwalaja
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nam mierzy¢ ujemnos¢ krzywych wzgledem przyrostu liczby Picarda powierzchni po roz-
dmuchaniu. Ta obserwacja stanowi gléwna motywacje¢ dla zdefiniowania pojecia statej Har-
bourne’a i indeksu Harbourne’a dla danej krzywej zredukowanej zawartej w powierzchni
algebraicznej X. Warto zwr6ci¢ uwage juz w tym miejscu, ze wielu autoréw oraz recenzen-
téw prac sugeruje, ze wspomniane state i indeksy powinny nosi¢ nazwe¢ Hadean, tj. statych i
indekséw pochodzacych z Hadesu, a to ze wzgledu na niezaprzeczalny fakt, ze bardzo trudno
obliczy¢ te liczby nawet w przypadku ustalonych klas krzywych. W niniejszym autoreferacie
skupimy si¢ na indeksach Harbourne’a, gtéwnie w celu utrzymania spdjnosci w prezenta-
cji rezultatow uzyskanych przez kandydata, rowniez we wspotpracy ze wspotautorami, jak
rowniez innych autoréw. Pojecie indeksu Harbourne’a jest mocno osadzone w kontekscie
uktadoéw krzywych poniewaz w tym przypadku skupiamy si¢ na punktach osobliwych krzy-
wych, a nie na dowolnych konfiguracjach punktéw.

Przypomnijmy réwniez, ze hipoteza o ograniczonej ujemnosci zachodzi dla zredukowa-
nych krzywych zawartych w powierzchni X wtedy i tylko wtedy, gdy hipoteza ta zachodzi
dla zredukowanych i nieprzywiedlnych krzywych zawartych w X, zobacz [2, Proposition
3.8.2], wobec czego w niniejszym autoreferacie skupiamy si¢ gtéwnie na przypadku zredu-
kowanych konfiguracji krzywych.

Definicja 1.5. Niech X bedzie gtadkq powierzchniq rzutowq oraz niech C' C X bedzie zre-
dukowanq krzywq. Wowczas indeksem Harbourne’a krzywej C' nazywamy
2 2
nx, ) = & Zvesmg) M)

S

przy czym s oznacza liczbe punktow osobliwych Sing(C') oraz m,, oznacza krotnos¢ krzywej
C' w punkcie osobliwym p € Sing(C). W przypadku, gdy C' jest zredukowanq krzywa, ktdra
nie posiada punktéw osobliwych, to wowczas h(X;C) = C2

Globalnym indeksem Harbourne’a powierzchni X nazywamy

h(X) = infch(X;C),
przy czym infimum jest brane po wszystkich zredukowanych krzywych C C X.

Indeksy Harbourne’a mierza lokalng ujemnos¢ krzywych na powierzchniach algebraicz-
nych. W szczegdlnosci, indeksy te pozwalaja nam stwierdzi¢ dla jakich klas zredukowanych
krzywych hipoteza o ograniczonej ujemnosci zachodzi na rozdmuchaniach wzdtuz zbioréw
punktéw osobliwych tych krzywych. Powyzsze rozwazania daja nam nowe narzgdzie do ba-
dania hipotezy o ograniczonej ujemnosci z perspektywy asymptotycznej. Podsumowujac ta
cze$¢, popatrzmy na nastgpujacy ekstremalny przyktad ukazujacy wtasnie podejscie asymp-
totyczne.

Przyktad 1. Severi udowodnit w [30], ze istnieje nierozkladalna wymierna krzywa C,; C P2

stopnia d, ktéra posiada dokladnie g = w prostych punktéw podwdjnych. Wowczas

d2 - 49 d—o0
—

h(]PJ(%, Cd) = —2.

Ten przyktad pozwala nam stwierdzié, ze h(PZ) < —2. W czgsci dotyczacej osiagnie-
cia habilitacyjnego przedstawiamy wyniki pozwalajace oszacowac indeksy Harbourne’a dla
r6znych powierzchni algebraicznych. W szczegdlnosci, przedstawimy wyniki dla konfigura-
cji krzywych zawartych w zespolonej ptaszczyznie rzutowej oraz w przypadku konfiguracji
krzywych wymiernych na powierzchniach posiadajacych trywialng klas¢ kanoniczna.
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1.2. Krzywe osobliwe na powierzchniach algebraicznych. Teoria ptaskich krzywych sta-
nowi bardzo klasyczny obszar badan, a jego poczatki siggaja czasOw tworzenia zupetnych
podstaw geometrii rzutowej. Jezeli myslimy o krzywych i ich wtasno$ciach kombinatorycz-
nych, naszym pierwszym obiektem badar sa konfiguracje prostych zawarte w plaszczyznie
rzutowej nad ustalonym (dowolnym) ciatem [F. Pierwszy problem dotyczy istnienia kombi-
natorycznych ograniczen, ktére moga nam pozwoli¢ na wykluczenie istnienia pewnych kom-
binatorycznych konfiguracji. Dla przyktadu, jezeli L jest konfiguracja d prostych zawartych
w plaszczyZnie rzutowej, to wowczas zachodzi nastgpujace zliczanie kombinatoryczne:

() =S ()

przy czym t, oznacza liczbe r-krotnych punktéw przecigcia. Jezeli teraz weZmiemy d = 7, to
powyzsza tozsamoS$¢ mOwi nam, ze mozemy (potencjalnie) mie¢ uktad z t3 = 7. Czy istnieje
uktad d = 7 prostych z t3 = 7 zawarty w zespolonej ptaszczyZnie rzutowej? Okazuje sig,
ze problem ten zostat rozwigzany wiele lat temu, mianowicie konfiguracja d = 7 prostych z
t3 = 7 istnieje jesli ciato nad ktérym rozpatrujemy nasza konfiguracje ma charakterystyke 2.
W szczegblnosci w przypadku gdy F = Z,, to wowczas méwimy o ptaszczyZnie Fano.
Innym pytaniem, ktére mozemy zadac, i jest to otwarty problem badawczy, dotyczy istnie-
nia konfiguracji d = 13 prostych z t3 = 26. Przewidujemy, ze taka konfiguracja punktéw i
prostych nie istnieje nad cialem liczb zespolonych, jednakze nie mamy formalnego dowodu
tego faktu. Na podstawie tych krétkich rozwazan mozemy juz teraz zauwazy¢, ze znalezienie
jak najmocniejszych wynikéw ograniczajacych kombinatoryczne wilasnosci krzywych jest
istotnym zagadnieniem w problematyce konstruowalnosSci konfiguracji krzywych nad usta-
lonym cialem F. W przypadku zespolonych konfiguracji prostych rzutowych, Hirzebruch w
jego stynnej pracy [19] dotyczacej konstrukcji powierzchni bedacych ilorazami kuli przedsta-
wil nieréwnos¢, ktora jest prostym wnioskiem z bardzo ogdlnych rozwazan geometrycznych.

Twierdzenie 1.6 (Hirzebruch). Niech L C P2 bedzie konfiguracjq d > 6 prostych o tej
wtasnosci, ze ty =ty = 0. Wowczas zachodzi nastepujqca nierownosc:

3
to + thg > d + Z(T — 4)tr

r>5

Nieréwnos¢ ta stanowi niezwykle wazne i mocne narzedzie w kontekscie zastosowan kom-
binatorycznych, w szczegdlnoSci w tematyce ekstremalnych probleméw geometrii punktéw
i prostych na ptaszczyZnie. Z drugiej strony, korzystajac wylacznie z powyzszej nieréwnosci,
nie jesteSmy w stanie stwierdzi¢, czy konfiguracje d = 13 prostych z t3 = 26 da si¢ skonstru-
owaé nad cialem liczb zespolonych. Ta obserwacja wskazuje nam kolejna dziedzing badan,
ktéra kandydat podjat kilka lat temu, mianowicie problem konstruowalnosci krzywych zre-
dukowanych z ustalonym osobliwosciami.

W moich badaniach skupilem si¢ na dowodzeniu nieréwnosci typu Hirzebrucha dla krzy-
wych zredukowanych na r6znych typach powierzchni rzutowych zdefiniowanych nad ciatem
liczb zespolonych, jak i na testowaniu réznych metod pozwalajacych na konstruowanie krzy-
wych. Wsréd tych metod mozna wskazac te oparte na symetriach, gtdwnie z wykorzystaniem
nieprzywiedlnych zespolonych grup odbi¢, jak réwniez na stosowaniu morfizméw rozgate-
zionych oraz ich wiasnosci lokalnych. W dalszej czgsci autoreferatu przedstawimy wyniki
uzyskane w tych kierunkach badan, tj. nieréwnosci typu Hirzebrucha, wraz z ich zastosowa-
niami, oraz jawne konstrukcje krzywych osobliwych zawartych w zespolonej ptaszczyznie



7

rzutowej, ktore okazuja si¢ by¢ bardzo wazne w kontekscie hipotezy o ograniczonej ujemno-
Sci, jak rowniez problemu geografii log-powierzchni algebraicznych.

1.3. Hipoteza Terao o wolnosci. W tej czgsci przedstawimy krotkie i klasyczne wpro-
wadzenie do tematyki odnoszac si¢ tylko do pojecia rézniczkowania pierScienia wielomia-
néw. Niech S := Clz,y,2] = @, Si bedzie pierscieniem wielomianéw z gradacja oraz
niech f € S bedzie wielomianem jednorodnym stopnia d. Rozwazmy krzywa C' : f = 0
w PZ dang réwnaniem f. Nasze rozwazania rozpoczniemy od pojecia wolnosci krzywej.
Oznaczmy przez 0,, 0, 0, pochodne czastkowe oraz zdefiniujmy

Der(S) ={0:=a-0,+b-0,+c-0,, a,b,c e S},

tj. S-modut C-liniowych rézniczkowan pierscienia S. Dla zredukowanej krzywej plaskiej
C : f = 0 zdefiniowanej wielomianem jednorodnym f € S; definiujemy teraz

D(f) = {9 € Der(5) : (f) € (f)}-
Innymi stowy, D(f) jest to zbidr tych wszystkich rézniczkowar pierscienia S, ktére zacho-
wuja ideat {f). Mozna pokazad, ze jezeli C' : f = 0 jest krzywa zawarta w P%, to wéwczas
mamy nastgpujacy rozktad
D(f) =Do(f) &S - 0g,
gdzie 0y = x - 0, + y - Oy + z - 0, jest rézniczkowaniem Eulera oraz

Do(f) = {0 € Dex(S) : a(f) = 0}

Definicja 1.7. Mowimy, Ze zredukowana krzywa C' . f = 0 w P2 zadana przez wielomian
jednorodny f € S jestwolna jezeli D(f), bad? tez Dy(f), jest S-modutem wolnym z gradacjaq.

Dos¢ znanym faktem w teorii krzywych wolnych jest utozsamienie Dy(f) z S-modutem
wszystkich nietrywialnym relacji jakobianowych pochodnych czastkowych wielomianu f,
mianowicie

AR(f) = {(a,b,c) €S® : a- 0, f +b-0,f +c- 0. f =0}

Warto podkresli¢, ze mamy kilka waznych niezmiennikéw, ktére mozemy skojarzy¢ z obiek-
tami zdefiniowanymi powyzej. Jednym z nich jest minimalny stopiefi wiréd wszystkich r6z-
niczkowan anihilujacych f, mianowicie

mdr(f) = min{r € N : Do(f), # 0} = min{r € N,: AR(f), # 0}.

Niezmiennik mdr(f) petni istotna rolg w procedurze, ktdra pozwala nam zadecydowaé czy
dana krzywa zredukowana C' jest wolna. Kolejne niezmienniki wymagaja dodatkowego przy-
gotowania.

Dla wielomianu jednorodnego g € S stopnia d oznaczamy jego ideat jakobianowy przez
Jy = (0, 9,0, 9,0, g). Niech I, bedzie saturacja ideatu jakobianowego J, wzgledem ideatu
zaniedbywalnego m = (x,y, z). Modutem jakobianowym dla wielomianu jednorodnego g
nazywamy

N(g)=1,/J,.
Modut jakobianowy niesie ze soba wazne informacje dotyczace krzywej, ktdra jest zdefinio-

wana przez wielomian g. Mozna pokazaé, ze krzywa zredukowana C' : g = 0 jest wolna
jesli N(g) = 0. Oznaczmy przez

n(g); = dim N(g);,
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tj. wymiar j-tej sktadowej zgradowanej N(g) oraz dla krzywej zredukowanej C' : g = 0
danej wielomianem jednorodnym g € S definiujemy niezmienniki

o(C) =min{j : n(g); # 0} oraz v(C)=max;{n(g);}.
Niezmiennik v(C') nazywamy defektem od wolnosci krzywej C', badz tez defektem krzywej
C.

Definicja 1.8. Zredukowang krzywa C' : g = 0 w P% zdefiniowanq przez wielomian jedno-
rodny g € S nazywamy niemal wolngq jesli v(C) = 1.

Klasa krzywych wolnych, jak i niemal wolnych, peini niezwykle wazng role w kontekscie
hipotezy Saito-Terao o wolnoSci, ktdra teraz zreferujemy w sposéb formalny. W catej swojej
ogolnosci hipoteza ta dotyczy uktadéw hiperptaszczyzn w dowolnej przestrzeni rzutowej, na-
tomiast w tym autoreferacie skupimy si¢ na wersji plaskiej (w sensie rzutowym). Dla uktadu
d prostych A w P% oznaczmy przez L(A) jego kratg przecigcia, tj. zbiér skladajacy si¢ z
przecigé prostych z porzadkiem zdefiniowanym nastgpujaco: X < Y wtedy i tylko wtedy,
gdy Y C X. Krata przecigcia L(A) jest najbardziej podstawowym obiektem kombinato-
rycznym, ktéry mozemy stowarzyszy¢ z uktadem prostych A, i koduje on calg informacje
kombinatoryczng tego uktadu. W latach 80-tych poprzedniego wieku, Terao w [35] zapytat
czy krata przecigcia uktadu prostych determinuje wiasnos¢ wolnosci.

Hipoteza 1.9 (Terao). Niech A, B bedq dwoma konfiguracjami d prostych zawartymi w P%.
Przypusémy, zZe kraty przecigcia L(A) oraz L(B) sq izomorficzne oraz niech A bedzie wolna.
Wowczas B musi by¢ rownieZ wolna.

Warto zaznaczy¢, ze powyzsza hipoteza jest nadal otwarta, a najmocniejszy wynik w tym
kontekscie méwi nam o jej prawdziwosci dla uktadéw sktadajacych si¢ z d < 14 prostych
[1], co jest troch¢ rozczarowujace. Z drugiej strony, uzyskane wyniku potwierdzaja nieza-
przeczalny fakt, ze hipoteza o wolnosci jest niezwykle skomplikowana i wymaga doglebnych
analiz. Jednym z podstawowych krokéw, jakie musimy poczyni¢ w celu jej rozwiazania, jest
zrozumienie geometrii przestrzeni moduli dla okreslonych klas konfiguracji wolnych, oraz
stworzenia efektywnych metod/programéw komputerowych, ktére pozwolityby w sprawny
sposéb zbada¢ ich podstawowe wilasnosci. Poniewaz status hipotezy jest do$¢ niejasny, co-
raz wigcej badaczy uwaza, ze hipoteza Terao o wolnosci musi by¢ falszywa. W kontekscie
potencjalnego kontrprzyktadu, Dimca i Sticlaru w [11] zdefiniowali, powyzej przypomniana,
klas¢ zredukowanych niemal wolnych ptaskich krzywych, i1 krétko po tym okazato sig, ze
krzywe te moga odgrywac kluczowgq rolg w rozwazaniach dotyczacych tej hipotezy. Zwolen-
nicy istnienia kontrprzyktadu uwazaja, ze jezeli hipoteza ta nie jest prawdziwa, to wowczas
powinniSmy znaleZ¢ par¢ konfiguracji prostych o izomorficznych kratach przecigcia takich,
ze jedna konfiguracja bedzie wolna, natomiast druga niemal wolna.

W migdzyczasie podjeto kilka prob uogdlnienia hipotezy o wolnosci dla dowolnych klas
krzywych, i jak si¢ okazuje, nastapito to z ré6znymi skutkami. Okazuje si¢ bowiem, ze naiw-
nie uogdlniona hipoteza o wolnosci dla uktadéw prostych i stozkowych jest fundamentalnie
fatszywa, a pierwsze kontrprzyktady zostaty skonstruowane w [31]. Przypomnimy tutaj je-
den z nich poniewaz bedzie on stanowil podstawe do naszych dalszych rozwazan w czgsci
poswigconej osiagnigciu habilitacyjnemu.

Przyktad 2. Rozwazmy nastepujaca konfiguracje prostych i stozkowych zawarta w P2:
CLy : wy- (y* +22)- (y° + 2%+ 222) = 0.
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Punkt przecigcia P = (0 : 0 : 1) ma krotnosSc¢ 4 i jest quasi-jednorodny (pomimo tego, ze nie
jest prostym punktem przecigcia). Latwym rachunkiem mozna sprawdzié, ze CL, jest wolna.
Jezeli teraz prosta y = 0 zastapimy x — 13y = 0, wéwczas uzyskamy nowa konfiguracje
prostych i stozkowych CL,, dla ktérej punkt przecigcia P = (0 : 0 : 1) ma krotnos¢ 4, jednak
nie jest juz osobliwoscia quasi-jednorodna. Co wigcej, C L5 jest niemal wolna.

Na podstawie powyzszego przykladu oraz dalszych rozwazan zaprezentowanych w arty-
kule [31] formutujemy nasz pierwszy problem w kontekscie hipotezy o wolnosci, mianowicie
naszym celem jest zrozumienie stabszych wariantéw hipotezy Terao o wolnosci dla konfigu-
racji prostych i stozkowych. W tym celu potrzebujemy wprowadzi¢ nastgpujaca definicje.

Definicja 1.10. Niech C' = {CY, ..., Ci} C P% bedzie zredukowanq krzywq o tej wlasnosci,
ze kazda sktadowa nieprzywiedina C; jest gtadka. Stabq kombinatorykq krzywej C nazywamy
wektor (dy, ...,ds;ty, ..., 1), gdzie d; oznacza liczbe sktadowych nierozktadalnych stopnia i
oraz t; oznacza liczbe osobliwosci krzywej C' ustalonego typu topologicznego S;.

Dla ustalenia uwagi, jezeli C' jest ukladem d prostych rzutowych na plaszczyZnie zespolo-
nej, to wowczas jej wektor stabej kombinatoryki ma postac (d = dy; ta, ..., t4).

Hipoteza 1.11 (Numeryczna Hipoteza Terao o Wolnosci). Niech C', Cs bedg dwiema zredu-
kowanymi krzywymi zawartymi w P% o tej wlasnosci, ze wszystkie sktadowe nieprzywiedlne
sq gtadkie. Przypusémy, ze Cy,Cy majq takie stabe kombinatoryki i niech C bedzie wolna.
Wowczas Cy jest wolna.

Nasze gléwne wyniki w kontekScie powyzszej numerycznej hipotezy o wolnosci odnosza
si¢ do wspomnianych konfiguracji prostych i stozkowych, ktére dopuszczaja proste punkty
podwéine i potrjne, oraz styczne punkty podwéine', a szczegéty zaprezentujemy w osia-
gnigciu habilitacyjnym.

2. OSIAGNIECIE HABILITACYJNE

2.1. Hipteza o ograniczonych samoprzecigciach krzywych a rozklady Zariskiego dla
powierzchni algebraicznych. Celem tej sekcji jest przede wszystkim przedstawienie glow-
nego rezultatu tego autoreferatu, tj. wyniku pokazujacego, ze hipoteza o ograniczonych sa-
moprzecigciach krzywych algebraicznych jest $ciSle powiazana z teoria rozktadéw Zari-
skiego catkowitych dywizoréw pseudoefektywnych (tj. dywizoréow o wspétczynnikach cat-
kowitych).

Teoria rozktadéw Zariskiego jest fundamentalnym narzgdziem w teorii powierzchni alge-
braicznych. Rozktad ten zostat odkryty przez Zariskiego [37] dla dywizoréw efektywnych
o wspoélczynnikach wymiernych, a nastgpnie zostat rozszerzony do przypadku dywizoréw
pseudoefektywynych o wspoétczynnikach rzeczywistych przez Fujitg [15]. Geometryczne
znaczenie rozkltadéw Zariskiego moze zostaé zauwazone w nastgpujacym przypadku: dla
danego dywizora pseudoefektywnego catkowitego D na powierzchni X z rozktadem Zari-
skiego D = P + N zachodzi nastgpujaca réwnos¢ dla kazdego dostatecznie podzielnego
m>1

H°(X,0x(mD)) = H(X, Ox(mP)).
Innymi stowy, wszystkie cigcia Ox (m D) pochodza od numerycznie efektywnej wiazki linio-
wej Ox(mP). Powyzsze sformutowanie dostatecznie podzielny oznacza, ze musimy przejS¢

'W celu uniknigcia dosé karkotomnej kalki jezykowej, tacnody bedziemy nazywaé stycznymi punktami
podwdjnymi.
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do pewnych krotnosci mD tak, aby dywizor ten stat si¢ catkowitym. OczywiScie bardzo uzy-
tecznym bytoby wiedziec, juz na samym starcie naszych rozwazarn i niezaleznie od dywizora
D, jaka krotno$¢ dywizora nalezy wziaé tak, aby mD byt catkowitym dywizorem. Rozwaza-
nia te prowadza do nastgpujacego problemu.

Problem 2.1. Niech X bedzie gtadkq powierzchniq rzutowq. Czy istnieje liczba catkowita
d(X) > 1 o tej wlasnosci, ze dla kazdego dywizora catkowitego pseudoefektywnego D mia-
nowniki w rozktadach Zariskiego D sq ograniczone z gory przez d(X)?

Jezeli takie ograniczenie d(X) istnieje, to wowczas mowimy, ze X ma wtasnos¢ ograni-
czonych mianownikéw w rozktadach Zariskiego.

Hipoteza 2.2 (Hipoteza o ograniczonych mianownikach w rozktadach Zariskiego). Kazda
gtadka powierzchnia rzutowa w charakterystyce 0 posiada wtasnos¢ ograniczonych mianow-
nikow w rozktadach Zariskiego.

Warto zaznaczy¢, ze powyzszy problem zostat sformutowany przez Alexa Kiironye w 2009,
i problem ten byt otwarty do 2017 roku.

Biorac d(X)! uzyskujemy globalng liczbg, ktéra pozwala pozby¢ si¢ mianownikéw we
wszystkich rozktadach Zariskiego dywizoréw catkowitych psuedoefektywnych dla powierz-
chni X. Interesujacym problemem jest stwierdzenie, czy dla danej powierzchni liczba d(X)
jest, w zaleznosci tylko od geometrii powierzchni X, ograniczona. Okazuje si¢, dos$¢ zaska-
kujaco, ze wlasnos$¢ ograniczonych mianownikéw w rozkladach Zariskiego dla powierzchni
X jest rOwnowazna z tym, ze powierzchnia X posiada wtasno$¢ ograniczonej ujemnosci.

Twierdzenie 2.3 ([Habl]). Dla gtadkiej powierzchni rzutowej X nad ciatem algebraicznie
domknietym dowolnej charakterystyki nastepujqce warunki sq rownowazne:

e X posiada wtasnoS¢ ograniczonych mianownikéw w rozktadach Zariskiego,
e X posiada wltasnosc¢ ograniczonych samoprzecieé krzywych.

W nastepnej czgs$¢ autoreferatu przedstawimy Sciste zaleznosci pomiedzy d(X) i b(X) dla
ustalonej powierzchni X.
Mianowniki w rozkladach Zariskiego
Niech X bedzie gtadka powierzchnig oraz D catkowitym dywizorem pseudoefektywnym na
X. Wéwczas wynik Fujity [15] rozszerzajacy wynik Zariskiego [37] méwi nam, ze DD moze
by¢ jednoznacznie przedstawiony jako suma
D=P+N
Q-dywizoréw takich, ze
(1) P jest nef,
(ii) N jest efektywny oraz ma ujemnie okreslong macierz przecigcia, o ile N # 0,
(iii) P - C = 0 dla kazdej sktadowej nieprzywiedlnej V.
Dla pytania dotyczacego ograniczonych mianownikow rozktadu Zariskiego dywizora D wy-
starczy rozwazyC przypadek mianownikéw dla czgSci ujemnej N = Zle a;N;, tj. mianow-
nikéw a;. Zaczniemy od opisu algebraicznego wspoétczynnikoéw a;, ktore sa zadane przez
doktadnie jedno rozwiazanie uktadu réwnan liniowych
k k
D-N;=(P+> aN;)-N;=> a;N;-N;  dlawszystkich j € {1,... k}.
i=1

=1
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Uktad ten moze zostaC przedstawiony w postaci macierzowej jako
S[al,...,ak]t: [D'Nl,...,D'Nk}t,

gdzie S oznacza macierz przeciecia krzywych Ny, ..., Ny, tj. S = [N; - Nj|;; € Myxi(Z).
Poniewaz macierz S jest ujemnie okreslona, zatem posiada niezerowy wyznacznik, i wyko-
rzystujac wzory Cramera uzyskujemy

(1) ai:det[sl,...,Si_l,b,siﬂ,...,sk} ’

det(9)
gdzie s; oznacza i-ta kolumng macierz S oraz b = [D - Ny,..., D - N;]'. Na mocy powyz-
szych rozwazan, dla dywizoréw z czeScia ujemng N z noS$nikiem Ny, . .., Nj, mianowniki w

rozktadzie Zariskiego sa ograniczone przez | det(.S)].

Uwaga 2. Zauwazmy, ze powyzsze rozumowanie pozwala nam na znalezienie ograniczenia
gbérnego na mianowniki wspoétczynnikoéw czesci ujemnej w rozktadach Zariskiego dla po-
wierzchni dla ktérych stozek dywizoréw pseudoefektywnych jest wieloScianem wymiernym
— w tej sytuacji posiadamy tylko skonczenie wiele zbioréw {Ny, ..., Ny}, ktére moga byé
nos$nikami czesci ujemnych w rozktadach Zariskiego, zatem uzyskujemy nastgpujace ograni-
czenie:

d(X) = max{| det(S;)| | S; jest ujemnie okreslong podmacierza gtéwna macierzy S},

gdzie przez S oznaczamy macierz przecigcia wszystkich nieprzywiedlnych i zredukowanych
krzywych o ujemnym samoprzecigciu.

Powyzsze ograniczenie do$¢ sugestywnie pokazuje, ze jezeli na danej powierzchni X
liczba krzywych ujemnych jest nieskoficzona, to wéwczas moze si¢ okazaé, ze analogicz-
nie rozwazane supremum po wszystkich ujemnie okreslonych podmacierzach giéwnych nie
jest skonczone. Przypadek ten jest gldwnym tematem nastgpnej sekcji.

Ograniczone mianowniki a hipoteza o ograniczonych samoprzecigciach

W tej sekcji przedstawimy giéwne sktadniki wchodzace w sktad Twierdzenia 2.3. Ponizsze
rezultaty prezentuja zwiazki pomigdzy liczbami d(X) i b(X') w Scistym sensie.

Pierwszy rezultat prezentuje ograniczenie na d(X) wykorzystujac informacje¢ o skoriczo-
nosci liczby b(X') oraz Twierdzenie Hodge’a o indeksie.

Twierdzenie 2.4. Niech X bedzie gtadkq powierzchniq rzutowq o tej wltasnosci, Ze samoprze-
cigcia wszystkich zredukowanych i nieprzywiedlnych krzywych sq ograniczone przez —b(X).
Wéwczas X posiada wltasno$¢ ograniczonych mianownikéw w rozktadach Zariskiego. Scislej
ujmujqc, jezeli p(X) oznacza liczbe Picarda powierzchni X, to wéwczas

d(X) < b(X)PX)—L,
PrzejdZmy zatem do implikacji odwrotnej.

Twierdzenie 2.5. Niech X bedzie gtadkq powierzchniq rzutowaq. Jezeli X posiada wtasnosc
ograniczonych mianownikéw w rozktadach Zariskiego ze statq d(X), to wéwczas X posiada
wiasno$¢ ograniczonych samoprzeciec krzywych. Scislej uimujac, jezeli /\ oznacza wyréinik
kraty Nérona-Severiego N'(X) (tj. wyznacznik formy przeciecia), to wéwczas

b(X) < d(X)-d(X)!-|A].
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Ponizej przedstawimy ciekawe przyktady powierzchni, dla ktérych hipoteza o ograniczo-
nych mianownikach w rozkladach Zariskiego jest prawdziwa. Zanim jednak to nastapi, po-
damy kanoniczny przyktad powierzchni X w dodatniej charakterystyce, dla ktérej nie zacho-
dzi ani hipoteza o ograniczonej ujemnosci, ani hipoteza o ograniczonych mianownikach w
rozktadach Zariskiego.

Przyktad 3 (Powierzchnie z nieograniczonym mianownikami rozktadéw Zariskiego w dodat-
niej charakterystyce). Niech C bedzie krzywa genusu g > 2 zdefiniowana nad cialem skon-
czonej charakterystyki p > 0. Powierzchnia X = C' x C nie posiada wtasnosci ograniczonej
ujemnosci, tj. dla wykresu T',, n-tej iteracji morfizmu Frobeniusa mamy I'2 = p"(2 — 2g) —
—o0. Na mocy Twierdzenia 2.3 powierzchnia X musi posiadaé nieograniczone mianowniki
w rozktadach Zariskiego.

Oznaczmy przez F, wiékno rzutowania na druga wspétrzedna X — C'irozwazmy dywi-
zor D,, = F5 +I',,. Czes$¢ ujemna w rozktadzie Zariskiego dywizora D,, ma w nosniku tylko
krzywa I',,, oraz wspétczynnik

D,-T, 1+712
T
Poniewaz licznik 1 mianownik sa wzglednie pierwsze dla kazdego n, zatem mianownik w
rozkladzie Zariskiego jest réwny —I'2 = p™(2g — 2) — o0, jesli tylko n — oo.

W ostatnim przyktadzie przedstawimy przyktady powierzchni dla ktérych mozemy zna-
lez¢ explicite wartosci b(X) oraz d(X).

Przyktad 4 (Powierzchnie z numerycznie efektywna antykanoniczng wiazka). Niech X be-
dzie powierzchnig taka, ze — K x jest numerycznie efektywny. Na mocy reguty dotaczania
uzyskujemy b(X) = 2. Zauwazmy, ze dla kazdej zredukowanej i nieprzywiedlnej krzywej C'
mamy 2p,(C) — 2= Kx - C + C? < C?, stad C? > —2.

Powyzsze rozwazanie pozwala nam stwierdzi¢, ze dla kazdego dywizora catkowitego pseu-
doefektywnego D na powierzchni X rozklad Zariskiego 2°~!! - D ma catkowite wsp6tczyn-
niki.

Inne wyniki powiazane z tematyka ograniczonych mianownikéw w rozkladach
Zariskiego
[1] B. Harbourne, P. Pokora, H. Tutaj-Gasiiska, On integral Zariski decompositions of

pseudoeffective divisors on algebraic surfaces. Electron. Res. Announc. Math. Sci. 22:
103-108 (2015).

Pierwszym problemem, ktéry chcieliSmy rozwiazaé, dotyczyl relacji pomigdzy
d(X) oraz b(X) dla ustalonej powierzchni algerbaicznej X .

Problem 2.6. Niech X bedzie gtadkq zespolong powierzchniq rzutowq o tej wtasno-
sci, ze d(X) = 1. Czy prawdaq jest, ze wowczas b(X) = 17

Okazuje si¢, ze odpowiedZ na powyzszy problem jest negatywna, tj. istnieje gladka
zespolona powierzchnia rzutowa X taka, ze d(X) = 1, ale b(X) = 2.

Twierdzenie 2.7. Istnieje gtadka zespolona rzutowa K3 powierzchnia X o liczbie
Picarda 2 i formie przeciecia
-2 4
4 =2
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taka, ze kazdy dywizor catkowity pseudoefektywny na X posiada catkowity rozktad
Zariskiego.

Inny wynik pracy, dos¢ zaskakujacy, podaje zwiazek pomigdzy staba hipoteza
SHGH a catkowitymi rozktadami Zariskiego catkowitych dywizoréw pseudoefek-
tywnych na rozdmuchaniach zespolonej ptaszczyzny rzutowej. Przypomnijmy, ze
staba hipoteza SHGH orzeka, ze na rozdmuchaniu zespolonej ptaszczyzny rzutowe;]
wzdluz s > 10 punktéw w pozycji bardzo ogélnej jedynymi krzywymi ujemnymi sg
(—1)-krzywe.

Twierdzenie 2.8. Niech m : X — P? bedzie rozdmuchaniem (mozna zatoiyé, ze
nad ciatem algebraicznie domknigtym dowolnej charakterystyki) wzdtuz skoriczonego
zbioru punktow p1, ..., ps (dopuszczamy, Ze punkty te mogq by¢ infinitezymalnie bli-
skie). Przypusémy, Ze kazdy dywizor catkowity pseudoefektywny D posiada catkowity
rozktad Zariskiego. Wowczas wszystkie krzywe ujemne na X posiadajq samoprzecie-
cie —1, tj. sq to (—1)-krzywe.

M. Kapustka, G. Mongardi, G. Pacienza, P. Pokora, On the Boucksom-Zariski de-
composition for irreducible symplectic varieties and bounded negativity. Dostgpna
pod adresem internetowym https://arxiv.org/pdf/1911.03367.pdf.

Naturalnym pytaniem, jakie mozemy zada¢, jest mozliwo$¢ zbadania problemu
ograniczono$ci mianownikéw w rozktadach Zariskiego dla rozmaitosci algebraicz-
nych wymiaru wigkszego od 2. Naszym wyborem w pracy jest klasa nierozktadanych
rozmaito$ci symplektycznych, a wynika to z faktu istnienia rozktadu Boucksoma-
Zariskiego, ktory posiada wszystkie pozadane wlasnosci z perspektywy badania pro-
blemu ograniczonosci. Giéwne wyniki uzyskane w tym konteksScie sa nastgpujace.

Twierdzenie 2.9. Niech X bedzie gtadkq rzutowq nierozktadalng rozmaitosciq sym-
plektycznq o liczbie Picarda p(X). Wéwczas mianowniki we wspdtczynnikach do-
datniej i ujemnej czesci dla rozktadow Boucksoma-Zariskiego dla wszystkich pseu-
doefektywnych dywizoréw Cartiera sq ograniczone przez (4 - (#(Ax))?P =1, przy
czym

Ax = H*(X,7)"/H*(X,Z).

Whniosek 2.10. Niech X bedzie gtadkaq rzutowq nierozktadalng rozmaitosciq sym-
plektyczng wymiaru 2n i niech L € Pic(X) bedzie duiq wiqzkq liniowg. Wowczas
dla m takiego, Ze

m > %(2n +2)(2n + 3)(4 - (#(Ax))PXO-H)

odwzorowanie skojarzone 7 systemem liniowym |mL| jest biwymierne na obraz.

2.2. Indeksy Harbourne’a i konfiguracje krzywych na powierzchniach algebraicznych.
Na samym poczatku skupimy si¢ na d-konfiguracjach krzywych na zespolonej plaszczyznie
rzutowej.

Definicja 2.11. Niech C = {C}, ..., C.} C PZ bedzie konfiguracjq T > 3 krzywych. Méwimy,
ze C jest d-konfiguracja, jezeli

wszystkie sktadowe nieprzywiedlne C; sq gtadkie i majq ten sam stopien d > 1,


https://arxiv.org/pdf/1911.03367.pdf

e kazda para krzywych przecina sig tylko transwersalnie, tj. lokalnie te przecigcia wy-
gladajq jak x1 - x5 = 0,
e nie istnieje punkt, w ktorym przecinajq sig wszystkie krzywe jednoczesnie.

Nasze d-konfiguracje moga by¢ traktowane jako uogélnienia konfiguracji prostych - w
oczywisty sposob 1-konfiguracje to dokladnie konfiguracje prostych na plaszczyznie. Dla
przykladu, 2-konfiguracje bedziemy nazywac konfiguracjami stozkowych, nawet jesli w og6l-
nosci konfiguracje stozkowych moga posiada¢ osobliwosci, ktére nie sa zwyczajne. Mamy
jednak nadzieje, ze nasza definicja jest akceptowalna i nie bedzie prowadzi¢ do nieporozu-
mien. Analogicznie do przypadku konfiguracji prostych (badz tez w ogélnosci dla konfigu-
racji krzywych posiadajacych osobliwosci zwyczajne), dla d-konfiguracji C oznaczamy przez
t, liczbg punktéw krotnosci r, tj. punktéw przecigcia doktadnie r krzywych z konfiguracji.
Ponadto dla i € {0, 1} definiujemy

fi = Z Titr.

r>2

Definicja 2.12 (Globalny indeks Harbourne’a stopnia d). Globalnym indeksem Harbourne’a
stopnia d dla P% nazywamy

hq(PZ) = infeh(PE; C),
gdzie infimum jest brane po wszystkich d-konfiguracjach C ustalonego stopnia d > 1 w PA.

Rozpoczynamy od wyniku poswigconego przypadkowi prostych na zespolonej ptaszczyz-
nie rzutowej. Wynik ten zostal zaprezentowany przez kandydata w 2014 roku podczas warsz-
tatow Negative curves on Algebraic Surfaces [12, s. 567] 1 zostal wykorzystany do podania
oszacowania dolnego dla tzw. globalnej liniowej statej Harbourne’a [4].

Twierdzenie 2.13 ([4]). Przy oznaczeniach jak powyzej,
hi(P%) > —4.

Aby poda¢ powyzsze szacowanie potrzebujemy bardzo mocnego rezultatu, o ktérym wspo-
minaliSmy juz we wprowadzeniu, mianowicie nieréwnos$ci Hirzebrucha [19].

Twierdzenie 2.14. Niech L bedzie konfiguracjq T > 4 prostych o tej wltasnosci, e t, =
t.—1 = 0. Wowczas

3
ot St 27+ > (r— 4t

r>5

Bazujac na powyzszym rezultacie, dos¢ tatwo udowodni¢ ograniczenie dolne dla hq (P2),
a po dalsze szczegébty odsytamy do [4, Theorem 3.13]. W ten dos¢ zaskakujacy sposéb uzy-
skaliSmy globalne efektywne oszacowanie dolne, ktére nie zalezy od zadnych informacji,
ktére mozemy stowarzyszyC z konfiguracja prostych. DoS¢ naturalnym pytaniem, ktére za-
dajemy teraz, jest doktadno$¢ powyzszego szacowania, tj. czy istnieje konfiguracja prostych
dla ktérej indeks Harbourne’a jest bliski —4.

Przyktad 5. Ta konstrukcja jest datowana na koniec XIX wieku, pochodzi z pracy Wimana
[38], i jest Scisle zwiazana z teoria nieprzywiedlnych zespolonych grup odbic. Istnieje kon-
figuracja VW (ktdra jest jedyna z doktadnoscia do rzutowej rownowaznoS$ci) sktadajaca si¢ z
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45 prostych zawartych w P% oraz posiada 120 potrjnych, 45 poczwoérnych, i 36 popiatnych
punktow przecigcia. Obliczajac indeks Harbourne’a dla tej konfiguracji uzyskujemy

45 —3-120—4-45—-5-36 225
h(PE; W) = =—"~-3.36
(Pe; W) 201 67 ’

i jak si¢ okazuje jest to rekordowa konfiguracja, tj. posiadania najmniejsza znang warto$¢

indeksu Harbourne’a w klasie zespolonych uktadéw prostych na plaszczyznie rzutowe;.

Przechodzimy teraz do przypadku indekséw Harbourne’a dla uktadéw stozkowych, tj. 2-
konfiguracji. Rezultat ten pochodzi ze wspdlnej pracy kandydata z H. Tutaj-Gasifiska [29].

Twierdzenie 2.15. Dla konfiguracji stozkowych zachodzi nastepujqce szacowanie
9
h (IP%) > —5.

Jezeli nasza konfiguracja stozkowych dopuszcza punkty przecigcia ¢, = 4 lub ¢, = 3,
to wéwczas oszacowanie —g rowniez jest prawdziwe dla takich konfiguracji. W przypadku
konfiguracji stozkowych z ¢, = 2 mamy réwniez dolne oszacowanie indekséw Harbourne’a,
ale jest ono bardziej skomplikowane. W celu znalezienia takiego oszacowania wykorzystu-
jemy naturalne utozsamienie pomig¢dzy konfiguracjami stozkowych z dwoma punktami bazo-
wymi oraz konfiguracjami (1, 1)-krzywych na kwadryce Pt x P%. W przypadku konfiguracji
stozkowych z t, = 1 nie mozemy powiedzie¢ zbyt wiele, co jest trochg rozczarowujace.
Giéwnym powodem takiej sytuacji jest przeszkoda techniczna, ktéra uniemozliwia przepro-
wadzenie konstrukcji nakrycia analogicznej do tej wskazanej przez Hirzebrucha.

Od tego momentu skupiamy si¢ na ogélnym przypadku d-konfiguracji z d > 3. Pierwszym
krokiem do podania ograniczenia dolnego jest nastepujaca nierownos¢ typu Hirzebrucha,
ktéra zostata udowodniona przez kandydata.

Twierdzenie 2.16 ([Hab2)). Niech C C P% bedzie d-konfiguracjq z d > 3 oraz T > 4.

Wowczas
7 9
(§d2 — Ed)T + 9 + t3 2 E (T - 4)t7‘

r>5

Omowimy tutaj, w sposéb dos¢ skondensowany, przebieg dowodu powyzszej nierdwnosci.
Gtéwny pomyst konstrukcyjny pochodzi z pracy Hirzebrucha, w ktérej to wykorzystal na-
krycie abelowe zespolonej ptaszczyzny rzutowej rozgatezione wzdtuz konfiguracji prostych.
Takie nakrycia sa zadane przez rozszerzenia Kummera. W dowodzie powyzszej nieréwnosci
zastosowaliSmy réwniez nakrycie abelowe rozgatezione wzdtuz d-konfiguracji C dla d > 3
oraz 7 > 4 o wyktadniku nakrycia n > 2. Konstrukcja ta prowadzi do powierzchni alge-
braicznej X,, z osobliwos$ciami, ktére pochodza od punktéw przecigcia konfiguracji. Mozna
pokazad, korzystajac z rozwazan lokalnych, ze powierzchnia X, jest osobliwa doktadnie nad
punktem p wtedy 1 tylko wtedy, gdy p jest punktem osobliwym krotnoSci > 3 naszej usta-
lonej d-konfiguracji. W szczeg6lnosci, jezeli wszystkie punkty osobliwe d-konfiguracji to
proste punkty podwdjne, to wéwczas powierzchnia X, jest gtadka. Po rozwigzaniu osobli-
wosci uzyskujemy gtadka powierzchnig Y.°. W kolejny kroku wyznaczamy liczby Cherna, i
okazuje si¢, ze sa one zdeterminowane przez stabe kombinatoryki d-konfiguracji. Co wigcej,
mozna pokazac, ze Y,C jest powierzchnia o nieujemnym wymiarze Kodairy jesli tylko d > 3,
n > 2oraz T > 4, wobec czego mozemy zastosowaé nierdwnos¢ Bogomotowa-Miyaoki-Yau
[24]:

G(Yy) < 3ea(YY).
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Definiujemy wielomian Hirzebrucha
P 302(Yf) - C%(Ync)
e(n) = nd—3 :

Na mocy powyzszej nieréwnosci Bogmotowa-Miyaoki-Yau uzyskujemy Fg(n) > 0. Podsta-
wiajac teraz n = 3 do wielomianu Hirzebrucha uzyskujemy zadana nieréwnos¢, co konczy
nasze rozwazania. Nawet jesli nakreslona konstrukcja wyglada na do§¢ mocno techniczna
(i w rzeczywistoSci tak jest), uzyskana nieréwno$c¢ jest bardzo porgczna i pozwala nam na
jej bezposrednie zastosowanie w kontekscie hipotezy o ograniczonej ujemnosci. Powyzsza
nieréwnos$¢ pozwala udowodni¢ nastgpujace oszacowanie na globalne indeksy Harbourne’a
stopnia d.

Twierdzenie 2.17 ([Hab2]). Niech d > 3 bedzie ustalone. Wowczas

5 9
hq(PZ) > —4 — §d2 + §d.

W ostatniej czesci tej sekcji skupimy si¢ na innej ciekawej klasie konfiguracji krzywych.
Zaktadamy od teraz, ze X jest gladka zespolona powierzchnig rzutowa posiadajaca trywialng
klas¢ kanoniczna, dla przyktadu X = K3. Rozwazamy konfiguracje krzywych wymiernych
na X, tj. C = {C4,...,C;} C X jest konfiguracja gltadkich nieprzywiedlnych krzywych
wymiernych takich, ze wszystkie osobliwosci tej konfiguracji sa zwyczajne. Pierwszym re-
zultatem jest nierdwnos¢ typu Hirzebrucha dla konfiguracji krzywych wymiernych.

Twierdzenie 2.18 ([Hab3]). Niech X bedzie gtadkq zespolong powierzchniq rzutowq z try-
wialng klasq kanonicznq. Zatozmy, ze C C X jest konfiguracjq gtadkich nieprzywiedlnych
krzywych wymiernych posiadajqca T sktadowych oraz tylko zwyczajne osobliwosci. Wow-
czas

AT —ty+ Y (r— 4t < 3ey(X) < 72.

r>3

Nasz dowdd powyzszej nierownosci typu Hirzebrucha opiera si¢ na wykorzystaniu loga-
rytmicznej wersji nieréwnosci Bogomolova-Miyaoki-Yau [25] oraz analizie kombinatoryki
konfiguracji krzywych. Rezultat ten jest kluczowym krokiem do oszacowania dolnego naste-
pujacego globalnego indeksu Harbourne’a.

Definicja 2.19. Niech X bedzie gtadkq zespolong powierzchniq rzutowq posiadajqcq try-
wialnq klase kanonicznq. Liczbe rzeczywistq

Hrational(X) = Hcl'f h(X, C),

gdzie infimum przebiega przez wszystkie konfiguracje wymiernych gtadkich nieprzywiedlnych
krzywych C C X posiadajqcych tylko zwyczajne osobliwosci, nazywamy globalnym wymier-
nym indeksem Harbourne’a powierzchni X.

Twierdzenie 2.20 ([Hab3]). Przy powyiszych oznaczeniach oraz zatoZeniach jak w Twier-
dzeniu 2.18, mamy
Hrational(X) Z —45.

Mozna zapytaé, jak bardzo ujemne moga by¢ indeksy Harbourne’a dla naszych konfi-
guracji krzywych wymiernych. To pytanie jest gtdéwna motywacja dla drugiej czgsci pracy
[Hab3|, gdzie przedstawiamy, na przyktad, dwie ciekawe konfiguracje krzywych na gtadkich
kwartykach w P2, sktadajacych si¢ z doktadnie 16 prostych i doktadnie 8 prostych punktéw
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poczwornych, dla ktorych indeksy Harbourne’a sa rowne —8. To tez pokazuje, ze zachowa-
nie indekséw Harbourne’a dla powierzchni algebraicznych, ktére posiadaja krzywe ujemne,
jest diametralnie r6zne w poréwnaniu z zachowaniem indekséw Harbourne’a dla konfiguracji
krzywych na zespolonej ptaszczyZznie rzutowe;.

Inne wyniki powiazane z tematyka indeksow Harbourne’a i konfiguracji krzywych

W tej czgsci podamy tylko kilka wybranych rezultatow, ktére sa bezposrednio powiazane z
[Hab2] i [Hab3].

(1]

(2]

X. Roulleau, Bounded Negativity, Miyaoka—Sakai Inequality, and Elliptic Curve
Configurations. Int. Math. Res. Not. 2017(8): 2480-2496 (2017).

Autor pracy zajmowal si¢ konfiguracjami krzywych eliptycznych na zespolonych
powierzchniach abelowych. Pierwszy rezultat artykutu przedstawia nierdwnos¢ typu
Hirzebrucha, tj. jezeli C jest konfiguracja krzywych eliptycznych na zespolonej po-
wierzchni abelowej A, to wowczas

3
b+ ts > > (r =4t
r>5
Wykorzystujac powyzsza nieréwnosc¢, autor dowodzi nastgpujacego szacowania dol-
nego dla indekséw Harbourne’a konfiguracji krzywych eliptycznych:

h(A,C) > —A.

Ponadto, autor przedstawia konstrukcjg¢ pewnej rodziny C,, sktadajacej si¢ z gtadkich
krzywych stopnia 3 zawartych w PZ, ktéra dopuszcza nie tylko osobliwosci zwy-
czajne, dla ktérej mamy
h(P%; C,) — —4,

przy czym n — oo. Na mocy tej obserwacji uzyskujemy h(P%) < —4. Wspomniana
powyzej konstrukcja rodziny gtadkich krzywych stopnia 3 ma bardzo ciekawe geo-
metryczne pochodzenie, mianowicie wywodzi si¢ z konstrukcji autorstwa Roulleau
i Urziy prowadzacej do jednospdjnych zespolonych powierzchni ogdlnego typu o
tej wtasnosci, ze ich nachylenia Cherna sa geste w przedziale [2, 3]. Warto réwniez
podkreslié, ze konstrukcja tych powierzchni ukazata si¢ w Annals of Mathematics w
2015 roku.

R. Laface, P. Pokora, Local negativity of surfaces with non-negative Kodaira dimen-
sion and transversal configurations of curves. Glasg. Math. J. 62(1): 123135 (2020).

We wspodlnej pracy kandydata i1 Laface zbadane zostaty indeksy Harbourne’a dla
konfiguracji prostych na gtadkich hiperpowierzchniach stopnia n > 4 w P. Zakta-
damy, ze konfiguracje prostych sa spdjne, tj. nie istnieje prosta, ktoéra nie przecina
innej prostej z konfiguracji.

Twierdzenie 2.21. Niech S, bedzie gladkq hiperpowierzchniq P2 stopnia n > 4 i
niech L bedzie spdjnq konfiguracjq d > 2 prostych zawartq w S,,. Wowczas
h(L;Sy) > —n(n —1).

Co wigcej, powyzsze ograniczenie dolne jest Sciste i jest osiqgane dla konfiguracji
sktadajqcej si¢ z n prostych przecinajqcych si¢ w doktadnie jednym punkcie.



(3]

Drugi gtéwny wynik artykutu jest poSwigcony tzw. transwersalnym konfiguracjom
gtadkich krzywych, tj. takim konfiguracjom krzywych dla ktérych wszystkie punkty
osobliwe sa zwyczajne.

Twierdzenie 2.22. Niech X bedzie gtadkq zespolong powierzchniq rzutowq o nie-
ujemnym wymiarze Kodairy, i niech C = C| + ... + C,, C X bedzie transwersalng
konfiguracjq gtadkich krzywych sktadajqcq si¢ zn > 2 sktadowych nieprzywiedlnych.
Wowczas

Kx.C+ 4&(1 —9(Ci)) —ta + Z(r —4)t, < 3ea(X) — K.

=1 r>3

Korzystajac z powyzszego rezultatu mozemy pokazaé, ze jezeli Hepiptic (X ) ozna-
cza globalny eliptyczny indeks Harbourne’a gladkiej zespolonej powierzchni rzuto-
wej X o nieujemnym wymiarze Kodairy (tj. infimum jest brane po wszystkich konfi-
guracjach sktadajacych si¢ z (gtadkich) krzywych eliptycznych zawartych w X, ktére
posiadaja tylko osobliwos$ci zwyczajne), wtedy

Heniptic(X) > —4 — (3e(X) — K%),

przy czym K x oznacza dywizor kanoniczny oraz e(.X ) topologiczna charakterystyke
Eulera.

R. Laface, P. Pokora, Towards the weighted bounded negativity conjecture for blow-
ups of algebraic surfaces. Manuscr. Math. 163(3-4): 361-373 (2020).

W poprzednich sekcjach autoreferatu rozwazaliSmy konfiguracje krzywych, ktére
posiadaja zwyczajne osobliwosci. W tej czesci skupimy si¢ na przypadku zreduko-
wanych krzywych, ktére posiadaja dowolne osobliwosci. Wydaje sig, ze dla zredu-
kowanych krzywych z dowolnymi osobliwoSciami nieco tatwiej radzimy sobie przy
zalozeniu, ze krzywe na powierzchniach sa nieprzywiedlne, i doktadnie tym przypad-
kiem bedziemy chcieli si¢ zajaé. Nasza gléwna motywacja jest nastgpujaca naturalna
hipoteza, ktéra w literaturze jest nazywana stabq hipotezq o ograniczonej ujemnosci.

Hipoteza 2.23 (WBNC). Niech X bedzie gtadka zespolong powierzchniq rzutowaq,
wtedy istnieje liczba catkowita b, (X) taka, Ze dla wszystkich zredukowanych i nie-
przywiedInych krzywych C' C X mamy

02 > _bw<X) : (H'O)27

gdzie H jest dowolnq wiqzkq liniowq duzq i numerycznie efektywnq o tej wltasnosci,
ze HC > 0.

Powyzsza hipoteza ma dos¢ ciekawe implikacje. Jezeli WBNC jest prawdziwa, to
wowczas globalna stata Seshadriego powierzchni X w punkcie x € X jest dodat-
nia (stata ta jest rowna infimum branym po jednopunktowych statych Seshadriego
w punkcie x € X wzglgdem wszystkich szerokich wiazek liniowych L € Pic(X)).
Gtéwny rezultat artykutu jest uogdélnieniem nieréwnosci, ktéra nosi miano uogélnio-
nej nieréwnosci Orevkova-Zaidenberga.
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Twierdzenie 2.24. Niech X bedzie gtadka zespolong powierzchniq rzutowq o nie-
ujemnym wymiarze Kodairy. Przypusémy, ze C' C X jest zredukowanq i nieprzywie-
dlng krzywa posiadajqcq punkty osobliwe p., ..., ps. Oznaczmy przez j; i m; liczbe
Milnora oraz krotnos¢ punktu osobliwego p;. Wowczas

> 1
m;
=1

Rezultat ten pozwala nam na udowodnienie nastgpujacej wariacji na temat WBNC.

Twierdzenie 2.25. W sytuacji z powyziszego twierdzenia, rozwazmy © : Y — X
rozdmuchanie X wzdtuz n parami roznych punktow. Wowczas istnieje duza i nume-
rycznie efektywna wiqzka liniowa I' na 'Y taka, Ze dla kazdej krzywej zredukowanej i
nieprzywiedlnej C C'Y mamy

c? > —% (3e(X) — Kf() —n—T.C.

W szczegolnosci, nasze ograniczenie dolne jest funkcjq liniowg wzgledem 1'-stopnia.

W przypadku zespolonej ptaszczyzny rzutowej mozemy wykazaé nastepujace twier-
dzenie.

Twierdzenie 2.26. Niech 7 : X,, — P2 bedzie rozdmuchaniem zespolonej ptaszczy-
zny rzutowej wzdtuz n parami réznych punktow. Wowczas dla kazdej zredukowanej i
nieprzywiedlnej krzywej C' C X, (zawsze moZemy zatozyé, Ze C' nie jest dywizorem
wyjatkowym) mamy

C? > —n(C.H),
gdzie H = m*(Opz (1))

[4] A.Dimca, B. Harbourne, G. Sticlaru, On the Bounded Negativity Conjecture and sin-
gular plane curves. Mosc. Math. J. 22(3): 427-450 (2022).

W artykule, ktory jest do$¢ techniczny, autorzy przedstawiajq ograniczenia na nu-
meryczng charakteryzacj¢ krzywych w kontekscie hipotezy o ograniczonej ujemnosci
- krzywe te s3 zdefiniowane nad dowolnym cialem [F. Najciekawszym rezultatem, z
bardzo subiektywnej perspektywy kandydata, jest ten dotyczacy krzywych wymier-
nych zawartych w ptaszczyZnie rzutowej nad cialem F. Okazuje si¢, ze indeks Har-
bourne’a dla wymiernej krzywej C' posiadajacej co najwyzej 9 punktéw osobliwych
spetnia warunek 1 (P2, C') > —2, i ograniczenie to jest prawdziwe bez zadnego zato-
zenia o charakterystyce ciata [F.

2.3. Klastry punktéw oraz konstruowalnos¢ (bardzo) osobliwych krzywych. W tej cze-
$ci autoreferatu skupimy si¢ na wspdlnej pracy kandydata z Joaquimem Roé [Hab4|. Praca
ma charakter do$¢ techniczny, odnosimy si¢ bowiem do teorii klastrow punktéw, ktére wy-
magaja wprowadzania sporej iloSci materiatu wstgpnego, zatem skupimy si¢ na najwazniej-
szych zagadnieniach i krétko skomentujemy zastosowane metody konstrukcyjno-dowodowe
bez odnoszenia si¢ do technikaliow. Naszym celem przewodnim bylo zbadanie hipotezy o
ograniczonej ujemnosci z perspektywy punktéw nieskorniczenie bliskich i tutaj pojawia sig¢
potrzeba wykorzystania teorii klastréw i klastréw z wagami. Naszym punktem startowym
bylta specjalna wersja Problemu 1.4, ktora teraz przytoczymy w dogodnej formie do dalsze]
dyskusji.
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Problem 2.27. Niech S bedzie gtadkq zespolong powierzchniq rzutowq oraz niech b(S) €
L o tej wlasnosci, Ze dla kaidej nieprzywiedlnej i zredukowanej krzywej C' C S mamy
C? > —b(S). Niech n € Ns,. Czy istnieje dodatnia liczha catkowita b(S,n) taka, ze dla
kazdego morfizmu S, = S, ktory jest ztozeniem dowolnych n punktowych rozdmuchan, i dla
kazdej nieprzywiedinej (zredukowanej) krzywej C C S, mamy C? > —b(S,n)?

Jezeli odpowiedZ na powyzsze pytanie bylaby twierdzaca dla danej powierzchni S i do-
wolnego n > 1, to wéwczas wszystkie gtadkie powierzchnie rzutowe biwymierne z S spet-
niatyby hipoteze o ograniczonej ujemnosci. Zasadniczy problem polega na tym, ze nie mamy
ani jednego przypadku powierzchni dla ktérej odpowiedZ bytaby znana dla kazdego n. Przy-
pomnijmy, ze w najprostszym przypadku S = P2 warto$¢ b(P%, n) jest nieznana dla n > 10.

Poniewaz samoprzecigcie transformaty wlasciwej C' na rozdmuchaniu 7, powierzchni S w
punkcie p € C wynosi C? = C? — m?(C'), zatem oczekujemy, ze stata b(S, n), o ile istnieje,
powinna by¢ funkcja rosnaca wzgledem n. W przypadku zespolonej plaszczyzny rzutowej,
wobec istnienia krzywych wymiernych Severiego stopnia d posiadajacych doktadnie n :=
(d — 1)(d — 2)/2 prostych punktéw podwdjnych, jezeli b(P%, n) istnieje dla kazdego n, to
wowczas

liminf, . (b(P%,n)/n) > 2.
Wynika to z faktu, ze samoprzecigcie transformaty wtasciwej krzywej na rozdmuchaniu
wzdhuz n punktéw wynosi d> — 4n ~ —2n + 3v/2n. W szczegdlnosci, b(P%, n) musi ro-
snaé przynajmniej liniowo wzgledem n.

Nie jest znany zaden przyktad ciagu nieprzywiedlnych krzywych dla ktérego ujemnos¢ (w
sensie warto$ci samoprzecigcia) rostaby szybciej niz 2n, wobec czego naturalnym krokiem
jest rozwazanie konfiguracji krzywych na powierzchniach algebraicznych. Definiujemy

Srp—S CCSx n
n-punktowe rozdmuchanie \ zredukowana

h(S,n) = inf { inf C—Q} € RU{—o0},

zatem b(S,n) istnieje wtedy i tylko wtedy gdy wartos¢ h(S,n) jest skoriczona. Przyktad
rodziny konfiguracji gtadkich krzywych stopnia 3 zawartych w P4 pokazuje nam, ze

liminf, . h(PE,n) < —4,

oraz nie istnieje zaden przyktad rodziny krzywych dla ktérego ujemnos¢ rostaby szybciej niz
liniowo, zatem [4, Problem 3.10] skupia si¢ na pytaniu czy rzeczywiscie lim,,_, . h(P%, n) =
—4.

Pierwszym wspolnym wynikiem kandydata 1 Roé jest twierdzenie ukazujace, ze jezeli
infnh(]P’%, n) byloby wartoscia skoriczong (co jak wiem pozostaje kwestia otwarta), to wow-
czas to infimum nie jest wyliczane przez C?/n dla jakiej$ krzywej zredukowanej C' na roz-
dmuchaniu S, — P2 powierzchni P% wzdhuz n punktéw.

Twierdzenie 2.28 ([Hab4]). Niech h = infnh(]P’%, n). Wowczas dla kazdego morfizmu S, N
PZ, ktéry jest n-punktowym rozdmuchaniem oraz dla kazdej zredukowanej krzywej C' C Sy
mamy C* > h - n.

Przechodzimy teraz do dyskusji na temat indekséw Harbourne’a dla zredukowanych krzy-
wych na powierzchniach algebraicznych. Jak zaobserwowaliSmy we wprowadzeniu, indeksy
te moga by¢ traktowane jako wazone samoprzecigcia krzywych krzywych ujemnych podzie-
lone przez liczbe punktéw osobliwych, ktére te krzywe posiadaja. Ogolniejsza definicja,
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wprowadzajaca pojecie statej Harbourne’a z uwzglednieniem klastrow punktéw, przedsta-
wia si¢ nastgpujaco.

Definicja 2.29. Niech C' C P% bedzie zredukowang krzywq stopnia d oraz niech K C P2
bedzie ustalonym skoriczonym zbiorem punktow. Statq Harbourne’a krzywej C wzdtuz K

definiujemy jako
d* =3 e mp(C)?

K| ’
przy czym | K| oznacza licznosé K. W przypadku punktow nieskoriczenie bliskich mamy co
nastepuje. Jezeli p; € S;, przy czym Sy = ]P’% oraz m; : S;11 — S; jest rozdmuchaniem w
punkcie p;, i wtedy m,,, (C') zastepujemy przez krotmos¢ transformaty wtasciwej krzywej C' w
punkcie p;.

W sytuacji niniejszej definicji, indeks Harbourne’a krzywej C' posiadajqcej tylko osobli-
wosci zwyczajne jest zdefiniowany jako

h(PZ; C) := H(C,Sing(C)).

Do tego momentu (w autoreferacie) najbardziej ujemna krzywa, w sensie wartosci in-
deksu Harbourne’a, w klasie krzywych zredukowanych zawartych w P4 posiadajacych tylko
osobliwosci zwyczajne jest konfiguracja prostych Wimana, oznaczana przez WV, dla ktére;j
h(P4; W) = —225/67 ~ —3.358. W pracy [Hab4] skonstruowaliSmy rodzing krzywych o
rekordowo niskich wartoSciach indeksu Harbourne’a, i to przy dodatkowym zatozeniu, ze
wszystkie osobliwosci krzywych sa zwyczajne.

H(C, K) =

Twierdzenie 2.30 ([Hab4]). Istnieje (rodzina) zredukowanych krzywych C' C P2 z osobli-
wosciami zwyczajnymi o tej wlasnosci, ze wartos¢ h(P%; C) jest dowolnie bliska —25/7 ~
—3.571.

Nasza konstrukcja wykorzystuje klasyczne nakrycie Kummera

T PAo[r:iy: 2] = 28 yf M e P2

ktére jest rozgatezione wzdluz zyz = 0, przy czym dla £ € Z>,. Nakrycie 7 stosujemy do
konfiguracji 45 prostych Wimana W w ten sposob, ze dla kolejnych odpowiednio duzych
wartosci k konstruujemy ciag krzywych C, biorac przeciwobrazy. Przechodzac do granicy
wzgledem £ uzyskujemy

—225 201 25
li h(PL;Cp) = —— - —— = - =~ —3.571.
mieooh(Pe; On) = =57~ 105 = 77
Inne wyniki powiazane z tematyka indeks6w Harbourne’a, klastréw punktow, i
konstruowalnosci (bardzo) osobliwych krzywych z wykorzystaniem morfizméw
rozgatezionych
[1] P. Pokora and J. Roé, The 21 reducible polars of Klein’s quartic. Exp. Math. 30(1): 1
— 18 (2021).

W niniejszym artykule skupiliSmy si¢ na konstrukcji tzw. konfiguracji Kleina krzy-
wych ptaskich. Nasze krzywe sa skonstruowane z wykorzystaniem morfizmu gra-
dientowego wyznaczonego przez pochodne czastkowe standardowego réwnania kwar-
tyki Kleina, tj.

Dy ayP +yl =0
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(2]

(3]

Kwartyka Kleina jest bardzo specjalna z perspektywy twierdzenia Hurwitza, ot6z
rzad grupy autmorfizméw tej krzywej posiada maksymalng mozliwa wartos¢ (dla
krzywych stopnia 4) réwna 168. Grupa automorfizméw dziata na plaszczyznie rzuto-
wej, a w szczegblnosci pozwala nam skonstruowaé konfiguracje sktadajaca si¢ z 21
prostych oraz 28 potréjnych i 21 poczwoérnych punktéw przecigcia - jest to stynna
konfiguracja Kleina prostych. Korzystajac teraz z morfizmu gradientowego zastoso-
wanego do odpowiednio dobranego réwnania definiujacego dla konfiguracji prostych
Kleina uzyskujemy krzywa stopnia 63, ktéra rozpada si¢ na dwie orbity dlugosci 21,
pierwsza sktada si¢ z 21 prostych Kleina, a druga skfada si¢ z 21 gladkich stozko-
wych. Kazda para prosta-stozkowa dostarcza nam doktadnie dwa punkty przecigcia,
zatem nasza krzywa stopnia 63 posiada doktadnie 2-21 = 42 proste punkty podwdjne,
9 .- 28 = 252 proste punkty potrdjne, oraz 9 - 21 = 189 proste punkty poczworne.
Okazuje sig¢, ze z powodzeniem mozemy kontynuowac¢ wskazang procedure¢. Biorac
przeciwobraz krzywej stopnia 63 wzgledem morfizmu gradientowego otrzymujemy
krzywa, ktéra sklada si¢ z 21 prostych, 21 gtadkich stozkowych, oraz 21 krzywych
stopnia 6, jednakze osobliwosci tej krzywej sktadajacej si¢ z trzech orbit dlugosci 21
przestaja by¢ zwyczajne (w odréznieniu do przypadku prostych i stozkowych).

I. Dolgachev, A. Laface, U. Persson, G. Urzda, Chilean configuration of conics, lines
and points. Ann. Sc. Norm. Super. Pisa, Cl. Sci. (5) 23(2): 877-914 (2022).

W tym interesujacym artykule autorzy konstruuja niezwykle nietrywialng konfi-
guracje skladajaca si¢ z 12 gladkich stozkowych zawartych w P% przecinajacych sig
parami transwersalnie w 9 punktach krotnosci 8 oraz w 12 prostych punktach podwéj-
nych. Konfiguracja ta moze by¢ traktowana jako naturalne uogélnienie konfiguracji
12 prostych Hessego, ktéry dostarcza nam 9 punktéw krotnosci 4 oraz 12 punktéw
podwdjnych. Konfiguracja 12 stozkowych jest nazywana w literaturze jako chilijska
konfiguracja 12 stozkowych, 1 zostata ona skonstruowana z wykorzystaniem pegku
Halphena o indeksie 2, ktéry zawiera doktadnie 4 zredukowane i rozkladalne ele-
menty, a kazdy z tych elementéw sktada si¢ z doktadnie 3 gtadkich stozkowych.

C. Galindo, F. Monserrat, C.-J. Moreno-Avila, E. Pérez-Callejo, On the Degree of
Curves with Prescribed Multiplicities and Bounded Negativity. Int. Math. Res. Not.,
https://doi.org/10.1093/imrn/rnac085.

W niniejszej pracy autorzy przedstawiaja dolne ograniczenia na stopien krzywych
zawartych w P4, ktore przechodza przez centra waluacji dywizorialnych v dla P2
przy ustalonych krotnosciach. W tym celu stosuja liczne techniki wykorzystujace teo-
ri¢ klastrow punktéw z wagami. Podaja oni réwniez ciekawe techniczne wyniki do-
tyczace hipotezy o ograniczonej ujemnosci dla tych powierzchni wymiernych, ktére
posiadaja zespolong plaszczyzng rzutowa jako ich relatywny model minimalny.

2.4. Konfiguracje prostych i stozkowych zawarte w zespolonej plaszczyznie rzutowej
w kontekscie wolnosci, hipotezy o ograniczonej ujemnosci, oraz ich ekstremalnych wia-
snos$ci kombinatorycznych. Giéwnym celem niniejszej czgsci jest zaprezentowanie technik


https://doi.org/10.1093/imrn/rnac085
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1 narzedzi, ktore byly rozwijane przez kandydata (réwniez we wspdtpracy ze wspdtautorami)
w celu lepszego zrozumienia kombinatoryki i geometrii konfiguracji krzywych wymiernych
zawartych w zespolonej ptaszczyZnie rzutowej. Bez cienia watpliwosci, teoria konfiguracji
prostych jest bardzo klasycznym obszarem badan, zawierajacym wiele ciekawych i glgbo-
kich wynikéw, ktére dotykaja réwniez innych dziedzin. Jezeli teraz dokonamy poréwna-
nia, nawet do$¢ naiwnego, pomigdzy teorig konfiguracji prostych a rezultatami dotyczacymi
konfiguracji krzywych wymiernych na ptaszczyznie, to mozemy zaobserwowac bardzo duzy
dysonans. Nietrudno przewidzie¢, ze w celu osiagnigcia podobnego poziomu zaawansowa-
nia prowadzonych badan potrzeba jeszcze sporo czasu na nadrobienie zalegloSci. Ta dosé
ogollna obserwacja stanowi podstawowa motywacj¢ do podjecia tematyki konfiguracji pro-
stych i gtadkich stozkowych na plaszczyznie. W szczegblnosci, naszym celem byto podjecie
systematycznych badan odnoszacych si¢ do maksymalnie szerokiego spektrum zagadnier
zwiazanych z ta tematyka. Na samym poczatku rozpocz¢liSmy badania nad konfiguracjami
prostych i stozkowych posiadajacych osobliwos$ci zwyczajne. To zatozenie wydaje si¢ by¢
mocno restrykcyjnym, jednak najwigksza korzyscia ptynaca z tego zalozenia jest mozliwosé
zastosowania podstawowych tozsamosci kombinatorycznych w bardzo szerokim spektrum
zastosowan geometrycznych. W dalszej czgéci autoreferatu oméwimy wyniki dotyczace kon-
figuracji, ktore dopuszczaja rOwniez niezwyczajne punkty osobliwe (tj. styczne punkty po-
dwdjne).

Niech CL = {{y,...,44,CY, ..., Ci.} C P2 bedzie konfiguracja sktadajaca si¢ z d prostych i
k gladkich stozkowych o tej wlasnosci, ze wszystkie punkty osobliwe sa zwyczajne. Korzy-
stajac z twierdzenia Bézouta uzyskujemy nastgpujace zliczanie kombinatoryczne:

4(5) + (g) 1 2kd = 22; (;)t

gdzie t, oznacza liczbe r-krotnych punktéw przecigcia. W dalszej czgSci bedziemy réwniez
korzysta¢ ze znanego juz oznaczenia, mianowicie dla kazdego i € {0, 1} mamy

fi = Z T’itr.

r>2

Pierwszym wynikiem, ktory chcielibySmy zaprezentowacd, to nierdwnos¢ typu de Bruijna-
Erdésa, ktére podaje oszacowanie dolne na liczbg punktéw przecigcia dla pewnej klasy kon-
figuracji prostych 1 stozkowych.

Twierdzenie 2.31 ([Hab7]). Niech CL = {l,...,£4,C}, ...,Cy} C P% bedzie konfiguracjq
sktadajqcq sig z d > 2 prostych i k > 2 stozkowych, ktora posiada tylko zwyczajne osobliwo-
sci. Proypusémy, ze tgrq = tird—1 = thrd—2 = tp+da—3 = 0, wowczas

fo=) tr>k+d

r>2

Dowdd powyzszego twierdzenia to polaczenie klasycznych rozwazan geometrycznych i
podstawowych wtasnoséci formy przecigcia, ktére sa zakodowane za pomoca Twierdzenia
Hodge’a o indeksie.

Kolejny rezultat to nieréwnos$¢ typu Hirzebrucha dla konfiguracji prostych i stozkowych,
ktéry zostal udowodniony, i jest najwazniejszym rezultatem w tej czesci autoreferatu, w pracy
[Hab7].
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Twierdzenie 2.32. Niech CL = {{1,...,£4,C}, ..., Ci} C P2 bedzie konfiguracjq d > 6 pro-
stych oraz k > 2 stozkowych o tej wltasnosci, Ze wszystkie punkty przecigcia sq zwyczajnymi
osobliwosciami. Przypusémy ponadto, ze tq., = 0 oraz moZemy wskazacé podkonfiguracje
sktadajqacq sig z 6 prostych, ktore przecinajq sie tylko w punktach podwojnych i potréjnych.
Wowczas
8k + ty + ztg >d+ ) (2r —9)t,.
r>5

Dowdd powyzszej nierdwnosci opiera si¢ na zastosowaniu teorii nakry¢ abelowych, a do-
ktadniej konstrukcji nakrycia autorstwa Namby. Warto podkresli¢, ze konstrukcja Namby
jest bardziej skomplikowana, 1 mniej elastyczna, niz klasyczna konstrukcja z ktérej korzystat
Hirzebruch w [19].

Przechodzimy teraz do zastosowan powyzszej nierdwnosci, a pierwszy rezultat odnosi si¢
do hipotezy o ograniczonej ujemnosci.

Twierdzenie 2.33 ([Hab7)). W sytuacji z Twierdzenia 2.32, mamy
h(PZ;CL) > —4.5.

W kolejnym kroku badania skupily si¢ na geografii log-powierzchni oraz ich nachylen
Cherna. Niech CL = {/1,...,£4,C4, ...,Cx} C P2 bedzie konfiguracja d prostych i k stoz-
kowych, ktéra posiada zwyczajne osobliwosci. Przypusémy, ze ¢4 = 0. Rozwazmy roz-
dmuchanie f : X —>_]P’(% wzdluz punktéw osobliwych konfiguracji CL krotnosci > 3.
Oznaczmy teraz przez CL zredukowana transformate catkowita konfiguracji CL. Rozwazmy
pare (X, CL), ktdra jest log-powierzchnia algebraiczna. Dla tej pary mozemy szybko wyzna-
czy¢ liczby Cherna, mianowicie

A(X,CL)=9—5d—8k+ > (3r — 4)t,;

r>2
O(X,CL)=3—2d—2k+ Y (r—1)t,.
r>2
Przypomnijmy, ze na podstawie twierdzenia Miyaoki-Sakai, jezeli logarytmiczny wymiar
Kodairy dla pary (X,CL) jest réwny 2, to wéwczas
& (X,CL) < 36,(X,CL).
Przypomnijmy, Ze jezeli rozpatrujemy tylko konfiguracje prostych, tj. £ = 0, to na mocy [32,
Theorem 5.1] mamy
_ 8 _
(X, L) < g@(X, L),

przy czym rownos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy L jest konfiguracja prostych rzutowo
rownowazng dualnej konfiguracji Hessego. Jezeli teraz nasze konfiguracje rozpatrujemy nad
dowolnym ciatem F, Eterovi¢, Figueroa i Urzia w [14] udowodnili, ze

— w2 T
2d -6 < Cl(X’£> <3
d—2 Co (Xa ﬁ)
przy czym rownos¢ po lewej stronie zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy L jest konfiguracja

posiadajaca tylko punkty podwdjne przecigcia, a réwnos¢ po prawej stronie zachodzi wtedy
i tylko wtedy, gdy >, .t = d.
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Jezeli teraz skupimy si¢ na przypadku konfiguracji stozkowych, tj. d = 0, to wtedy, na
mocy rezultatu uzyskanego przez kandydata w [26], zachodzi

#(X,0) < EEQ(X,E),

ale nie wiemy, czy istnieje jakas$ konfiguracja stozkowych ze zwyczajnymi osobliwo$ciami
dla ktérei @3(XC0) 8

aktorej - TF ~ 3

Powyzsze rozwazania stanowia motywacj¢ dla naszego kolejnego problemu badawczego,
czyli wskazanie tych konfiguracji prostych i stozkowych dla ktérych wartosci nachyleri Cherna
sa wysokie. Przypomnijmy, ze iloraz

.  @&@(X,CcL
E(X.CL) = ANCE)

Co(X,CL)
nazywamy nachyleniem Cherna pary (X, CL). Zanim przejdziemy do najwazniejszego wy-
niku w tym kontekscie, przypomnijmy nastgpujace pytanie Urziy [36, Question VII.12] za-
warte w jego pracy doktorskie;.

Problem 2.34. Niech CL C P% bedzie konfiguracjq k > 2 stozkowych i d > 2 prostych o tej
wiasnosci, ze wszystkie osobliwosci sq zwyczajne. Czy prawdaq jest, ze FE(X,CL) < %?

Na ten moment, niestety, nie potrafimy odpowiedzie¢ na to pytanie, co jest trochg¢ rozcza-
rowujace. Z drugiej jednak strony, udato nam si¢ wskazaé konfiguracj¢ prostych i stozkowych
dla ktérej wartosé¢ E(X,CL) jest rekordowo wysoka, i jest to najwyzsza znana warto$¢ na-
chylenia Cherna w tej klasie konfiguracji krzywych.

Przyktad 6. Przypomnijmy, ze wspdlnie z Roé opisaliSmy konfiguracje 21 prostych i 21 stoz-
kowych Kleina, ktéra posiada 42 podwdjne, 252 potréjne i 189 poczwdrne proste punkty
przecigcia. Przeprowadzajac proste obliczenia uzyskujemy
. (X,CL) 9-8-21—-5-21+2-42+5-252+8- 189
B(x.or) = ACE) retet i ~ 2,512,
& (X,CL) 3—2-21—-2-21+42+2-252+3-189

1 jest to najwyzsza znana warto$¢ nachylenia Cherna w klasie prostych i stozkowych z oso-
bliwo$ciami zwyczajnymi.

Przechodzimy teraz do drugiej klasy konfiguracji prostych i stozkowych, ktéra zbadaliSmy
w kontekscie problemu wolnosci. Ta cze$¢ autoreferatu opiera si¢ na wspolnym projekcie
naukowym prowadzonym we wspolpracy z Alexandru Dimca.

Rozpoczynamy od zdefiniowania podstawowych obiektow naszych badan. Niech CL =
{t1,...,44,C4, ..., Cy} C PZ bedzie konfiguracja d prostych oraz k stozkowych. Zalézmy, ze
CL posiada ny prostych punktéw podwdjnych, ¢ stycznych punktéw podwdjnych, oraz ng
prostych punktéw potréjnych. Korzystajac z twierdzenia Bézouta uzyskujemy nastgpujaca
réwno$¢ kombinatoryczna:

4(];) + ((21) + 2kd = ny + 2t + 3ng.

Pierwszym rezultatem jest nieréwnos¢ typu Hirzebrucha, ktdra zostata udowodniona w [Hab6.

Twierdzenie 2.35. Niech CL = {{1,...,44,C4,...,Ci} C P% bedzie konfiguracjq d prostych
i k gtadkich stozkowych o tej wtasnosci, Ze 2k + d > 12. Przypusémy, Ze CL posiada tylko no
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prostych punktow podwadjnych, t stycznych punktow podwdjnych, oraz ns prostych punktow
potréjnych. Wowczas

3

Dowdd powyzszej nierdwnosci opiera si¢ na zastosowaniu wariantu orbifoldowej nieréw-
nosci Bogomolova-Miyaoki-Yau pochodzacej z [22].

Kolejno, korzystajac z pojecia spektrum osobliwosci oraz technik rozwijanych przez Var-
chenke i Steenbrinka, udowodniliSmy nastgpujacy rezultat [Hab6).

Twierdzenie 2.36. Niech CL = {{y,...,4q4,C},...,Cy} C P% bedzie konfiguracjq d > 0
prostych oraz k > 0 gtadkich stozkowych. Zatozmy, ze CL posiada tylko ny prostych punktow
podwajnych, t stycznych punktow podwdjnych, oraz ng prostych punktow potréjnych. Niech
C=0+..4+0;+ Cy+ ...+ Cy oraz zapiszmy stopien konfiguracji m := deg C' = d + 2k
jako m = 3m' + ¢, przy czym e € {1,2,3}. Wowczas

—1 "(5m’ — 3
Hngg(mZ )+k_”“+>

oraz
ny < (m'+1)(2m' +1).

Gtéwny wynik tej czgsci autoreferatu, pochodzacy z [Hab6], dostarcza nam petna klasyfi-
kacje wolnych konfiguracji prostych i stozkowych z ustalonymi jak wyzej osobliwos$ciami.

Twierdzenie 2.37. Niech CL bedzie konfiguracjq d > 1 prostychik > 1 gladkich stozkowych
takq, Ze posiada proste podwdjne, styczne podwdjne, i proste potréjne punkty przecigcia jak
osobliwosci. Wowczas CL jest konfiguracjq wolng wtedy i tylko wtedy, gdy CL jest jednqg
z ponizszych konfiguracji (standardowo ns, t, ng oznaczajq, odpowiednio, liczbe prostych
podwdjnych, stycznych podwdjnych, i prostych potréjnych punktow przeciecia):

(1) d =k = 1oraz CL sktada sie 7 gladkiej stozkowej i prostej stycznej. W tym przypadku
mamyng =n3z =0,1t = 1.

(2) d =2, k =1 oraz CL sktada si¢ 7 gtadkiej stozkowej i dwdch prostych stycznych do
stozkowej. W tym przypadku mamy no =1, n3 =0, t = 2.

(3) d = 3, k = 1iwodwczas albo CL sktada sie 7 gladkiej stozkowej wpisanej w trojkqt
trzech prostych> /\, albo CL sktada sie 7 gladkiej stoikowej opisanej na trdjkacie
trzech prostych . W pierwszym przypadku mamy ny = 3, ng = 0, t = 3, natomiast
w drugim przypadku ny =t = 0, ng = 3.

(4) d = 3, k = 2iCL sktada sig z trojkqta trzech prostych A, gtadkiej stozkowej wpisanej
w A, i drugiej stozkowej opisanej na A. W tym przypadku mamy ny, = 0, ng = 3,
t=>.

W szczegolnosci, kazda z powyzszych konfiguracji wolnych jest wyznaczona, z doktadnosciq
do rzutowej rownowaznosci, przez stabq kombinatoryke (d, k;na, t, ng).

Wobec powyzszego, uzyskujemy nastgpujacy wniosek bedacych najwazniejszym o0sia-
gnigciem kandydata w kontekscie wolnych krzywych zredukowanych.
Whiosek 2.38. Numeryczna hipoteza Terao zachodzi dla konfiguracji prostych i gtadkich
stozkowych z prostymi podwdojnymi, stycznymi podwaojnymi, i prostymi potrojnymi punktami
przecigcia.

2Jest to konfiguracja trzech prostych, ktére przecinaja si¢ w doktadnie trzech punktach podwdjnych.
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Inne wyniki powiazane z tematyka wolnych i niemal wolnych zredukowanych

krzywych ptaskich

Przedstawiamy tylko kilka wynikéw badan powigzanych z tematyka wolnosci i niemal wol-
nosci krzywych ptaskich.

(1]

(2]

(3]

A. Dimca, M. Janasz, P. Pokora, On plane conic arrangements with nodes and tacno-
des. Innov. Incidence Geom. 19(2): 47 — 58 (2022).

W niniejszej pracy badamy konfiguracje gtadkich stozkowych, ktére posiadaja
tylko proste 1 styczne punkty podwdjne. Gtéwnym wynikiem pracy jest twierdze-
nie, ze jezeli C = {CY,...,C}} C PZ jest konfiguracja k > 6 gtadkich stozkowych,
ktéra posiada tylko proste punkty podwdjne oraz doktadnie ¢ stycznych punktéw po-

dwdjnych, to wéwczas
2

k
t < — + 3k.
_3+

W szczeg6lnosci, wynik ten poprawia ograniczenie dolne na liczbg stycznych punk-
tow podwojnych dla konfiguracji gtadkich stozkowych udowodnione przez Miyaoke
w [25] w przypadku, gdy £ > 16.

Drugim najwazniejszym wynikiem niniejszej pracy jest petna charakteryzacja kon-
figuracji niemal wolnych sktadajacych si¢ z gtadkich stozkowych posiadajacych tylko
proste i styczne punkty podwdjne.

Twierdzenie 2.39. Niech C C P2 bedzie konfiguracjq sktadajacq si¢ k > 2 gladkich
stozkowych posiadajqcych tylko proste i styczne punkty podwdjne jako osobliwosci.
Wowczas C jest niemal wolna wtedy i tylko wtedy, gdy

k<4orazt=k(k—1).

P. Pokora, Q-conic arrangements in the complex projective plane. Dostgpna pod ad-
resem internetowym https://arxiv.org/abs/2203.11503.

Gléwnym celem artykutu jest zbadanie wlasnosci wolnosci dla uktadéw gladkich
stozkowych, ktére dopuszczaja proste punkty podwdjne, styczne punkty podwdjne,
proste potrdjne i poczwodrne punkty przecigcia. Gtéwny rezultat, ktéry jest dos¢ za-
skakujacy, mozna sformutowac nastgpujaco.

Twierdzenie 2.40. Niech C C P% bedzie konfiguracja k > 3 gladkich stozkowych,
ktora dopuszcza tylko proste punkty podwdjne, styczne punkty podwaojne, proste po-
trdjne i poczworne punkty przecigcia. Wowczas C nigdy nie jest wolna.

A. Galecka, On the nearly freeness of conic-line arrangements with nodes, tacnodes,
and ordinary triple points. Bol. Soc. Mat. Mex., 1II. Ser. 28(3): Paper No. 67, 12 p.
(2022).

Autorka udowodnita, ze jezeli istnieje niemal wolna konfiguracja prostych i stoz-
kowych z prostymi punktami podwdjnym, stycznymi punktami podwdjnymi, oraz
prostymi potréjnymi punktami przecigcia, to wowczas jej stopien jest mniejszy badz
rowny od 12. W kolejnym kroku, autorka pokazata, ze istnieja przyktady takich kon-
figuracji prostych i stozkowych gdy stopien konfiguracji jest réwny 3,4, 5,6,7. Co
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wigcej, stosujac nierownos¢ typu Hirzerbucha dla takich konfiguracji, autorka dowo-
dzi, ze nie mozna skonstruowa¢ takich konfiguracji w stopniach 10,11, 12. Wobec
tego, aby zakonczy¢ procedure klasyfikacyjna, pozostaje sprawdzi¢ konstruowalnosé
takich konfiguracji w stopniach 8 i 9, co okazuje si¢ jednak by¢ bardzo trudnym (i
nadal otwartym) problemem.

[4] A. Dimca, P. Pokora, Maximizing curves viewed as free curves. Dostgpna pod adre-
sem internetowym https://arxiv.org/abs/2208.13399.

Gléwnym celem niniejszej pracy jest scharakteryzowanie zredukowanych wolnych
krzywych ptaskich dopuszczajacych osobliwosci typu ADE oraz tzw. krzywych mak-
symalizujacych, tj. zredukowanych krzywych ptaskich C' C P2 parzystego stopnia
n > 4, ktére posiadaja tylko osobliwosci typu ADE, o tej wtasnosci, ze

o) =35 (3-1)+1

przy czym 7(C') oznacza catkowitg liczbe Tjuriny krzywej C. Nasz gléwny wynik
mozna sformutowaé nastepujaco.

Twierdzenie 2.41. Niech C' bedzie ptaskq krzywq stopnian = 2m > 4, ktora posiada
osobliwosci typu ADE. Wowczas C jest maksymalizujqca wtedy i tylko wtedy, gdy C
Jjest krzywaq wolng z eksponentami (m — 1, m).

2.5. Nieréwnosci typu Hirzebrucha oraz ich zastosowanie w kontekscie ekstremalnych
probleméw kombinatoryki konfiguracji punktow i prostych. Niniejsza czgs$¢ jest poswig-
cona rezultatom przedstawionym w [Hab5|. Praca ta taczy w sobie cechy artykutu prze-
gladowego ukierunkowanego na tematyke nieréwnosci typu Hirzebrucha w odniesieniu do
zastosowan kombinatorycznych, jak rowniez posiada cechy artykutu stricte naukowego ze
wzgledu na to, ze zawiera nowe rezultaty. Gléwnym celem, ktéry przySwiecal powstaniu
[Habb], jest wprowadzenie, o charakterze algebraiczno-topologicznym, do tematyki nier6w-
nosci typu Hirzebrucha dla zredukowanych krzywych zawartych w zespolonej plaszczyz-
nie rzutowej oraz przedstawienie gtéwnych technik/metod dowodowych wraz z licznymi
zastosowaniami, szczegllnie w kontekScie probleméw ekstremalnych pokroju stabej hipo-
tezy Diraca. Drugim celem bylo zestawienie w jednym miejscu istotnych rezultatéw, uzy-
skanych przez kandydata, w kontekScie udowodnionych przez niego nieréwnosci typu Hi-
rzebrucha w pracach [26, 27], oraz metod kombinatorycznych stosowanych w kontekscie
istnienia zespolonych ilorazéw kuli [6, 26, 28]. Najwazniejsza czgs$¢ artykulu jest poswig-
cona oméwieniu dowodu nieréwnosci Hirzebrucha dla zespolonych konfiguracji prostych, i
naszym giéwnym celem byto skupienie si¢ na aspektach kombinatoryczno-algebraicznych
tego dowodu, bez wchodzenia w doktadng analize geometryczna poszczegdlnych krokéw.
W kolejnym kroku, przedstawiamy nieréwnosci typu Hirzebrucha dla zespolonych konfigu-
racji krzywych, ktére udato si¢ uzyskac¢ z wykorzystaniem orbifoldowej wersji nieréwnosci
Bogomotowa-Miyaoki-Yau. Przypomnijmy zatem rezultaty otrzymane przez kandydata w
[27], a ktdre zostaly oméwione réwniez w [Hab5].
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Twierdzenie 2.42. Niech C = {C', ..., C,.} C PZ bedzie d-konfiguracja T > 3 krzywych dla
ktorych d > 2. Wowczas

3 2
ty + Zt3 +d27(d7 —7—1)> Z (TZ — T’)tr.
r>5
Twierdzenie 2.43. Niech LC = {{1,....,0q,C, ..., Cy} bedzie konfiguracjq d prostych i k
gtadkich stozkowych o tej wtasnosci, ze t, = 0 dlar > M. Przypusémy, Ze wszystkie
osobliwosci konfiguracji sq zwyczajne. Wowczas

3 r?
Sty + (dk + 2d — 4)k > — — 7).
by + Jts + (4k + 2d )l{:_d+2(4 r)t,,

r>5

W drugiej czgsci artykutu (ta czg¢$¢ ma juz charakter czysto przegladowy, jednak moze by¢
ciekawym referatem dla geometréw) skupiamy si¢ na zastosowaniach rezultatow uzyskanych
na gruncie geometrii algebraicznej w kontekscie probleméw kombinatorycznych zwigzanych
z konfiguracjami punktéw i prostych na ptaszczyznie. Oznaczmy przez P C P2 skofczony
zbidr n parami r6znych punktéw oraz przez L£(P) zbidr prostych wyznaczonych przez P.
Przypomnijmy, ze prosta ¢ jest wyznaczona przez zbior P jezeli ¢ przechodzi przez przynaj-
mniej dwa punkty ze zbioru P.

Punktem poczatkowym rozwazan jest nastgpujacy problem (hipoteze) Diraca.

Hipoteza 2.44 (Dirac). Kazdy zbior n niewspdétliniowych punktow P zawiera punkt, ktory
Jest incydentnymi z przynajmniej n/2 prostymi ze zbioru L(P).

Jak si¢ okazato doS¢ szybko, hipoteza Diraca jest falszywa, a najmniejszy kontrprzyktad
(w sensie ilosci punktéw w zbiorze P) sklada si¢ z doktadnie n = 7 punktéw. Z drugiej
strony, hipoteza Diraca zostata udowodniona przez Greena i Tao [16] w przypadku, gdy liczba
punktéw jest bardzo duza. W tym Swietle mozemy sformutowaé bardziej adekwatna hipoteze
Diraca, ktéra wedtug naszej najlepszej wiedzy jest nadal problemem otwartym (tj. dobor
optymalnej statej ¢ pozostaje problemem otwartym).

Hipoteza 2.45. Istnieje stata c taka, Ze dla kazdego zbioru punktow P sktadajqcego si¢ z
n niewspotliniowych punktéw istnieje punkt, kiory jest incydentny z przynajmniej n/2 — ¢
prostymi ze zbioru L(P).

W 1961 roku Erd6s zaproponowal nastgpujaca hipoteze, ktéra znana jest pod nazwa stabe;j
hipotezy Diraca [13].

Hipoteza 2.46 (SHD). KaZdy zbior P sktadajqcy sie z n niewspotliniowych punktow na
ptaszczyinie (prawdopodobnie zdefiniowany nad ciatem liczb rzeczywistych) zawiera punkt,
ktory jest incydentny z przynajmniej [ prostymi ze zbioru L(P) dla pewnej ustalonej statej
C.

Staba hipoteza Diraca zostala udowodniona, niezaleznie, przez Becka [5] oraz Szeme-
rédiego 1 Trottera w [33], jednakze w zadnych z tych wypadkéw stata c nie zostata podana
w sposob jawny. Warto zaznaczy¢, ze hipotetyczna wartoS¢ statej ¢ wynosita 3, a obserwa-
cja ta zostata poczyniona w monografii [21, Chapter 6]. Wiele lat pdZniej okazalo sig, ze
przypuszczenie to jest prawdziwe [17].

Twierdzenie 2.47 (Han). Staba hipoteza Diraca zachodzi ze statq ¢ = 3 dla dowolnego
zbioru punktow zdefiniowanego nad ciatem liczb zespolonych.
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Dowdd tego wyniku, niezwykle zaskakujacy, to dostownie kilka linii przeksztalcen, a
gléwnym decydujacym sktadnikiem dowodowym jest nastgpujaca nieréwnosS¢ autorstwa Bo-
janowskiego i Langera [7].

Twierdzenie 2.48. Niech L C P% bedzie konfiguracjq T > 6 prostych takq, ze t, = 0 dla

r > 2. Wowczas
b+ Sty > +3 G
- T — =71t
2+ yts 2 1

r>5

Koniczac rozwazania kombinatoryczne, przypomnijmy jeszcze jeden bardzo ciekawy pro-
blem, ktéry pochodzi z pracy Becka [5].

Twierdzenie 2.49 (Twierdzenie Becka o dwdch ekstremach). Istniejq state ci,co > 0 o tej
wlasnosci, ze dla kazdego skoriczonego zbioru n punktéw P w R? przynajmniej jedna z po-
nizszych wtasnosci zachodzi

e istnieje prosta, ktora zawiera cin punktow ze zbioru P;
e istnieje przynajmniej con® prostych wyznaczonych przez zbior P.

W swoim dowodzie Beck wykorzystat stata ¢; = ﬁ, natomiast ¢, nie zostata wyznaczona

efektywnie. Korzystajac z nastgpujacego wyniku Langera [22, Proposition 13.1.1], de Zeeuw
wykazal, ze oszacowanie statych c;, co mozna uscisli¢ oraz znaczaco polepszy¢ [9, Theorem
2.1].

Twierdzenie 2.50. Niech P C P% bedzie uktadem n punktéw, wowczas spetniony jest jeden
Z ponizszych warunkow:
(1) Istnieje prosta, ktora zawiera przynajmniej o - n punktow ze zbioru P, przy czym
a =93 5 85
(2) Istnieje co najmniej %2 prostych wyznaczonych przez P.

3. KROTKIE PODSUMOWANIE

Moja praca badawcza, przedstawiona w ramach osiagnigcia habilitacyjnego, dotyczy teorii
krzywych algebraicznych na powierzchniach, i dotyka réwniez innych dziatéw matematyki,
co jest bezposrednio zwiazane z interdyscyplinarnoscia’ obiektéw, ktére badam. Jako gtéwne
obszary badawcze, w ktérych prowadzg¢ obecnie badania, nalezy uzna¢ wariacje na temat
hipotezy Terao o wolnosci krzywych, ktéra wykorzystuje metody algebraiczne i kombina-
toryczne, oraz hipotez¢ o ograniczonej ujemnosci krzywych, jeden z najstarszych otwartych
probleméw badawczych w teorii powierzchni algebraicznych. Moje osiagnigcie habilitacyjne
mozna uznaé za znaczacy krok w zrozumieniu teorii krzywych osobliwych w kontekscie ich
lokalnej ujemnosci, a w szczegdlnosci przez powiazanie problematyki lokalnej ujemnosci z
teorig rozktadow Zariskiego na powierzchniach. Wyniki uzyskane w zakresie numeryczne]
hipotezy Terao o wolnosSci pozwalaja nam na stwierdzenie jakich typéw krzywych osobli-
wych nie da si¢ skonstruowaé nad ciatem liczb zespolonych. W kontekscie badanych hipotez,
udowodnitem kilka nieréwnosci typu Hirzebrucha dla réznych klas krzywych na powierzch-
niach algebraicznych, ktére w jawny sposéb nawiazuja do szeroko rozumianej kombinatoryki
konfiguracji. Z tego tez powodu uzyskane przeze mnie rezultaty ciesza si¢ zainteresowaniem
specjalistow pracujacych w obrgbie kombinatorycznych probleméw konfiguracji punktéw

3Oc:zywiécie w obrgbie matematyki.
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1 krzywych. Warto réwniez podkresli¢, ze krzywe sa niezwykle wazne w obrebie innych
obszaréw badawczych, np. w kontekScie probleméw zawierania (ktére leza na pograniczu
algebry przemiennej i geometrii). Ze wzgledu na tematyke mojej pracy badawczej, oraz jej
powiazania, moje osiagnigcie habilitacyjne stanowi wazny wktad w rozwdj teorii krzywych
osobliwych.
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Informacja o wykazywaniu si¢ istotna aktywnosScia naukowa realizowana w wiecej niz
jednej uczelni, instytucji naukowej, w szczegolnoSci zagranicznej.

Moja dziatalno$¢ naukowa (poza uczelnia macierzysta) rozpoczatem w trakcie studiéw dok-
toranckich na Uniwersytecie Pedagogicznym im. KEN w Krakowie, wtedy to tez odbylem
pierwsze staze naukowe w Polsce i Niemczech. Na poczatku drugiego roku studiéw dokto-
ranckich odbylem semestralny staz w Warszawskim Centrum Nauk Matematycznych i Kom-
puterowych (WCMCS KNOW), gdzie moglem wziaé udzial w zaawansowanym kursie z
geometrii algebraicznej poSwigconym pozytywno$ci w geometrii algebraicznej. W tym tez
okresie rozpoczatem migdzynarodowa wspétprace z Davidem Schmitzem (Marburg). Nie-
dlugo potem odbylem swoj pierwszy krétki staz migdzynarodowy w Bonn (styczen 2014),
gdzie miatem okazj¢ porozmawiaé o matematyce z Robertem Lazarsfeldem, Swiatowej stawy
ekspertem w dziedzinie pozytywnoSci w geometrii algebraicznej. W 2014 roku spedzitem
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Programu Wymiany Migdzynarodowej ERASMUS+, pracujac w grupie prowadzonej przez
prof. Stefana Kebekusa, a nastgpnie caly semestr zimowy roku akademickiego 2014/2015
spedzilem na Uniwersytecie Filipa w Marburgu (nad Lahnem) pracujac w grupie badawczej
prof. Thomasa Bauera - méj pobyt byt finansowany ze Srodkéw indywidualnego stypendium
DAAD, ktére zostato mi przyznane w czerwcu 2014 roku. Tuz po obronie pracy doktorskie;j
ubiegatem si¢ o stanowisko stanowisko podoktorskie na Uniwersytecie Jana Gutenberga w
Moguncji, a mgj wniosek zostal zaakceptowany 1 zostatem przydzielony do pracy w grupie
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badawczej prowadzonej przez prof. Manfreda Lehna. W tym okresie rozpoczatem wiele pro-
jektow badawczych w ramach wspétpracy migdzynarodowej, pracujac giéwnie z Xavierem
Roulleau (profesorem w Aix Marseilles), Jiirgenem Bokowskim (emerytowanym profesorem
w Darmstadt), Roberto Laface (doktorantem, a nastgpnie postdokiem w Hanowerze), oraz
Joaquimem Roé (profesorem na Uniwersytecie Autonomicznym w Barcelonie). Po rocz-
nym stanowisku w Moguncji spedzitem dodatkowy rok za granica w Hanowerze pracujac
w grupie badawczej prowadzonej przez prof. Klausa Hulka. W tym czasie kontynuowatem
wspoOlprace migdzynarodowa i uzyskatem tytut naukowy Privatdozenta. W listopadzie 2017
wrocitem do Polski 1 od tego czasu pracowalem w Instytucie Matematycznym PAN, a od
pazdziernika 2019 na Uniwersytecie Pedagogicznym im. KEN w Krakowie. Od 2020 wsp6t-
prace naukowa prowadzitem giéwnie zdalnie, z powodu pandemii COVID, m.in. z Alexandru
Dimca (profesorem emerytowanym w Nicei) oraz Timem Romerem (profesorem i dziekanem
na Uniwersytecie w Osnabriick). We wszystkich wymienionych powyzej projektach badaw-
czych wspétpraca zakonczyta si¢ bardzo pomysSlnie, tj. artykutami opublikowanymi w uzna-
nych czasopismach matematycznych, m.in, w Crelle, Journal of Algebraic Combinatorics,
Manuscripta Mathematica, czy tez Results in Mathematics.

W migdzyczasie pracujac zarowno w Niemczech, jak 1 w Polsce, bratlem udzial w wielu
konferencjach oraz bylem zaproszonym prelegentem na kilkunastu konferencjach. Najwaz-
niejsze prelekcje, ktére wyglositem, odbyty si¢ w Oberwolfach, Luminy i1 Edynburgu. Po-
nadto kilkakrotnie prezentowatem postery naukowe, najwazniejsza, jak sadze, prezentacja
miata miejsce podczas AMS Summer Institutes - Algebraic Geometry 2015 w Salt Lake
City.

Informacja o osiagnigciach dydaktycznych, organizacyjnych oraz popularyzujacych
nauke lub sztuke.

Osiqgniecia dydaktyczne

Moja aktywnos$¢ na polu dydaktyki rozpoczatem w semestrze zimowym 2013/2014 kiedy to
prowadzitem zajecia z Algebry Liniowej na Uniwersytecie Warszawskim w ramach mojego
stazu w Warszawskim Centrum Nauk Matematycznych 1 Komputerowych. Krétko po obronie
doktoratu w lutym 2015 roku, w ramach zatrudnienia na Uniwersytecie Pedagogicznym w
Krakowie, prowadzitem zajecia z przedmiotéw informatycznych, tj. Wprowadzenie do pro-
gramowania w C++, czy tez przedmiot o metodach komputerowych w nauczaniu matema-
tyki, oraz prowadzilem wyktad Matematyka dla biologow. Po uzyskaniu stanowiska Post-
doca na Uniwersytecie Jana Gutenberga w Moguncji prowadzilem zaawansowane przed-
mioty na kierunku matematyka, tj. éwiczenia do przedmiotu Topologie (w jezyku niemiec-
kim) oraz ¢wiczenia do przedmiotu Computeralgebra (w jezyku niemieckim i angielskim).
Po przejsciu na Uniwersytet Leibniza w Hanowerze prowadzitem ¢wiczenia do przedmiotu
Lineare Algebra I (w jezyku niemieckim) oraz Ebene Kurven - eine konkrete Einfiihrung (w
jezyki niemieckim i angielskim). Po powrocie do Polski w listopadzie 2017 roku zostatem
zatrudniony w Instytucie Matematyki Polskiej Akademii Nauki, i do wrzesnia 2019 roku nie
prowadzitem zajeé o charakterze dydaktycznym. Po zatrudnieniu na stanowisku adiunkta na
Uniwersytecie Pedagogicznym w paZzdzierniku 2019 powrécitem do obowiazkéw dydaktycz-
nych, i od tego momentu regularnie prowadze¢ ¢wiczenia do przedmiotu Algebra Liniowa I i
11, oraz prowadz¢ regularnie zajgcia w ramach Szkoty Doktorskiej (w jezyku angielskim) z
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przedmiotow Projekty Grantowe 1 i II, oraz Warsztat Specjalistyczny dla doktorantow z dys-
cypliny matematyka. W ramach przedmiotu Warsztat Specjalistyczny wyktadam zagadnienia
zwiazane z pogranicza geometrii algebraicznej, topologii algebraicznej, oraz analizy zespolo-
nej. W ramach Kurséw do Wyboru, prowadzitem dwukrotnie wyktad Krzywe i powierzchnie
z ciekawymi wtasnosciami oraz Wiqzki Wektorowe dla doktorantéw. W okresie od pazdzier-
nika 2019 do wrzesnia 2022 petnitem funkcj¢ promotora dla 8 prac licencjackich oraz 2 prac
magisterskich. Obecnie petni¢ funkcj¢ opiekuna nad 4 magistrantami (obrony przewidziane
na czerwiec 2023) i pelni¢ funkcj¢ opiekuna 2 doktorantéw z dyscypliny matematyka.

Wsréd tacznie 10 prac dyplomowych, jakie prowadzitem, 2 zostaly ocenione na oceng
bardzo dobra z wyrdznieniem, 6 na ocen¢ bardzo dobra, oraz 2 na oceng plus dobry. Co
wiecej, dwie dyplomantki, na podstawie swoich prac dyplomowych, opublikowaly swoje
pierwsze artykuty naukowe:

e Maria Tombarkiewicz (Praca Licencjacka, Ocena: bardzo dobry z wyr6znieniem):
praca jest poSwigcona problematyce zawierania potgg symbolicznych ideatéw jed-
norodnych stowarzyszonych z konfiguracjami punktéw osobliwych wyznaczonych
przez proste na zespolonej ptaszczyznie rzutowej. Na podstawie tej pracy powstata
publikacja On Yoshinaga’s arrangement of lines and the containment problem, ktora
zostata opublikowana w Bulletin Mathématique de la Société des Sciences Ma-
thématiques de Roumanie.

e Aleksandra Gatecka (Praca Magisterska, obrona planowana na czerwiec 2023): praca
jest poswigcona tematyce uktadéw prostych i stozkowych na zespolonej ptaszczyZnie
rzutowej, ktére sa niemal wolne. Rozwazajac takie uktady, ktére dopuszczaja proste
i styczne punkty podwdjne, oraz proste punkty potréjne, dyplomantka podata ich
prawie petna klasyfikacje. Uzyskane wyniki zostaly zebrane w pracy On the nearly
freeness of conic-line arrangements with nodes, tacnodes, and ordinary triple points,
ktdra zostata opublikowana w Boletin de la Sociedad Matematica Mexicana.

Opieka nad doktorantami

W latach 2019-2020 petnitem funkcje promotora pomocniczego w przewodzie doktorskim
mgr. Jakuba Kabata (UP Krakéw), promotorem giéwnym byt prof. dr hab. Tomasz Szem-
berg. Pan Jakub Kabat obronit doktorat w listopadzie 2020, tytut pracy doktorskiej brzmiat
Line arrangements in algebraic terms, a sama praca doktorska zostata udostgpniona publicz-
nie w postaci elektronicznej na stronie internetowej Repozytorium Uniwersytetu Pedagogicz-
nego w Krakowie. Praca doktorska mgr. Kabata byta po§wigcona teorii konfiguracji prostych
Boroczky’ego w kontekscie ich wolnosSci oraz problemu zawierania dla potgg symbolicz-
nych idealéw jednorodnych stowarzyszonych z punktami przecigcia konfiguracji prostych,
jak 1 metodzie rozszerzania Zieglera prostych do konfiguracji superrozwiazywalnych.

Oprocz petnienia funkcji promotora pomocniczego petnitem funkcje cztonka komisji oraz
recenzenta w przypadku dwdch procedur o nadanie stopnia doktora, mianowicie:

e PhD in Mathematics na University of Kingston, kandydatem w procedurze byt Chris
Dionne, praca doktorska Numerical restrictions on Seshadri curves with applications
to P* x P! zostata obroniona 13 pazdziernika 2021.

e Dr. rer. nat. math. na Uniwersytecie Leibniza w Hanowerze, kandydatem w proce-
durze byt David Geis, praca doktorska On the combinatorics of Tits arrangements
zostala obroniona z wyréznieniem 31 maja 2018.
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Osiqgnigcia organizacyjne

W latach 2016-2022 wspoétorganizowalem 6 miedzynarodowych konferencji naukowych,
zaréwno w Polsce, jak 1 w Niemczech. W samym 2022 wspoétorganizowatem dwie konferen-
cje satelitarne do Wirtualnego Migdzynarodowego Kongresu Matematycznego, mianowicie

e konferencja MEGA 2022 (Efektywne Metody w Geometrii Algebraicznej), 20-24
czerwca, Krakow;

e konferencja Recent Advances in Classical Algebraic Geometry, 29 czerwca - 2 lipca
2022, Krakow.

Co wigcej, regularnie organizuj¢ seminaria naukowe (tj. reading seminars) dotyczacze kom-
binatorycznej geometrii algebraicznej dla mtodych badawczy pracujacych na Uniwersytecie
Pedagogicznym. Bedac czgScig spolecznosci akademickiej Uniwersytetu Pedagogicznego,
pracuje¢ w ramach nastgpujacych ciat kolegialnych:

(1) Cztonek Rady Dyscypliny Matematyka,

(2) Cztonek Rady Instytutu Matematyki,

(3) Cztonek Senackiej Komisji ds. Nauki,

(4) Cztonek Komisji ds. Realizacji Programu IDUB Uniwersytetu Pedagogicznego,

(5) Cztonek Zespotu ds. opracowania ankiety oceny nauczycieli akademickich.

Ponadto, w pazdzierniku 2020 roku zostalem powotany przez JM Rektora UP prof. Piotra
Borka na funkcj¢ Zastgpcy Przewodniczacego Rady Dyscypliny Matematyka.

W ramach dalszej dzialalnoSci organizacyjnej, jestem cztonkiem zespotu starajacego sig¢
uzyskac¢ Srodki finansowe w ramach grantéw instytucjonalnych. W ramach tej dziatalnosci,
w 2021 roku, udato nam si¢ uzyskaé grant NAWA STER, ktérego celem jest zwigkszenie
umiedzynarodowienia Szkoty Doktorskiej UP.

Osiqgnigcia popularyzujqce nauke

Podczas pobytu w Polsce, przed wyjazdem do Niemiec w pazdzierniku 2015 roku, wyglasza-
tem regularne wyktady dla mtodziezy szkolnej w liceum ogdlnoksztatcacym w Mielcu, ktére
sam ukonczytem. Oprdcz tego regularnie bratem udzial w spotkaniach kot naukowych orga-
nizowanych przez Koto Naukowe Matematykéw UP. W kwietniu 2021 roku miatem przy-
jemno$¢ wygtosi¢ wyktad plenarny na XV Sympozjum Két Naukowych ZD @ LNI MATE-
MATYCY dotyczacy ukladéw krzywych oraz ich wtasnoSci. Bedac studentem matematyki
na Politechnice Krakowskiej aktywnie uczestniczylem w dziataniach Uniwersytetu Dzieci,
gtéwnie przez organizacj¢ warsztatow z teorii grafow.
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Inne informacje
Wybrane stypendia i nagrody

2020 Stypendium Niemieckiej Centrali Wymiany Akademickiej DAAD Research Stays
for University Academics and Scientists, pazdziernik 2020.
2018 Distinguished Reviewer of Zentralblatt MATH, wyrdznienie ustanowione przez
FIZ Karlsruhe oraz Europejskie Towarzystwo Matematyczne.
2018 Stypendium Naukowe START 2018 Fundacji na Rzecz Nauki Polskiej, 26 maja
2018.
2018 Nagroda im. Kazimierza Kuratowskiego, 14 kwietnia 2018.
2016 Stypendium Riemanna, Riemann Center for Physics and Geometry Leibniz Univer-
sitdt Hannover, odmdéwiono.
2016 Nagroda Drugiego Stopnia Ministra Nauki i Szkolnictwa Wyzszego za osiaggnigcia
w nauce, 9 grudnia 2016.
2014 Stypendium Niemieckiej Centrali Wymiany Akademickiej DAAD Short Research
Stays in Germany for PhD students, czerwiec 2014.
2011-2012 Stypendium Malopolskiej Fundacji Stypendialnej ''Sapere Auso''.
2010-2012 Stypendium Ministra Nauki i Szkolnictwa Wyzszego za wybitne osiagnigcia w
nauce (jako student).
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