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1.1

Dane Osobowe

Imie i nazwisko

Imie¢ i nazwisko: Hanna Podsedkowska

1.2

1.3

Posiadane dyplomy, stopnie naukowe

2001 - stopien doktora nauk matematycznych otrzymany na Wydziale
Matematyki Uniwersytetu f.6dzkiego,

tytut rozprawy: "Matematyczne zagadnienia teorii pomiaru kwanto-
wego”, promotor: prof. dr hab. Andrzej f.uczak

1993 - tytul magistra matematyki otrzymany na Wydziale Matematyki
Fizyki i Chemii Uniwersytetu f.0dzkiego,

tytut rozprawy: ” Teoria pomiaru kwantowego”, promotor: prof. dr hab.
Andrzej Luczak

1988-1993 - studia stacjonarne w Instytucie Matematyki na Wydziale
Matematyki Fizyki i Chemii Uniwersytetu Lédzkiego, indywidualny
tok studiow (ukonczone z wyrdznieniem)

Informacja o dotychczasowym zatrudnieniu w jed-
nostkach naukowych

1993-2000 - student Stacjonarnego Studium Doktoranckiego Matema-
tyki Uniwersytetu Lodzkiego

1996-2001 - asystent w Katedrze Teorii Rachunku Prawdopodobien-
stwa i Statystyki na Wydziale Matematyki i Informatyki (w tym urlop
macierzynski)

2001-2017 - adiunkt w Katedrze Teorii Rachunku Prawdopodobienstwa
i Statystyki na Wydziale Matematyki i Informatyki (w tym dwa urlopy
macierzynskie i p6t roku urlopu zdrowotnego)

2017-2019 - st. wyktadowca w Katedrze Teorii Rachunku Prawdopodo-
bienstwa i Statystyki na Wydziale Matematyki i Informatyki

od 2019 do chwili obecnej - adiunkt w Katedrze Teorii Rachunku Praw-
dopodobienstwa i Statystyki na Wydziale Matematyki i Informatyki
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Omoéwienie wynikéw zawartych w pracach
wchodzacych w cykl osiggniecia naukowego,
o ktéorym mowa w art. 219 ust. 1 pkt. 2
ustawy z dnia 20 lipca 2018 r. Prawo o
szkolnictwie wyzszym i nauce (Dz. U. z 2021
r. poz. 478 z p6zn. zm.

Cykl powiazanych tematycznie artykutéw naukowych

[O1]

[02]

03]

[04]

2.1

A. Luczak, H. Podsedkowska Properties of Segal’s entropy for quantum
systems International Journal of Theoretical Physics 2017 56:3783-3793

Méj wkiad (50%) polegal na rozpoznaniu i zdefiniowaniu problemu
badawczego, wspotudziale w jego rozwigzaniu, opracowaniu wynikow i
napisaniu manuskryptu.

H. Podsedkowska, Entropy of Quantum Measurement Entropy 2015,
17(3), 1181-1196; do0i:10.3390/e17031181,

H. Podsedkowska, Strong subadditivity of quantum mechanical entropy
for semi-finite von Neumann algebras Studia Mathematica 2020

A. YLuczak, H. Podsedkowska, M. Seweryn Maximum Entropy Models
for Quantum Systems Entropy 2017 19(1): 1.

Moéj wktad (33%) polegatl na rozpoznaniu i zdefiniowaniu problemu
badawczego, wspotudziale w jego rozwigzaniu i opracowaniu wynikéw.

H. Podsedkowska, R. Wieczorek Holevo type bounds for general quan-
tum system Reports on Mathematical Physics 2017 80( 3) 349-360

Méj wkiad (50%) polegal na wspotudziale w rozpoznaniu i zdefiniowa-
niu problemu badawczego, rozwigzaniu w zakresie dotyczacym ograni-
czenia Holevo dla informacji kwantowej oraz wspotudziale w opracowa-
niu wynikéw i napisaniu manuskryptu.

Wstep

Pojecie kwantowej entropii zostalo wprowadzone przez Johna von Neumanna
[1] w 1932 roku i od tej pory stato si¢ fundamentalnym pojeciem mechaniki
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kwantowej w jej “klasycznej” formie opartej na przestrzeni Hilberta. Entro-
pia ta definiowana jest w sposéb nastepujacy. Niech ‘H bedzie przestrzenia
Hilberta i niech p bedzie stanem normalnym na algebrze B(H) wszystkich
liniowych, ograniczonych operatoréw na H. Stan ten jest wyznaczony jedno-
znacznie przez nieujemny, ograniczony operator liniowy h, o $ladzie jeden,
tzw. macierz gestosci, wzorem:

p(x) = trh,z. x € B(H),

gdzie tr jest Sladem kanonicznym na H. Entropia von Neumana stanu p
okreslona jest wzorem

H(p) = —tr(h,logh,).

Rozwdj teorii kwantowej, w szczegdlnosci oparcie jej na teorii algebr operato-
rowych (C* i W* - algebr), sprawil, ze konieczne stalto sie uogdlnienie entropii
von Neumanna na przypadek tych algebr. Uogolnienie takie przedstawione
zostato po raz pierwszy przez [.E.Segala [2].

2.1.1 Entropia Segala

Niech M bedzie poétskonczong algebrag von Neumanna z normalnym, pétskon-
czonym, wiernym $ladem 7 i niech p bedzie stanem normalnym na M, tzn.
p jest nieujemnym elementem predualu M, algebry M o normie 1. Alge-
bre operatoréw mierzalnych M definiujemy jako topologiczng *-algebre gesto
okreslonych, domknigtych operatoréw na ‘H przytaczonych do M z silnym do-
dawaniem + i silnym mnozeniem -, tzn. a+b=a+0b, a-b=ab, a,bc M,
gdzie a + b 1 ab oznaczaja domkniecia odpowiednich operatoréw. Topologia
w algebrze M wyznaczona jest przez baze otoczen zera {N(e,d) : €, > 0},
gdzie

N(e,8) = {a € M : istnicje rzut p € M taki, ze ap € M, |jap|| < eir(1—p) < &}

Przez L'(M, 7) oznaczamy przestrzen wszystkich operatoréw mierzalnych h o
skoficzonym §ladzie, tzn. takich, ze 7(h) < oo. Norme w przestrzeni L'(M, 7)
okresla wzor:

12l = 7(|R]).

Jesli p jest stanem normalnym na M, wowczas, tak jak w przypadku
algebry B(H) istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy p i



tzw. macierzg gestosci - nieujemnym operatorem h, nalezacym do L*(M, 7),
takim, ze jego miara spektralna nalezy do M, poprzez nastepujaca zaleznos¢:

p(z) =T1(hox), € M.

Niech f: x — —xlogx bedzie funkcja operatora na L'(M,7) , wowczas
mozna zdefiniowaé entropie S stanu p w sensie Segala w nastepujacy sposob

S(p) =:7(f(h,)) = —7(h,logh,).

W przypadku dowolnej potskonczonej algebry M spektrum operatora h,
moze by¢ réwne [0, +00) stad funkcja operatora h,logh, jest wyrazana po-
przez wzor

h,logh, = h, - s(h,)logh,,

gdzie - oznacza silne mnozenie operatoréw w algebrze M zas s(h,) nosnik
operatora h,,.

Oczywiscie, entropia von Neumanna jest szczegdlnym przypadkiem entro-
pii Segala, gdy M = B(H) a slad polskoniczony 7 = tr. Istotna roznica jest
jednak fakt, ze macierz gestosci stanu p € B(H), jest operatorem ograniczo-
nym a nawet sladowym, podczas gdy dla dowolnej algebry poétskonczonej h,
jest zazwyczaj operatorem nieograniczonym. Wykorzystujac przedstawienie
spektralne macierzy gestosci

h, = Z A €n
mamy

H(p) = —> (A log A,)dim(e,(H)) > 0,gdy M = B(H)

n

oraz
+oo
S(p) = —/ Mog Ar(e(dN)) < 7(1) — p(1), dla dowolnego M.
0

Badanie entropii Segala jest ideg stosunkowo nowa, bo choé¢ sama defini-
cja pochodzaca od Segala ma juz prawie 60 lat (ze wzgledu na komplikacje
zwigzane z nieograniczonoscig macierzy gestosci Segal ograniczyt sie tylko do
h, € M), to dokladniejsza analiza zajeli sie dopiero D.Petz, M. Ohya [3] oraz
M.B. Ruskai [4].



Wtasnosci entropii Segala badane byty niemal wytacznie przy zatozeniu,
ze gestosci stanéw nalezg do algebry albo przy zatozeniu skoniczonosci $ladu.
Wplyw pomiaru kwantowego na zmian¢ entropii stanu systemu byt rozwa-
zany wylacznie dla pelnej algebry B(H) i entropii von Neumanna.

Stynny problem silnej subaddytywnosci sformutowany po raz pierwszy
przez O.E. Lanforda i D.W. Robinsona [5], ktérego proby rozwiazania podej-
mowane byty wielokrotnie w pozniejszych latach, zostat rozwigzany tylko w
przypadku pelnej algebry B(H), natomiast jego prawidtowo$¢ w przypadku
potskoriczonej algebry von Neumanna byta sformutowana jako hipoteza.

W przedstawionym cyklu prac zaprezentowane sq rozwigzania powyzszych
zagadnien. Prace zawierajg analize i dowody wiasnosci entropii dowolnego
stanu na potskonczone) algebrze von Neumanna znane dotqd tylko w przy-
padku algebry B(H) albo algebry ze skonczonym sladem. Ponadto zostaly za-
prezentowane badania nieznanych dotgd wlasnosci entropii Segala, jej zasto-
sowania w zagadnieniach teorit pomiaru kwantowego i informacyi kwantowej
oraz dowdd hipotezy silnej subaddytywnosci entropii (SSA) w przypadku alge-
bry pélskoniczonej. Silna subaddytywno$é entropii, w przypadku algebry B(H),
jest rownowazna wielu bardzo istotnym wtasnosciom np. monotonicznosci en-
tropii relatywnej, wklestosci entropit warunkowej czy tgcznej wypuktosci en-
tropii relatywnej, dlatego dowdod SSA dla dowolnego stanu na iloczynie ten-
sorowym potskonczonych algebr von Neumanna otwiera mozliwos¢ rozwoju
teorii w znacznie ogolniejszym kontekscie matematycznym.

2.2 Wlasnosci entropii Segala
2.2.1 Wtlasnosci cigglosci

W literaturze z dziedziny mechaniki kwantowej prezentowane sg liczne wta-
snosci entropii stanu, ale w zasadzie dotycza one wytacznie przypadku szcze-
gblnego, tzn. takiego, w ktérym system fizyczny opisany jest przez algebre
B(H) ze sladem kanonicznym tr. W pracy [O1] badane byty wlasnosci ciagto-
Sci i polciaglosci entropii Segala w przypadku dowolnej algebry potskonczone;j
i cigglosci entropii w przypadku algebry ze skonczonym sladem. W pierw-
szym etapie badan uzyskano wyniki pomocnicze, ktore interesujace same w
sobie, okazaty sie kluczowymi rezultatami wykorzystywanymi w ostatecznym
dowodzie potcigglosci:

Lemat 1 ([O1], Lemma 6). Dla dowolnego stanu p € & = {p € M} : ||p|]| =



1} funkcja o — S, (p) jest malejgca na przedziale (1,4+00), gdzie

1
Salp) = = log7(hg), peM.

-«
jest kwantowq entropig Rényiego.

Dowodd powyzszego lematu opiera si¢ na fakcie, iz dla p € M,, 0 < a <
1
B, h € M* mamy p(h®)= < p(h?)7.
Drugi istotny wynik zawarty jest w nastepujacym lemacie:

Lemat 2 ([O1], Proposition 8). Entropia Rényiego jest ciggla w topologii
wyznaczonej przez norme || - ||1 na zbiorze {p € & : ||h,||w < ¢} dla kaZdego
¢ > 0. Ponadto dla M = B(H) ¢ 7 = tr, entropia Rényiego jest ciggla na
catym zbiorze &.

W dalszym ciagu pracy [O1] zostalo zauwazone, ze entropia Segala S jest
granica rosnacej sieci funkeji {S, : @ > 1} tzn.

Jim (Sa(p)) = —[log7(h)]ozr = S(p);
Wobec powyzszych faktéw prawdziwe jest

Twierdzenie 3 ([O1], Theorem 9). Entropia Segala jest pétcigglta z dotu w
normie na zbiorze {p € & : ||h,lle < ¢} dla kaidego ¢ > 0. Ponadto dla
M =B(H) i T = tr entropia Segala jest pélciggla z dotu w normie na calym
zbiorze S .

Ograniczajac rozwazania do algebr skonczonych M otrzymano wynik sil-
niejszy

Twierdzenie 4 ([O1], Theorem 10). Niech M bedzie skoriczong algebrg von
Neumanna z normalnym, skonczonym, wiernym $ladem 7. Wowczas entropia
Segala jest ciggla w normie na zbiorze stanow, niekoniecznie unormowanych,
ograniczonych, tzn. na {p € M} : ||h,llw < ¢} dla kazdego ¢ > 0.

2.2.2 Niezmienniczos¢ i monotonicznos¢ entropii wzgledem od-
wzorowania o

Niech a: M — M bedzie normalnym dodatnim zachowujacym jednosé¢ od-
wzorowaniem na algebrze von Neumanna M ze sladem poédtskonczonym 7
takim, ze Toa = T.



Woéwezas (pre-) dualne odwzorowanie a, jest zdefiniowane na M, wzorem

a.(p) =poa.

W teorii pomiaru kwantowego «.(p) reprezentuje stan systemu fizycz-
nego po pomiarze wyrazonym poprzez «,. lakie przeksztatcenia sg czesto
nazywane kanalami. W pracy [O1] zostala przedstawiona konstrukcja od-
wzorowania o, na przestrzeni L'(M, 1) oraz zbadane zostaly jego wlasnosci.

Wyniki te mozna stresci¢ w nastepujacy sposob. Wykazane zostato, iz dla
dowolnej algebry von Neumanna M z normalnym wiernym i pétskonczonym
sladem 7 oraz dla normalnego dodatniego, zachowujacego jednosé, liniowego
odwzorowania a na M takiego, ze 7 o @ = 7 istnieje normalne dodatnie,
zachowujace jedno$¢ liniowe odwzorowanie « takie, ze Toa =17

T(a(z)y) = 7(zaly)), z,yeM

a jest odwzorowaniem sprzezonym do a.
Ponadto zachodzi

Twierdzenie 5 ([O1], Lemma 2). Niech p € M, takie, ze h, € M. Wéwczas
Ra.(p) = Q(hy).

Powyzszy wynik uzyskuje si¢ rowniez bez zatozenia h, € M. Mozna bo-
wiem rozszerzy¢ odwzorowanie @ z algebry M na przestrzen L'(M, 7).

O samym istnieniu odwzorowania & na M wspominaja M. Ohya i D. Petz
w [3], ale dopiero opracowana w [O1] konstrukcja i wskazanie jego wlasno-
$ci pozwalajg na udowodnienie nastepujacych twierdzen dotyczacych zmiany
entropii stanu systemu kwantowego pod wptywem pomiaru:

Twierdzenie 6 (Monotonicznosé entropii Segala [O1], Theorem 3). Niech
M, 7 i a bedg jak wyzej. Dla kazdego p € M prawdziwa jest nastepujgca
nierownosc

S(ax(p)) = S(p)

oraz

Twierdzenie 7 (Niezmienniczo$é entropii Segala [O1], Theorem 4). Niech «
bedzie *-homomorfizmem takim, ze T oo = 7. Polézmy N = a(M). Réwnosé

S(ax(p)) = S(p)
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy h, € N.
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Dowdd ostatniego twierdzenia angazuje zaréwno wlasnosci odwzorowania
sprzezonego « jak i istnienie warunkowej wartosci oczekiwanej E: M — N,
operatorowa wypuklos¢ funkcji f: ¢t — tlogt oraz nieréwnos¢ Jensena dla
funkcji operatorowych.

Jako wniosek z powyzszego twierdzenia, zostato tez udowodnione, ze dla
a bedacego *-automorfizmem i dla dowolnego p € M, entropia p i a.(p) sa
identyczne.

2.2.3 Subaddytywno$¢ i addytywnosé entropii Segala

W pracy [O2] podjete zostaly badania dotyczace m. in. addytywnosci entropii
Segala. Dotyczyty one przypadku algebry von Neumanna M ze skonczonym i
wiernym sladem 7 oraz stanéw p, ktérych macierze gestosci h, sg ograniczone,
tzn. h, € M. W pracy tej przyjeto tez definicje entropii Segala “zmodyfiko-
wana’ o znak “-” w duchu definicji Boltzmanna, tzn. H(p) = 7(h,logh,).
Jednak dla zachowania jednolito$ci w referacie wyniki beda przedstawione
dla “klasycznej” definicji entropii Segala, tzn. S(p) = —7(h,logh,).

Dla macierzy gestosci ograniczonych h, € M, gdzie M jest algebrg von
Neumanna ze $ladem skonczonym 7(1) = 1 entropia stanu jest ograniczona
z gory i niedodatnia

S@):—ﬂ%TxAbgMMM)<AH?1—AVQMM):T@)—NMJ:0

Ponadto dla dowolnych operatoréw a, b € M takich, ze 0 < a < b zachodzi
T(alogh — aloga) > 0.
Rownos¢ w powyzszej nierownosci ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy

operatory a i b komutuja i

ab = ba = a°.

Dodatkowo liczby 7(alogb) i 7(aloga) sa skonczone. Rezultaty powyzsze
ujete w [O2], Proposition 1 zostaly zastosowane w dowodzie

Twierdzenie 8 (O subaddytywnosci entropii, [O2] Theorem 1). Niech p, ¢ €
M} oraz hy,, h, € M. Wowczas

S(p+p) < S(p) +S(p)

zas rownosé w powyzszej mierownosci ma miejsce wtedy 1 tylko wtedy gdy

hyh, = 0.
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Zaleznosé h,h, = 0 jest rownowazna s(h,)s(h,) = 01 s(p)s(p) = 0, gdzie
s(h,), s(hy) sa noénikami macierzy gestosci stanéw p i ¢ odpowiednio, zas
s(p) 1 s(¢) no$nikami standw.

2.3 Entropia Segala dla stan6w na produkcie tensoro-
wym algebr von Neumanna

W pracy [03] rozwazany jest produkt tensorowy algebr von Neumanna
My @Mo®@Ms. Jezeli 11, 19, 73 sg Sladami potskonczonymi, wiernymi na alge-
brach My, My, M3 odpowiednio, wowczas Ti93 := 71 ® o ® 73 jest pdiskonczo-
nym, wiernym $ladem na M; @My@Ms.
Przez m;; i m; oznaczmy nastepujace, naturalne odpowiedniki sladow cze-
$ciowych w B(H):
it (Mi@Ma@Ms). — (M)

T4 - (M1®M2®M3)* - (M1®MJ)*7 Z7.] € {17273}

dane poprzez réwnosci np. dla dowolnego stanu piaz € (M;@Me®@Mj), i
T € Ml

T1(p123)(T1) = p123(1 @ L@ L) = T13(Npys (11 @1 ®1)) = T1(hy, 1) = pr(21),
za$ dla z15 € M; @M,

7T12(0123)(ZU12) = 0123(5512@]1) = T123(hp123 ($12®1)) = 7'12(hp12$12) = 012(513'12)-

Ponadto Pi = 7Ti(p123) oraz pi; ‘= Wij<p123)-
Entropie Segala stanu pja3 € (M;@Mo®@Ms), definiujemy jako

S(P123) = _7_123(hpl23 log hp123)'

Cytowana na poczatku rozdziatu praca [O3] zawiera lemat 4 i propozycje
5, ktére uzasadniaja sens i poprawnosé wyrazeii 7(h'/2xh/?) i 7(hx), gdzie
7 jest $ladem poétskonczonym na algebrze von Neumanna M zas h i  samo-
sprzezonymi, dodatnimi operatorami mierzalnymi, takimi, ze h € L*(M, 1),
z € M. W uzasadnieniu udowodniona i wykorzystana zostata zaleznos¢ gra-
niczna

lim 7(hz.) = 7(hx),

e—0
gdzie z. = z(1 + ex)™'. Ponadto dowdd propozycji odwotuje si¢ do r6z-
nych form zbieznosci operatoréw mierzalnych i wtasnosci warunkowej warto-
sci oczekiwanej udowodnionej przez Umegakiego w [6] w 1962 .

12



Jako konsekwencje powyzszych rozwazan, w propozycji 6 [O3] zostato
wykazane, ze

S

5(012) _7—123( p123 log(hpw ® ﬂ)h})gs)
S(p23) = _7_123( p123 log(]l ® hﬂzs)h%i)
S(pr) = —12 (hf/2 log(hy, ® 1)hY2),

)

(
( —7i2(h}2log(1 ® hy,,)hy2).

P12

P2

P12

Hipoteza o silnej subaddytywnosci entropii, ktérej dowdéd w ogdlnym
przypadku poétskonczonej algebry von Neumanna i entropii Segala jest gtow-
nym rezultatem opisywanej pracy, ma dtugg historie. Po raz pierwszy hipo-
teza ta zostata postawiona przez O.E. Lanforda i D.W.Robinsona w “Mean
entropy of states in quantum statistical mechanics” w J.Math.Phys. w 1968
r. [5]. Dowéd opublikowali w 1973 r. E.H.Lieb i M.B.Ruskai [7]. Twierdzenie
zostalo sformutowane dla przypadku pelnej algebry operatoréw ograniczo-
nych B(H) ze sladem kanonicznym. Dowéd opieral sie na stynnej nieréwnosci
Lieba. PéZniej pojawity sie rézne uogdlnienia tego twierdzenia oraz zwiaza-
nych z nim rezultatéw i chociaz M.B. Ruskai postawita hipoteze o silniej
subaddytywnosci entropii dla ograniczonych macierzy gestosci algebry von
Neumanna ze skonczonym $ladem [4], to az do tej pory nawet ta teza nie
doczekata sie dowodu.

W pracy [O3] zostato udowodnione nastepujace twierdzenie, ktore wydaje
sie by¢ w pewnym sensie ukoronowaniem historii hipotezy silnej subaddytyw-
nosci entropii.

Twierdzenie 9 ( [O3], Theorem 7). Niech piaz € (Mi@M2@Mj). bedzie
normalnym stanem z macierzq gestosci hy,, € L' (Mi@Mo®@Ms, T103) gdzie
Tiog = T1 ® T @ T3 jest Sladem pdlskonczonym. Zatoimy, Ze S(pias), S(p12),
S(pa3), S(p1) © S(p2) sq skonczone. Wowczas

S(p123) < S(p12) + S(paz) — S(pa2).

W dowodzie wykorzystane zostaly: pojecie informacji kwantowej uogol-
nionej przez Umegakiego w [6] oraz wlasno$¢ monotonicznosci informacji
kwantowej ze wzgledu na normalne, catkowicie dodatnie, zachowujace jed-
nosé¢ odwzorowanie a: M;@My — M;@My®@M; dane réwnaniem a(xi2) =
T19 ® 1.
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Prosta konsekwencja twierdzenia o silnej subaddytywnosci entropii oka-
zala sie wlasnos¢ subaddytywnosci entropii, tzn., ze dla dowolnego stanu
p12 € (M1@Ms), prawdziwa jest nieréwnosé S(p12) < S(p1)+S(p2) [03, The-
orem 8|. Przy czym réwnos$¢ ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy p12 = p1®ps2.

Rezultatem zwiazanym z twierdzeniem o silnej subaddytywnosci entropii
jest rowniez jest réwniez uogdlniona nieréwnosé Araki-Lieba:

Twierdzenie 10 ( [O3], Theorem 10). Niech pia3 € (M1@Mo@Ms3), bedzie
normalnym stanem z macierzq gestosci hy,, € L'(Mi@Ma®Ms, T123) gdzie
Tie3 = T1 @ To @ T3 jest Sladem pdlskonczonym. Zaldzimy, ze S(p1as), S(pi2),
S(pas), S(p1) i S(pa) sa skoriczone. Wowczas

S(pras) < S(p12) + S(p23) + log 7a(h2,).
oraz nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 11 ( [O3], Theorem 12). Niech My, My bedg algebrami von
Neumanna z pétskonczonymsi sladami T, 7o odpowiednio. Funkcja f dana wzo-
rem

f(p12) = S(p12) — S(p2)

jest wklesta na zbiorze normalnych stanow na M; Q@M.

2.4 Charakteryzacja stanéw o maksymalnej entropii
Segala

Jezeli obserwable systemu fizycznego sa reprezentowane przez ograniczone
operatory z algebry B(H), woéwczas operator Hamiltona H (bedacy odpo-
wiednikiem Hamiltonianu w mechanice klasycznej) jest samosprzezonym ope-
ratorem, ktérego wartosci wtasne odpowiadaja poziomom energetycznym sys-
temu fizycznego znajdujacego si¢ w okreslonym stanie. Warto$é oczekiwana
energii systemu bedacego w stanie p wyraza si¢ wzorem

p(H) =tr(h, - H).

Niech E nalezy do spektrum operatora H. Jednym z waznych zadan me-
chaniki kwantowej jest scharakteryzowanie stanéow systemu fizycznego, dla
ktorych wartosé oczekiwana energii wynosi F tzn. takich stanow p, dla kto-
rych p(H) = E. Klasyczny rezultat (dla algebry B(H) ze sladem kanonicz-
nym i dla entropii von Neumanna) moéwi, ze maksymalna warto$¢ entropii
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dla takich stanéw jest osiagana dla tzw. stanéw Gibbsa, to jest dla stanéw o
macierzy gestosci tff—;; dla pewnej liczby rzeczywistej (3.

Podobny wynik zostat udowodniony dla algebry von Neumanna ze sladem
skoniczonym 7 i entropii Segala S w pracy [O4].

Kluczowsg role w tych rozwazaniach pethit rezultat przedstawiony w na-
stepujacym lemacie:

Lemat 12 ( [O4], Lemma 1). Niech h bedzie samosprzezonym operatorem
z algebry von Neumanna M, takim, ktory nie jest wielokrotnoscig operatora
identycznosciowego, oraz niech f bedzie funkcjg zdefiniowang w nastepujgcy
sposob

_ 7(he'™)

f()7W’ t € R.

Wowczas funkcja f jest scisle rosngca.

Oznaczmy przez & zbior wszystkich stanéw systemu fizycznego oraz dla
dowolnego t € R zdefiniujmy stan Gibbsa p; jako stan o macierzy gestosci
hy = T(%thh) Zbiér {p(h) : p € &} jest zawarty w przedziale [\, A\y], gdzie
A = min{\ : X €'}, Ay = max{\: \ €"}.

Ponadto jezeli dla pewnego stanu Gibbsa pg mamy pg(h) = A, lub
ps(h) = Ay, wowezas b = A, 1 lub b = Ay 1 odpowiednio. Ta obserwa-
cja pokazuje, ze dla stanéw Gibbsa ps(h) # A\, 1 pg(h) # Ay

Okazuje sie, ze jesli E € (A, Ayr) wowcezas istnieje doktadnie jedna liczba
rzeczywista (3 taka, ze dla stanu Gibbsa pg spelnione jest

pa(h) = E.

Gléwnym wynikiem przedstawianym w omawianej pracy [O4] jest rezultat
analogiczny do uzyskanego dla entropii von Neumanna:

Twierdzenie 13 ( [O4], Theorem 1). Niech h bedzie Hamiltonianem w al-
gebrze von Neumanna M i niech E € (A, \yy) bedzie dowolng liczbe rzeczy-
wistq. Wowczas istnieje dokladnie jedna liczba 3 € R taka, zZe

sup{S(p) : p € &, p(h) = E} = S(pp);

tzn. maksymalna wartosé entropii Segala, dla stanow, w ktorych system fi-
zyczny znajduje sie na ustalonym poziomie energetycznym, jest osiggana dla
stanu Gibbsa. Co wiecej ten stan Gibbsa jest jedynym stanem o maksymalnej
entropii.
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Pokazane zatem zostato, ze dla dowolnej algebry von Neumanna M z nor-
malnym skonczonym $ladem 7, stanem, ktory maksymalizuje entropie Segala
na ustalonym poziomie energetycznym, jest jedyny stan Gibbsa pg zdefinio-
wany dla f € R wzorem

efBh

ps(z) = 7(957(6611)), reM,

gdzie h jest pewnym, ustalonym, samosprzezonym operatorem z algebry M.

2.5 Entropia pomiaru kwantowego

Teoria pomiaru kwantowego jest $cisle zwigzana z pojeciem instrumentu
wprowadzonym przez E. Davies’a i J. Lewis’a w latach 70-tych. Instrument
jest bowiem bardzo dobrym narzedziem matematycznym stuzacym do opisu
procesu pomiaru kwantowego. Jezeli przez (2, F) oznaczymy przestrzen mie-
rzalng warto$ci obserwabli systemu fizycznego, woéwczas instrumentem be-
dziemy nazywaé odwzorowanie £: F — £7(M,) okreslone na o ciele F w
przestrzeni wszystkich liniowych, dodatnich odwzorowan preduala M, w sie-
bie, takie ze

(i) (Eqp)(1) = (1) dla wszystkich ¢ € M,, oraz

(ii) & AP = > Ea, ¢ dla dowolnego ¢ € M, i parami rozlacznych
" n=1
zbioréw A, € F, gdzie szereg po prawej stronie jest zbiezny w o-stabej

topologii na M.

W teorii pomiaru kwantowego, g reprezentuje stan systemu po pomia-
rze, jezeli przed pomiarem system fizyczny byl w stanie . W terminolo-
gii teorii informacji instrument &, nazywany jest kanalem kwantowym, zas
odwzorowanie £a niepelnym kanatem (poniewaz Eap jest dodatnim, nor-
malnym funkcjonatem, ale nie musi by¢ funkcjonalem unormowanym tzn.
(Eap)(1) moze byé rézne od 1).

Z kazdym odwzorowaniem £ mozna zwigzaé jego odwzorowanie dualne
EA: M — M zdefiniowane jako

p(Ea(r)) = (Ealp)) ().

Ze wzgledu na rozne wtasciwosci instrumentéw wyrdznia sie rozne ich
klasy, np. znana hipoteza von Neumanna, ktéra brzmi “Jesli pewna wielkosé
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fizyczna systemu jest mierzona dwa razy po kolei, to otrzymamy te sama war-
tos¢ za kazdym razem” byta impulsem do zdefiniowania klasy instrumentow
stabo powtarzalnych i powtarzalnych.

Kazde skonczone rozbicie przestrzeni Q2 = J_; A; na mierzalne i parami
roztaczne zbiory nazywamy skalg odczytu pomiaru. Stan koncowy systemu
(po pomiarze) moze by¢ zatem przedstawiony w nastepujacy sposob:

n

= )
Eo =D Enp = L(Enn)(D) 75 = o
i=1 i=1 P)( im1

gdzie p; sa stanami normalnymi zas o; > 01> a; = 1.
Istotnym wynikiem przedstawionym w pracy [O2] jest twierdzenie o ogra-
niczeniu entropii Segala stanu koncowego systemu fizycznego.

Twierdzenie 14 ([02], Theorem 12). Niech M bedzie algebrq von Neumanna
z normalnym, wiernym i skonczonym stanem 7. Dla kazdego normalnego
stanu p, takiego, ze Eqp ma ograniczong macierz gestosci mamy

> aiS(pi) < S(€ap) < ZS pi) +S((v)), (1)
i=1 i=1
gdzie
—Zai log a;
i=1

zas € reprezentuje pomiar systemu fizycznego znajdujgcego sie w stanie po-
czgtkowym p.

Pomiar reprezentowany przez instrument £ bedziemy nazywaé¢ pomiarem
o maksymalnej entropii jezeli dla dowolnego stanu p i dowolnej skali odczytu
S(&ap) = Xt S(pi) + S((ai))-

Gléwne rezultaty pracy [O2] daja charakteryzacje pomiaru (instrumentu)
o maksymalnej entropii i przedstawione sg w nastepujacych twierdzeniach.

Twierdzenie 15 ([02], Theorem 14). Pomiar, ktory jest reprezentowany
przez instrument stabo powtarzalny jest pomiarem o maksymalnej entropii.

oraz

Twierdzenie 16 ([O2], Theorem 15). Jezeli instrument £ ma te wlasnosé, ze
odwzorowanie e: F — M, dane wzorem e(A) = EX(1), jest miarg spektralng,
wowczas nastepujgee warunki sg rownowazne

(i) E = EL2, i E jest pomiarem o maksymalnej entropii;

(ii) & jest powtarzalny.
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2.6 Ograniczenia typu Holevo dla r6znych miar zalez-
nosci stanéw mierzonego systemu fizycznego

Niech dana bedzie algebra von Neumanna M ze sladem wiernym skonczo-
nym 7 reprezentujaca (ograniczone) obserwable systemu fizycznego. Niech
P1, P2, --- beda normalnymi stanami z preduala M,. Zaktadamy, ze system
fizyczny moze znajdowaé sie w stanie p; z prawdopodobienstwem a priori
mi,t = 1,2,..., gdzie 1 = (my,m9,...) jest rozkladem prawdopodobienstwa.
System poddany jest pomiarowi (strategii) M, przez ktéry rozumiemy ciag
(M, My, ...) dodatnich operatoréw z algebry M, takich, ze > 52, M; = 1,
gdzie szereg jest zbiezny w stabej operatorowej topologii na M. Jesli wyni-
kiem pomiaru jest M;, wowczas wybieramy stan p;. Prawdopodobienstwo, ze
system jest w stanie p;, podczas gdy wynik pomiaru jest M, wynosi p;(M;).
Zatem p;(M;) jest prawdopodobienstwem poprawnego wybrania stanu p;.
Zadanie informacji kwantowej polega na znalezieniu zaleznosci pomiedzy sta-
nem, w ktérym system si¢ rzeczywiscie znajduje a wynikiem pomiaru.

Oznaczmy przez X liczbe standéw, w ktorych znajduje sie system fizyczny
oraz przez Y liczbe otrzymanych wynikéow pomiaréw. Wektor losowy (X, Y)
ma nastepujacy rozktad:

P(X =4Y =j)=mp;(M;), i=12,....,n, j=1,2,....m.

Zadanie polega na wskazaniu, w optymalny sposob, takiego pomiaru aby
zmienne losowe X 1Y byly jak najbardziej zalezne. W pracy [O5] rozwazane
sa 3 metody:

1. maksymalizacja, wzgledem pomiaru, informacji wzajemnej (mutual in-
formation)

I(p, M) = i:;p(i7j> log M’

2. maksymalizacja, wzgledem pomiaru, funkcji
dy(p, M) =3 fp(i,j) — p(i,)p(- j)),
i=1j=1

dla wszystkich nieujemnych, wypuktych funkcji f : R — R, takich, ze
f(0) =0,



3. minimalizacja, wzgledem pomiaru, wiernosci rozktadow

Flp, M) = 3° " /plisi)/oli p(-d)

i=1j=1

gdzie p(i, j) = mp;(M;) jest rozktadem lacznym wektora(X,Y), zas p(i,-) =
mi 1 p(+,7) = Xy mipi(M;) rozktadami brzegowymi zmiennych X 1 Y.

W literaturze mozna spotka¢ rozwazania dotyczace metody 1. w przy-
padku (B(H), tr) oraz metody 2. dla funkcji f(t) = 2¢2 .

Ad. 1. Warto$¢ maxys I(p, M) w teorii informacjS kwantowej jest nazy-
wana informacja dostepna (accesible information) i oznaczana jest przez I ..
W przypadku klasycznym, tzn, dla M = B(H), p = tr i entropii von Neu-
manna znane jest twierdzenie Holevo, ktérego teza dotyczy ograniczenia z
gbry informacji dostepnej przez tzw. warto$é¢ Holevo y:

Loce < X =H_ mipi) = > mH(p:)
=1 =1

gdzie H - entropia von Neumanna.

W pracy [O5] twierdzenie to zostalo uogélnione na przypadek systemu
fizycznego opisywanego przez dowolng skonczong algebre von Neumanna z
wykorzystaniem entropii Segala.

Kluczowym punktem w dowodzie uogdlnionego twierdzenia Holevo jest
wykorzystanie wtasnosci silnej subaddytywnosci entropii Segala. Artykut [O5]
zawiera dowod tej wlasnosci (inny niz w przypadku potskoriczonej algebry
M) bazujacy na uogélnionym twierdzeniu Goldena - Thompsona i opera-
torowej wklestoscei funkeji f: 7' — 7(exp(V +logT)) dla V =V* TV €
M, 1-skonczonego Sladu, oraz na nietrywialnych wlasnosciach entropii Segala
(przedstawionych w poprzednich rozdziatach).

Uogolnione twierdzenie Holewo ma postac

Twierdzenie 17 ([O5], Theorem 1). Niech M bedzie algebrg von Neumanna
ze skonczonym wiernym sladem 7. Niech p = (p1,p2, -, pn), ™ = (71, T2, ..., Tp)
oznaczajq jak poprzednio. Zatézmy, ze dla kazdego i h,, € M. Wowczas

]acc < S <Z WZPZ) - ZWzS(Pz)7
i=1 i=1
gdzie S(p) oznacza entropie Segala stanu p.
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Ad.2. Druga metoda polega na maksymalizacji tzw. odlegtosci funkcyjnej
ds przez analogie do dywergencji Kullbacka-Leiblera. Dla rozktadéw praw-
dopodobienstwa p = (p;) i ¢ = (¢;) definiujemy

de(plla) =D f(pi — @)

lub w postaci ogdlniejszej

dy(al[b) = 7(f(a = b))

gdzie a,b € M np. macierze gestosci stanow.

Udowodnione w pracy [O5] twierdzenie podaje gérne ograniczenie odle-
glosci funkcyjnej pomiedzy rozktadem tgcznym i rozktadem brzegowym wek-
tora losowego (X,Y):

Twierdzenie 18 ([O5], Theorem 2). Niech (M, 7) bedzie algebrq von Neu-
manna ze Sladem normalnym wiernym i takim, Ze 7(1) = 1 oraz niech f be-
dzie ciggla, wypuklq, dodatniq funkcjq, takq, ze f(0) =0. p = (p1,p2,- -, Pn)
jest stanem takim, ze h,, € M, za§ M = (My, My, ..., M,,) jest pomiarem.
Wtedy

maxdf p, M de (mh || 7 <Z thpk>> )

Twierdzenie to jest rowniez prawdziwe w przypadku algebry poétskon-
czonej i szerszej klasy stanow tzn. takich, ktérych macierze gestosci sa ele-
mentami przestrzeni L;(M, 7) i dla konkretnej funkcji f, tzn. f(z) = |z|.
dy.|(p, M) nazywa si¢ wowczas total variation distance (VD). Co wigcej
e dyy(p, M) < S iy (hyllhg) , gdzie o — X mips, di (alb) = (o —
bl).

Ad.3. Analiza trzeciej metody polegajacej na znalezieniu takiego pomiaru
M, dla ktorego wiernosé

= Zj:i \ zpz \lﬂ'i zn: ka(Mj>

k=1

jest minimalna pozwala wskaza¢ warto$¢ ograniczajaca miny, F'(p, M) z dotu,
tzn.

Twierdzenie 19 ([O5], Theorem 4). Istnieje ograniczenie dolne
mmF (p, M Zm by, R (2)
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gdzie p =31 mip; @ Fa,b) =71 (\/ aébcﬁ) dla a,b > 0,a,b € M.
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3.1 Pomiar kwantowy, teoria instrumentéw, operacje
Ludersa

Instrument jest odwzorowaniem opisujgcym zmiane stanu systemu fizycz-
nego spowodowang pomiarem obserwabli. Pojecie instrumentu zostato wpro-
wadzone przez E.B. Daviasa i J.T. Lewisa w 1970 r. w klasycznym ujeciu me-
chaniki kwantowej, w ktorym obserwable systemu sa reprezentowane przez
operatory ograniczone na przestrzeni Hilberta, a stany przez operatory sla-
dowe. Podejscie to zostato uogélnione do dowolnej algebry von Neumanna M
i jej preduala M,. Wyniki przedstawione w pracy [P6] zawieraja odpowied-
nie definicje i wtasnosci instrumentu na algebrze von Neumanna. Wykazana
zostata wzajemnie jednoznaczna zaleznosé miedzy instrumentem &£ i dwuli-
niowym dodatnim odwzorowaniem & : Cr(€2) x M, — M,. Twierdzenie to
jest odpowiednikiem znanej w klasycznej teorii zaleznosci pomiedzy funkcjo-
natem liniowym i miarg.

Powyzsza teoria instrumentéw zostata rozszerzona i wykorzystana w pracy
[P7], ktéra dotyczy badania korelacji w procesie pomiaru kwantowego. Sys-
tem fizyczny wraz z aparatem pomiarowym tworza uktad, ktérego obser-
wable sg elementami iloczynu tensorowego algebr M®N, gdzie algebry von
Neumanna M i N zwigzane sg z systemem i aparatem odpowiednio. Po-
miar kwantowy opisuje normalne dodatnie odwzorowanie o: M@N — MRN.
Stan poczatkowy uktadu ¢ ® ¢, gdzie ¢ € M, i ¥ € N,, w wyniku po-
miaru ulega przeksztalceniu w stan o, (¢ ®1), gdzie o, : M,QN, — M, RN,
(a(p))(2) = pla(2)), z € MAN. Przy uzyciu odwzorowania «, zostaly zde-
finiowane miary prawdopodobienstwa

poC(E % F) = au(p @ P)(he(e)(B) @ hye)(F)), E,F € B(R)

gdzie heqy i hye) to miary spektralne obserwabli systemu i aparatu odpo-
wiednio, oraz

V(E X F)=alpey)(e(B)@pF), E FecBR),

gdzie e jest obserwablg systemu a p obserwablg aparatu.

Gléwnymi rezultatami pracy [P7] sa twierdzenia charakteryzujace zwia-
zek typu pomiaru (instrumentu) z momentami miar brzegowych p#¢ i v oraz
badajace korelacje pomiedzy tymi miarami brzegowymi.

Praca [P12] przedstawia wyniki badan nad szczeg6élnym pomiarem kwan-
towym, tzn. nad uogélnionym pomiarem Liidersa.
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Niech M bedzie polskonczona algebra von Neumanna, zas {a;} przeli-
czalng rodzing operatorow z M taka, ze > ;aja; = 11 >, a,a] = 1, gdzie
oba szeregi sa zbiezne w o-stabej topologii na M. Uogdlnionym pomiarem
Liidersa nazywamy odwzorowanie ®,: M, — M, dane wzorem

(I)*(p> :Zaipar7 pEM*7

gdzie szereg jest zbiezny w topologii normowe;.
Odwzorowaniem dualnym do @, jest odwzorowanie ®: M — M takie, ze

() =D ajza;, xze€M,

gdzie szereg jest zbiezny w o-stabej topologii.
Odwzorowanie ¢ zachowuje $lad, tzn.

7(®(h)) =7(h), heM.
Zbiér punktéw stalych odwzorowania ® i &, oznaczamy przez
Fix® = {z e M: &(x) = x}
Fix®, = {p € M.: D.(p) = p}

odpowiednio.

Gléwne wyniki omawianej pracy dotycza charakteryzacji zbioru punktow
® oraz ®,. Dla algebry von Neumanna M z potskonczonym sladem 7 Fix®, =
M, NA', gdzie A = W*({a;}) jest algebra von Neumanna generowana przez
wszystkie a;, zas M, N A" = {p € M,: ap = pa,a € A}.

Zwiazek miedzy réwnoscig Fix®, = M, N A’ a réwnoscia dualng Fix® =
M N A’ nie jest jasny. Nawet w przypadku, gdy a; = a} i tej samej formy @,
i ® sa sytuacje, gdy prawdziwa jest tylko jedna z rownosci i takie, w ktérych
prawdziwe sg dwie. W pracy zostaty przedstawione i oméwione odpowiednie
przyktady ilustrujace powyzsze rozwazania.

3.2 Dostatecznos$¢ obserwabli oraz algebr von Neumanna

generowanych przez statystyki kwantowe

Idea dostatecznosci statystyki kwantowej w ujeciu niekomutatywnym pocho-
dzi od H. Umegakiego i w kontekscie omawianych prac [P8, P9, P10, P11]
ma nastepujaca forme:
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Niech samosprze¢zony operator 1" o rozktadzie spektralnym 7" = [0 Ae(d\)
bedzie statystyka kwantowa. p,(-) = (e(-)p,¢) jest rozkladem prawdopo-
dobienstwa. Rozwazmy rodzine stanéw @y, € © reprezentujaca wszystkie
mozliwe stany systemu kwantowego, z ktorych chcemy “wybraé¢” ten “praw-
dziwy”.

Niech N = W*(T'). Méwimy, ze statystyka T jest dostateczna dla rodziny
{py,0 € O} (lub réwnowaznie algebra N jest dostateczna), jezeli istnieje
normalna warunkowa warto$¢ oczekiwana [£: M — N taka, ze dla dowolnego
0eOixeB(H)

(E(x)ps, po) = (zp0, P0)

tzn. stany ¢y sa E niezmiennicze.

Statystyke T nazywamy stabo-dostateczna dla rodziny stanéw {py, 0 €
©} jezeli istnieje funkcja borelowska ®y: R — R oraz wektor jednostkowy
X € H takie, ze dla wszystkich 6 € ©, ¢ - g = §y(T)x, tzn. wszystkie stany
Yy mozna otrzymac przy pomocy funkcji statystyki 7. Gtéwnym zadaniem
rozwigzanym w pracy [P8| byto podanie warunkéw charakteryzujacych staba
dostateczno$¢ T' dla {@g} tzn. T jest stabo dostateczna dla {@y} wtedy i
tylko wtedy, gdy istnieje rzut p’ € N’ taki, ze {¢g} C p'H oraz N = {xp’ |
PH: xz € M} jest maksymalna abelowa algebra i dla 6,0” € O istnieja
c1,co - state zespolone takie, ze dla kazdego zbioru borelowskiego £ C R
(e(E)ciper, capor) € R.

Podobna charakteryzacja zostata podana takze dla przypadku dyskret-
nego, tzn. dla T = >, \rex.

W pracy [P9] przyjeto nieco “stabsza” definicje statystyki kwantowej T,
a mianowicie warunkowa wartos¢ oczekiwana E: M — N gdzie N = W*(T),
zostalta zastapiona przez normalne dwudodatnie odwzorowanie « takie, ze
a(l) = 1. T jest nazywana dostateczna dla rodziny stanéw {pp: € ©}
(ktére nie musza by¢ stanami wektorowymi), jezeli dla kazdego 0 € ©

Yo © = Pp.

Definicja stabej dostatecznosci jest analogiczna jak w pracy [P8]. W [P9] zo-
stal podany warunek istnienia stabodostatecznej statystyki kwantowej. Po-
nadto przedstawiono rozwazania dotyczace statystyki S minimalnej wzgle-
dem stabodostatecznej statystyki T, tzn. takiej, ze dla kazdej stabodosta-
tecznej statystyki U przylaczonej do algebry N = W*(T') istnieje rzeczywi-
sta funkcja borelowska U taka, ze S = W(U). Podano warunek dostateczny i
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wystarczajacy istnienia minimalnej statystyki wzgledem dyskretnej stabodo-
statecznej statystyki 7. Druga czesé¢ pracy poswiecona jest badaniom zalezno-
Sci miedzy dostatecznoscia i staba dostatecznoscig. W ostatnim twierdzeniu
sformutowany jest naturalny zwigzek: jezeli statystyka T jest dostateczna dla
rodziny stanéw {py, 0 € ©} 1 a(B(H)) = N wéwczas T jest réwniez stabodo-
stateczna.

Stan p nazywamy zdeterminowanym przez miare potspektralna e, jezeli
dla dowolnego stanu ¢ mamy:

v ple(A)) = ¢(e(A)) = p=e.
A€B(R)

Dla miary potspektralnej e réownosé p(e(A)) = ¢(e(A)) ustala relacje

réownowaznosci p ~ p <= Y p(e(A)) = p(e(A)).
AEB(R)

Klase abstrakeji oznaczamy [pl..Zatem dla stanu zdeterminowanego przez
miare pétspektralng mamy
[Ple = {r}-

W artykule [P10], kontynuujac badania dostatecznosci, postawiono dwa
pytania: kiedy W* algebra generowana przez miare spektralng lub potspek-
tralng e jest dostateczna dla rodziny D, standéw zdeterminowanych przez e
oraz jaka jest charakteryzacja zbioru standéw Dy zdeterminowanych przez
W* algebre N. W szczegélnosei rozwazano kiedy klasa [p|y sktada sie tylko
z jednego elementu.

Udowodniono, ze podalgebra N = W*(e), generowana przez randomizo-
walng polspektralng miare e, jest dostateczna dla rodziny stanéow D..

Wtasnosci dostatecznosci operatoréw nalezacych do algebry von Neu-
manna dla pewnych rodzin stanéw stalty si¢ réwniez przedmiotem rozwazan
w przypadku kwantowych pomiaréw Liidersa w artykule [P11]

Niech = {A1, \g, ...} za$ (e,) bedzie dyskretng miara spektralng na
Q, tzn. e({\,}) = e,,. Pomiar (instrument) Liidersa jest zdefiniowany przez
formute:

Enp = Z enpen, @M, ACQ
An€A

gdzie (e pen)(x) = p(e,ze,), €M, aw jezyku instrumentu dualnego

Ex(z)= D e,xe,, €M
An€A

Oczywiscie uogélnione odwzorowanie Liidersa ® = &} oraz Fix® = M N

N,
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Obserwablg stowarzyszong z instrumentem & nazywamy miare spektralna
e taka, ze e(A) = E5(1), A € B(R). Wtedy N = W*(e).

Jezeli dyskretny instrument £ ma obserwable stowarzyszona e bedaca
miarg spektralng, wowczas réwnowazne sg stwierdzenia:

(i) & jest idealny
(ii) & jest silnie powtarzalny
(iii) & jest Liidersa.

Ten wynik zaprezentowany w [P11] pozwolit w konsekwencji wykazaé
uogolnione twierdzenie Liidersa, a mianowicie, ze dla idealnego instrumentu
& z obserwabla stowarzyszona bedaca miara spektralna

Fix€s = MNN.

Ponadto M NN’ jest algebra dostateczng dla rodziny stanéw D, zdefi-
niowanych przez e. Powyzsze stwierdzenie jest réwniez prawdziwe dla instru-
mentu silnie powtarzalnego.

3.3 Instrumenty nie zmieniajace entropii stanu i klo-
nowanie

Pomiar systemu fizycznego, ktorego obserwable sg reprezentowane przez ope-
ratory ograniczone nalezgce do potskonczonej algebry von Neumanna powo-
duje zmiane stanu tego systemu. W artykule [P16] badano, jakie warunki
musi spetnia¢ instrument reprezentujacy pomiar, aby entropia Segala stanu
poczatkowego uktadu fizycznego nie zostata zmieniona w wyniku pomiaru.
Udowodniono, ze jezeli £ jest instrumentem dzialajacym na algebrze von
Neumanna M z poéltskonczonym wiernym $ladem 71 70 & = 7, wowczas dla
dowolnego stanu p € M} o skoniczonej entropii Segala S

S(&ap) = S(p)-

Jedli instrument jest powtarzalny wowczas S(Eqp) = S(p) wtedy i tylko
wtedy, gdy

Eap = p.

27



Badania prowadzace do tego wyniku zaowocowaly wieloma ciekawymi
twierdzeniami dotyczacymi operatorow nieograniczonych. Miedzy innymi wy-
kazano, ze funkcja f(t) = tlogt, dla t € [0,400), jest Scisle operatorowo wy-
pukta na zbiorze dodatnich, samosprzezonych operatoréw mierzalnych. Zna-
czacym twierdzeniem jest réwniez, uogélniona na operatory nieograniczone,
operatorowa nieréwnos¢ Jensena.

Dla dodatniego, zachowujacego jednos¢ odwzorowania «: M — N, ktore
ma rozszerzenie do L'(M, 7), ograniczone wzgledem normy || - ||; i dla stanu
p € M, majacego skoriczong entropie Segala, zachodzi nieréwnosé¢ Jensena

a(hylogh,) > a(h,)loga(h,).

Oprécez badania zmiany entropii stanu systemu fizycznego podlegajacego
pomiarowi w [P13] badano réwniez wtasnosci klonowania stanu koncowego w
zaleznosci od wtasnosci “entropijnych” instrumentu. Uzyskano nastepujace
rezultaty:

1. Stabopowtarzalny instrument £, tzn. taki, ze dla kazdych mierzalnych
zbioréw Ay, Ay mamy EX (EX,(1)) = EA,a, (1), przeksztatca stan po-
czatkowy p systemu fizycznego do stanu &£ p, ktory moze by¢ transmi-
towany przez ten sam kanal K, ktory klonuje rodzing

T={p: i=12.}

jesli K,: M, — (M@M),,, to méwimy, ze p € M, jest transmitowane
przez K., jezeli dla kazdego r € M

p(K(z®1)) = p(K(L® )= plx),
oraz p € M, jest klonowane przez K., jezeli K.(p) = p ® p.

2. Jezeli instrument £ reprezentuje pomiar o minimalnej entropii stanu,
wowezas kanal, ktéry klonuje rodzine stanu 7' = {p;: i =1,2,...}1i
transmituje stan koncowy £5p ma postac

En,

- EA.

7

K.(p) = > e(sup(€R,))
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3.4 Entropijne ograniczenie ryzyka Bayesowskiego

W pracy [P14] rozwazano system fizyczny, ktorego obserwable sa operatorami
ograniczonymi nalezacymi do algebry von Neumanna M ze sladem skonczo-
nym 7. Przyjeto, ze stany systemu pq, po, ... moga by¢ przyjmowane z praw-
dopodobienstwem a priori 7wy, 7y ..., gdzie Il = (my;m9,...) jest rozktadem
prawdopodobienstwa. Przez strategie (pomiar) M dzialajaca na system rozu-
miemy ciag (My, My, ...) dodatnich operatoréw na M takich, ze >, M; = 1,
gdzie szereg jest zbiezny w topologii stabej operatorowej. p;(M;) oznacza
prawdopodobienstwo, ze pomiar dat wynik M; podczas gdy system byl w
stanie p;. Problem badawczy polegat na znalezieniu optymalnego sposobu na
“odgadniecie” na podstawie pomiaru w jakim stanie znajduje sie system.
Funkcja ryzyka zostata zdefiniowana w nastepujacy sposob:

Ry (i) = Z L(i, 3)pi(M;),

gdzie L: N x N — R jest funkcjg straty. Warto$é¢ oczekiwana funkcji ryzyka
dana jest wzorem: r(M, ) = 3222, 3252, m L(4, j) p(M;). Gtownym wynikiem
pracy jest entropijne ograniczenie minimalnej, ze wzgledu na pomiar M,
wartosci sredniej funkcji ryzyka, przy pewnych naturalnych zalozeniach o
funkcji straty L. Zatézmy, ze L(i,7) < ¢;, gdzie Y 72, m;c; jest zbiezny oraz
szereg >, ;i Ti(ci — L(7,7))||hp, || jest zbiezny. Oznaczmy a. = 3, ; mi(c; —
L(i,j7)). Wowcezas

1 - 1 :
' < o — 2ag Qi S0 =S(5; 22,40
min r(M, ) zi:mcz 2

gdzie S - jest entropia Segala, zas

oo

©F =Y mi(ci — L(i,5))ps.

=1

3.5 Postaé operatora modularnego i funkcjonaléw en-
tropijnych w pétskonczonych algebrach von Neu-
manna

Praca [P15] przedstawia wyniki dotyczace postaci wzglednego operatora mo-

dularnego w potskonczonych algebrach von Neumanna. W skonczonym wy-
miarze operator ten jest ograniczony i ma proste przedstawienie “w jezyku”
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macierzy gestosci stanow. W wymiarze nieskonczonym, operator modularny
jest mnieograniczony i jego zwigzek z operatorami gestosci, ktore w ogdl-
nym przypadku sa réwniez nieograniczone, byt dotad niejasny. Omawiana
praca zawiera twierdzenie o przedstawieniu wzglednego operatora modular-
nego przy pomocy macierzy gestosci stanow:

Alp,w)* = w(h3) (hy)
gdzie ¢, w - stany na potskonczonej algebrze von Neumanna o macierzach ge-
stosci hy, hy,; ™, to reprezentacja i antyreprezentacja algebry M ze §ladem
potskoniczonym 7 wprzestrzeni L2(M, 1), zas s jest dowolng liczba rzeczy-
wista z przedziatu (0, %] Wynik ten poprzedzita szczegdélowa analiza, ktéra
zostala przeprowadzona przy zatozeniu wiernosci stanow. Gléwny wzor zo-
stal udowodniony w pelnej ogélnosci. W dalszej kolejnosci zostata przedsta-
wiona tzw. formuta §ladowa. Jedna z wlasnosci $ladu jest rownosé 7(zx*) =
T(z*z), ktéra przy uzyciu wzoru polaryzacyjnego mozna przeksztalcié do
wzoru 7(zy) = 7(yx) dla dowolnych z,y € L*(M, 7). W twierdzeniu 15 tej
pracy przedstawiony jest wynik duzo ogolniejszy:

Niech z € LP(M, 1),y € LI(M, 1), ]% + é = 1. Wéwczas

T(zy) = 7(yz).

Jego konsekwencja sa sladowe formuty funkcjonatéw entropijnych.
Entropia wzgledna miedzy dowolnymi stanami wyraza sie wzorem

S(907 w) = _<£> log A<907 w)€> = T(hw 10g hw - hw lOg hw)

i jest rowna informacji kwantowej I(p,w) dla stanéw ¢, w definiowanej przez
Umegakiego w przypadku algebry M ze skonczonym sladem.
Quasi-entropie zdefiniowang w postaci ogblnej wzorem:

S5, w) = —{hE, F(A(p,))kE)

mozna przedstawi¢ w postaci

1. dla f(t) = —logt
S5, w) = (|| (log hy)[khy|F) — 7(h2K* (log hy)kh2)
2 dla f(t) =%, O<a<l
S5, w) = (WL K h2E)
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3.

4.

3.6

dla f(t) =at +0b

Sfi(gp, w) = ap(kk™) + bw(k*k)
wzgledna entropia Reny’ego, dla o # 1

Sal(p,w) =

1 —Q (6]
: 1og7(h; h).

Inna dzialalnos¢ naukowo-badawcza

Prezentacje konferencyjne

[K17]

[K18]

[K19]

[K20]

K21]

K22]

[K23]

K Lubnauer, H Podsedkowska State determination and sufficiency of
subalgebras Bedlewo September 2012

A. Yuczak and H. Podsedkowska, State determination and sufficiency
of subalgebras IQSA 2014, Olomunc, July 2014

H.Podsedkowska, poster, 16th Workshop: Noncommutative Harmonic
Analysis Random Matrices, representation theory and free probability,
with applications,Bedlewo, 2014

H. Podsedkowska, L. Podsedkowski Off-line Estimation of Trajectory
in Discrete State Space using the Minimal-covariance Adaptive FIR
Smoothing with Extended Output Vector Methods and Models in Au-
tomation and Robotics MMAR 2015, 20th International Conference
on Pages: 1179 - 1184, DOI: 10.1109/MMAR.2015.7283984, 10 pkt.
MNiSW

A. buczak, H. Podsedkowska Properties of Segal’s entropy for general
quantum system IQSA Leicester, United Kingdom 2016

H. Podsedkowska, Properties and some application meaning of Segal’s
entropy for general quantum system, Different Aspects of Analysis and
Probability, DAAP Rzeszow, Poland, 2016,

H. Podsedkowska and R. Wieczorek Applications of Segal’s entropy for
Holevo type bounds in general quantum system, IQSA Nijmegen, The
Netherlands, 2017
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[K24] H.Podsedkowska, R. Wieczorek, Properties and applications of Segal’s
entropy in general quantum system, Wandering Seminar ¥.6dz, Poland,
2017

[K25] H.Podsedkowska, General Quantum Systems-Strong subadditivity of en-
tropy, 18th Workshop: Noncommutative Probability, Operator Alge-

bras, Random Matrices and Related Topics, with Applications, Be-
dlewo, 2018

[K26] H. Podsedkowska Strong subadditivity of quantum mechanical entropy
for semifinite von Neumann algebras IQSA Tropea, Italy, 2022

[K27] A. Luczak. H. Podsedkowska Rafat Wieczorek Quantum relative quasi-
entropies in semifinite von Neumann algebras IQSA Tropea, Italy, 2022

[K28] Projekt badawczy NCN ”Podstawowe zagadnienia teorii informacyi kwan-
towej oraz dyskryminacji stanéw i operacji kwantowych” no 2011/01/B
/ST1/03994, kierownik A. Luczak, udzial whasny - gtéwny wykonawca.

W latach 2011-2014 pracowatam, jako jeden z gtéwnych wykonawcow,
w projekcie NCN zatytutowanym ” Podstawowe zagadnienia teorii informacji
kwantowej oraz dyskryminacji stanéw i operacji kwantowych”, nr umowy
UMO-2011/01/B/ST1/03994.

W roku 2018 bytam pomystodawca i organizatorem konferencji naukowe;j
"Quantum Statistics and Related Topics”w Lodzi.

4 Informacja o wykazywaniu sie istotng ak-
tywnoscia naukowg realizowang w wiecej
niz jednej uczelni, w szczegdblnosci zagra-
nicznej.

e W latach 2011-2015 prowadzitam prace badawcze na Politechnice L.odz-
kiej w ramach projektu badawczego ,Opracowanie i badania algoryt-
mow aktywnego (sitowego) wspomagania operatora przy wykonywaniu

stereotypéw ruchowych podczas sterowania telemanipulatorem o sze-
Sciu stopniach swobody” na lata 2011-2015 finansowanego przez NCN,
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Umowa nr UMO-2011/01/B/ST7/04011. W projekcie tym bytam odpo-
wiedzialna za opracowanie nowej metody statystycznej obrobki danych
pomiarowych wykorzystujacej dane pomiarowe z petlnego okresu préb-
kowania do optymalnego estymowania stanu systemu o szesciu stop-
niach swobody. Opracowana metoda wykorzystuje zaleznos$ci podobne
do tych, ktore sg stosowane w filtrze Kalmana, ale rozszerza je na petng
przestrzen probkowania. Wyniki zostaty opublikowane w artykule ,,The
adaptive optimal Finite Impulse Response smoothing for off - line es-
timation of the states of the system described by discrete state space
model using Extended Output Vector”

W czerwcu 2023 prowadzitam badania naukowe zwigzane z teoria sta-
néw na algebrach operatorowych w Czeskim Uniwersytecie Technicz-
nym w Pradze w zespole z prof. Janem Hamhalterem i doc. Martinem
Bohata. Na seminarium Katedry Matematyki CUT zostaly omowione
wstepne wyniki, ktore sg podstawa dalszej wspotpracy i planowanej
publikacji.

Informacja o osiggnieciach dydaktycznych,
organizacyjnych oraz popularyzujacych na-
uke lub sztuke.

Od 2012r. - czynny udzial w corocznym (z przerwa na czas pandemii)
Festiwalu Nauki Techniki i Sztuki, organizowanym na Wydziale Mate-
matyki i Informatyki. Prowadzenie warsztatéw i wyktadéw popularno-
naukowych dla uczniow szkot srednich i podstawowych.

Wielokrotny udziat w pracach zespotu organizujacego konkurs ”Mate-
matyka Moja Pasja”

Prowadzenie zaje¢ dydaktycznych (wykladéw, ¢wiczen i seminariow) na
kierunkach: Matematyka, Informatyka, Analiza danych, I i I stopien
oraz zaje¢ w jezyku angielskim (wyktadéw i éwiczeni) dla studentéow
programu Erasmus i kierunku Computer Science.

Opieka nad pracami licencjackimi (11 prac wypromowanych od 2006r.)
oraz pracami magisterskimi (4 prace wypromowane od 2019r.)
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e Recenzowanie prac licencjackich i magisterskich (ogbétem 19 prac od

2015r.)

e 2021r. - Nagroda Rektora Ut zespotowa stopnia pierwszego, za cykl

publikacji pt.” Kwantowa teoria prawdopodobienstwa, statystyka kwan-
towa i teoria kwantowa potgrup dynamicznych”

e 2020r. - Zlota Odznaka Ul za zaangazowanie w sprawy dziatalnosci i

rozwoju UL..

e 2016r. - Nagroda Rektora Ut zespotowa stopnia pierwszego, za cykl

publikacji pt.” Wybrane zagadnienia statystyki kwantowe;j”

e 2012r. - Medal brazowy za dtugoletnia stuzbe
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