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4 Omoéwienie osiggnie¢ naukowych

Osiggnigciem naukowym, o ktérym mowa w art. 219 ust. 1 pkt. 2 Ustawy z dnia 20 lipca 2018
r., stanowigcym podstawe do ubiegania sie o stopien doktora habilitowanego w dyscyplinie
matematyka w dziedzinie nauk Scistych i przyrodniczych jest powiazany tematycznie cykl
publikacji zatytutowany

Nowe metody badania stabilnosci rozwigzan réwnan rézniczkowych
w sktad ktérego wchodzg nastepujace artykuty:

[A1] A. Michalak, A. Nowakowski, Finite-time stability and finite-time synchronization of
neural network - Dual approach, Journal of the Franklin Institute 354 (18) (2017), 8513-
8528;

[A2] A. Michalak, A. Nowakowski, Fixed-time stability of ODE and fixed-time stability of
neural network, International Journal of Control 94 (12) (2021), 3332-3338;

[A3] A. Michalak, A. Nowakowski, Dual Lyapunov approach to finite time stability for pa-
rabolic PDE, Dynamics of Partial Differential Equations 19 (3) (2022), 177-189;

[A4] A. Michalak, A. Nowakowski, New approach to fixed-time stability of a nonlinear sys-
tem, Nonlinear Analysis: Hybrid Systems 48 (2023), 101337,

[A5] A. Michalak, Finite-time and fixed-time stability analysis for time-varying system -
dual approach, Journal of the Franklin Institute 359 (18) (2022), 10676-10687.

4.1 Wstep

Wyniki przedstawione w dorobku wchodzacym w sktad cyklu habilitacyjnego dotycza bada-
nia stabilnosci (w skonczonym i stalym czasie) rozwiazan rownan rézniczkowych. W ramach
catego cyklu zaproponowana zostala nowa dualna metoda podejscia do stabilnoéci - dualna
metoda Lapunowa (dla réwnan rézniczkowych zwyczajnych [All, [A2], [A5| oraz parabolicz-
nych |[A3]) oraz nowa metoda wykorzystujaca metody sterowania optymalnego (|A4]).

W autoreferacie omawiam moj oryginalny i indywidualny wktad w prace wspoétautorskie
([A1l, [A2], [A3] [Ad4]) oraz wyniki uzyskane w indywidualnej publikacji [A5]. Jedynymi wy-
nikami wspolnymi w prezentowanym autoreferacie jest Twierdzenie 21| oraz pojawiajace sie
w sekcjach i Twierdzenia oraz Przyktady i

Zanim przejde do omdwienia powyzszych metod oraz przyktadéw zastosowania, przypomne
najwazniejsze definicje i wprowadze potrzebne oznaczenia.

Na przestrzeni ostatniego dziesieciolecia w literaturze pojawito sie¢ wiele prac dotyczacych
roznych typow stabilnosci dla réznych typéw rownan rézniczkowych. 7 praktycznego punktu
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widzenia jednak bardziej interesujace jest nie tyle wiedzie¢, czy rozwigzanie réwnania réz-
niczkowego jest stabilne, jednostajnie, wyktadniczo lub nawet asymptotycznie stabilne, ale
czy dociera i dotyka rozwiazania zerowego. Jesli dzieje si¢ to w skonczonym czasie (nazy-
wanym czasem osadzania), to méwimy o stabilnosci w skoficzonym czasie. Gdy dodatkowo
czas ten jest niezalezny od warunkéw poczatkowych, to mamy do czynienia ze stabilnoscia
w stalym czasie. Wszystkie wyniki przedstawione w cyklu habilitacyjnym dotycza wlasnie
tych dwoch pojeé: stabilnosci w skoficzonym (finite-time) i staltym (fixed-time) czasie.
Pojecie stabilnosci w skonczonym i stalym czasie zostalo szeroko rozwiniete w literaturze
(131, 8], [17], [22], 23], [25], [26]). Jesli staty czas osadzania mozna réwniez wyrazi¢ w termi-
nach parametréw réwnania, odnosi sie to do pojecia stabilnosci w czasie okreslonym (ang.
prescribed-time stability) ([9], [11], [12], [13], [27], [28], [29]).
Gléwnym narzedziem do badania réznych rodzajow stabilnosci jest funkcja Lapunowa. Naj-
czesciej wystepujacymi wystarczajacymi warunkami dla stabilnoéci w statym czasie sg V' <
—r(V(z)), gdzie V jest funkcja Lapunowa, a r jest ciagta, dodatnio okreslona funkcja (zobacz
22, [23]) lub V < —(aV ()% + bV(x)g), a,b,a, B,k >0, ke < 1, kB > 1 (np. patrz [17]).
Te warunki staly sie niezwykle popularne w artykutach dotyczacych stabilnosci w stalym
czasie, ale w rzeczywistosci opisuja stabilno$é w czasie okreslonym (np. Twierdzenie 2 i 4
w [25]). Inni autorzy zajmujacy sie stabilnoscia w stalym czasie rozwijali jedynie powyzszy
warunek, ale zawsze byt to warunek o podobnej formie (np. patrz [10], [14]).
W prezentowanym przeze mnie cyklu przedstawiona metoda badania stabilno$ci w stalym
i skonczonym czasie zostala przeze mnie nazwana metoda dualna. Jest ona rozwinieciem
metody zapoczatkowanej przeze mnie w pracy [21], a inspiracja wprowadzenia tego typu
dualnosci byta praca [24]. Jest to zupelnie nowe podejscie do badania stabilnosci w statym
i skoniczonym czasie dla rozwigzan réwnan rézniczkowych zwyczajnych oraz stabilnosci w
staltym czasie dla rozwigzan rownan roézniczkowych parabolicznych.
Rozpoczne (sekcja od prezentacji wynikow dla uktadéw réwnan roézniczkowych zwy-
czajnych postaci:

v = f(t2) (1)
z prawa strong typu Caratheodory’ego. Uklady takie rozwazane sa w pracach Al i A2,
a uzyskane wyniki wykorzystywane sa do badania stabilnosci sztucznej sieci neuronowej
zapisanej w nastepujacej postaci:

n

i(t) = — ilaiﬂj(t) + 2 bij(t)g(t,x;(t) + L), i=1,....n. (2)

Jj=1

Jest o tyle nowatorskie zastosowanie, gdyz w rozwazanych tu sieciach wspotczynniki b i
funkcja aktywacji ¢g zalezy od czasu, dlatego w praktyce mozemy wyniki zastosowaé do
bardziej ogdlnych modeli sieci, niz te wystepujace powszechnie w literaturze (por. [15], [16],
30)).

Wyniki uzyskane dla sieci neuronowych zaprezentuje w oddzielnej sekcji (sekcja. W pracy
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lA3| badane sa uklady réwnan rézniczkowych parabolicznych (wyniki przedstawie w sekcji
, w |A4] zaprezentowane jest zupelnie inne i nowe spojrzenie na problem stabilnosci
w stalym czasie rozwiazania zerowego ukladu réwnan rézniczkowych zwyczajnych (dlatego
wyniki zawarte sa w oddzielnej sekcji , a w |Ab| rozwazam specyficzny uklad réwnan
rozniczkowych (sekcja. Samo pojecie i idea stabilnosci w statym lub skoniczonym czasie
jest takie samo, natomiast omawiajac prace [A3], [A4] i |[A5] wréce jeszcze do doprecyzowania
definicji w tych szczegdlnych sytuacjach.

W ramach catego cyklu pojawia si¢ pojecie przestrzeni prymalnej i dualnej. Za kazdym razem
(za wyjatkiem sytuacji, gdy podane jest inaczej) méwiac o przestrzeni prymalnej badz dualnej
mam na mysli otwarty podzbiér przestrzeni R™ zawierajacy element 0. Pojecie dualnosci w
badaniu stabilnosci, jak réwniez pojecie dualnej przestrzeni, dualnego rownania czy dualnej
funkcji Lapunowa zostalo wprowadzone przeze mnie w pracy [21], a nastepnie rozwijane
w pracach stanowigcych cykl habilitacyjny. Idea dualnosci tego typu zostata zainspirowana
praca [24], lecz pojecia te zostaly przeze mnie wykorzystane w zupelnie inny sposéb. W ten
sposob zostala opracowana przeze mnie nowa metoda badania stabilnosci (nazywana przeze
mnie metoda dualna). Nie ma ona nic wspélnego z pojeciem dualnosci znanym w literaturze.
Pojecie dualnosci pojawia sie tutaj za sprawg wprowadzenia przestrzeni dualnej, do ktoérej
przenosze rozwazania na temat stabilnosci.

Gléwnym narzedziem wykorzystywanym przeze mnie w celu stwierdzania stabilnosci w skon-
czonym lub stalym czasie jest dualna funkcja Lapunowa oraz lemat poréwnawczy (we wszyst-
kich pracach wchodzacych w sktad cyklu korzystam z Lematu pochodzacego z pracy [19]
(Stwierdzenie 2.3)). Idea dualnego podej$cia w badaniu stabilnosci polega na przeniesieniu
rozwazan dotyczacych stabilno$ci do nowej przestrzeni (nazwanej przestrzenia dualna), gdzie
rozwazany jest dualny uktad réwnan. W przestrzeni tej wprowadzam funkcje Lapunowa, kto-
rag nazywam dualng funkcja Lapunowa. Jesli dualna funkcja Lapunowa spetnia odpowiednie
warunki, to moge orzekaé¢ o stabilnosci rozwigzania zerowego uktadu prymalnego w skon-
czonym i staltym czasie (JAl], |[A2] i |A3]). W pracy |A5| rozwazam uktad dwéch réwnan
(réwnania prymalnego i dualnego) i poprzez rozszerzenie definicji dualnej funkcji Lapuno-
wa na obie zmienne przestrzenne, moge wnioskowaé o réwnoczesnej stabilnosci rozwigzania
zerowego ukladu prymalnego i dualnego (zaréwno w skonczonym jak i w stalym czasie).
Natomiast w pracy [A4] zastosowane jest zupelnie nowe podejscie do badania stabilnosgci w
skonczonym i staltym czasie. Zaproponowana metoda wykorzystuje w absolutnie nowatorskiej
formie metody programowania dynamicznego (metoda ta opisana jest w sekcji .

4.2 Dualne podejscie typu Lapunowa

4.2.1 Uklady réwnan rézniczkowych zwyczajnych ([Al], [A2])

W sekcji tej przedstawie opracowang przeze mnie dualng metode badania stabilnosci w skon-
czonym i stalym czasie rozwigzan réwnan rozniczkowych zwyczajnych. Podam warunki wy-



starczajace stabilnosci odpowiedniego typu.

Wiele autoréw w pracach dotyczacych stabilnosci w skoficzonym i staltym czasie (m.in. [22],
[23]) stosuje warunek typu V(z) < —r(V(z)), gdzie V jest funkcjg Lapunowa, a r to ciagta,
dodatnio okreslona funkcja. W prezentowanej przeze mnie dualnej metodzie otrzymuje wy-
starczajacy warunek stabilno$ci w skonczonym i stalym czasie poprzez dualng nieréwnosé
Hamiltona-Jacobiego typu lub . W pracach [22], [23] oszacowanie czasu ustalania
jest dokonywane za pomocg nieznanej a priori funkcji Lapunowa V', w dualnym podejsciu
oszacowanie dokonane jest za pomoca znanej funkcji ¢(t) nalezacej do klasy M (stabilnosé
w skonczonym czasie) lub MB (stabilno$¢ w stalym czasie).Warto zauwazy¢, ze w tych
warunkach funkcja c(t) zalezy od czasu ¢ i moze by¢ jedynie mierzalna tylko wzgledem t.
Przedstawione podejscie jest zupelnie nowe, m.in Twierdzenie i jego dowdd nie majg od-
powiednikéow w literaturze.

Autorzy prac [23] i [22] podaja warunek konieczny i wystarczajacy dla stabilnosci w statym
czasie, lecz rozwazajg uklady z prawa strong ciagla, a tu wymagane jest jedynie, aby prawa
strona rownania spetniata warunek Caratheodory’ego.

Sekcje te rozpoczne od wprowadzenia kilku potrzebnych poje¢ i definicji. Bede rozwazaé
uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnych nastepujacej postaci:

(1) = f(t, (1)), (3)

gdzie f : [0,4+00) x X — R" jest mierzalna w sensie Lebesgue’a ze wzgledu na pierwsza
zmienng i ciggla ze wzgledu na drugg zmienng; X jest otwartym podzbiorem R™ takim, ze
0€ X; f(t,0) =0dlat > 0 oraz istnieje wstepujaca rodzina zbioréw zwartych o niespustym
wnetrzu @ C X taka, ze 0 € int Q1, Upenint Qr = X i istnieje my, € L*([0,00)), k € N
takie, ze dla prawie wszystkich ¢t > 0 1 wszystkich = € Qy, f spelnia |f(¢, )| < my(t), gdzie
L>([0,00)) jest zbiorem wszystkich istotnie ograniczonych funkcji mierzalnych.

Oznacze (podobnie jak w [21]) poprzez X i X, (X, C X)), zbiory funkeji absolutnie ciagtych
x: I, — R", takich,ze:

X={z:1I, C[0,+00),x(t) € X, 2'(t) = f(t,x(t)), dlapw.t€eI,

x jest prawostronnie wysycone},
Xeo ={z: I, C(0,400),z(t) € X, 2/(t) = f(t,z(t)) dla p.w.t € I}

Przed wprowadzeniem poje¢ stabilnosci w skonczonym i stalym czasie przypomne dwie de-
finicje (definicje te pojawiaja si¢ w [21] i [19] odpowiednio):

Powiemy, ze funkcja ¢ : [0,400) — [0,+00) nalezy do klasy K; jesli jest rosnaca oraz
¢(0) = 0.

Powiemy, ze funkcja ¢ : (0,400) — (0,400) nalezy do klasy M jedli jest funkcja nieujemna,
mierzalna, ograniczona z géry na kazdym zwartym podprzedziale (0,00) i taka, ze istnieje

+o0o
t. > 0 takie, ze [ c¢(7)dT = +00.
te



Kolejna definicja zostata przeze mnie wprowadzona w pracy [A2]. Definiuje ona klase funkcji
MB, ktoéra jest rozszerzeniem klasy M i peli kluczows role w twierdzeniu o stabilnosci w
stalym czasie (m.in. w Twierdzeniach i.

Niech MB bedzie klasg funkcji nalezacych do M i takich, ze istnieje t; > 01 U > 0 takie,

+o0
ze { %dT < U dla wszystkich t > ;.

4.2.1.1 Funkcja czasu osadzania i definicja stabilno$ci w skoniczonym i stalym
czasie

W analizie stabilno$ci w skoniczonym lub stalym czasie, najwazniejszym zagadnieniem jest
estymacja funkcji czasu osadzania, ktora dla danej trajektorii (tj. trajektorii startujacej z
danego punktu poczatkowego) okresla czas ,dotarcia” tej trajektorii do trajektorii zerowej.
Dla dowolnego ty > 0, 9 € X \ {0} i ¢ € X takich, ze p(ty) = x¢ oznaczmy poprzez
dy(to, xo) skonczona warto$¢ (o ile istnieje) taka, ze ¢(t) € X dla t € (to,dy(to, z0)) 1
hmt—»dw(to,wo)* (p(t) =0.
NieCh d (t ) . /1. . t o .
0,%o), jesli istnieje
Telto, To) = { joo, w przeciwnym wypadku. (4)

Odwzorowanie S : [0,+00) X X — R" U {400} nazwiemy funkcjq czasu osadzania, jesli
S(ty,0) = to dla dowolnego ty > 0 i dla dowolnych to > 01 zg € X \ {0}, S(to,9) =
sup{7,(to, z0), ¢ € X takie, ze p(ty) = zo}.

Powiemy, ze rozwigzanie zerowe jest stabilne w skonczonym czasie jesli jest stabilne i dla
kazdego to > 0 istnieje & > 0 taka, ze dla kazdego rozwigzania speliajacego |z(to)| < 9,
funkcja czasu osadzania S(tg, z(ty)) jest skonczona.

Powiemy, ze rozwigzanie zerowe jest stabilne w statym czasie jesli jest stabilne w skon-
czonym czasie i dla ¢ty > 0 funkcja czasu osadzania S(ty, z¢)jest lokalnie ograniczona na X

oraz sup S(tg,xg) < +00.
xoEX

4.2.1.2 Zalozenia o funkcji W i dualna funkcja Lapunowa T

Niech P bedzie otwartym podzbiorem R", takim, ze 0 € P. W zbiorze P, nazywanym
przestrzenia dualna zdefiniuje pomocnicza funkcje W : [0, 400) x P — R dwd6ch zmiennych
(t,y) przyjmujaca wartosci rzeczywiste.

Symbol " oznacza pochodng po zmiennej ¢, a W; pochodng po pierwszej zmiennej funkeji
W, natomiast W, pochodna funkcji W po drugiej zmiennej. Symbol W,, oznacza macierz
pochodnych drugiego rzedu po drugiej zmiennej funkeji W.

O funkcji W zalézmy, ze spetnia:

(Z1): W € C(]0,+0) x P) oraz dla wszystkich t > 0, zachodzi W,(t,0) = 0, W (t,0) =



0, W,(-,-) jest funkcja lokalnie lipschitzowska, —W,(t,P) C X, —W,(t,P) C P i istnieje
Wyy('a ).
Wprowadze nastepujace réwnanie, ktére bede nazywaé réwnaniem dualnym. Réwnanie w
takiej postaci zostato wprowadzone przeze mnie po raz pierwszy w pracy [21], tam tez zostato
nazwane rownaniem dualnym:

d
£Wy(t,y(t)) = —f(t,=W,(t,y(t))) dlapw.tel, I, CI0,+0c0) (5)
oraz zbiér funkcji absolutnie ciagltych P = {y : I, — R", y(t) € P dla t € I, spelnia }
Elementy zbioru P bede nazywaé rozwigzaniami .
Zdefiniuje teraz dualna funkcje Lapunowa T : [0, +00) x P — R nastepujaco:

O funkcji T zakladam, ze spetnia nastepujacy warunek wzrostu:
T(t,y) > ar(|yl) (7)

dla wszystkich ¢ > 01y € P i pewnej funkcji a; € K;. W niektorych twierdzeniach (por.
Twierdzenie [5)) ostabie ten warunek do warunku postaci:

T(t,y) >0dlay #0oraz T(t,0) =0dlat > 0. (8)
Przestrzen prymalna X i dualna P taczy nastepujacy operator przejscia:
X >z =—-W,(t,y) dla wszystkicht > 0iy e P. 9)

Zaktadam, ze funkcja W : [0,4+00) x P — R spelnia nastepujace warunki, ktore oznacze
jako (Z2):

1. dla kazdego € > 0 i kazdego ty > 0 istnieje 1 > 0 takie, ze dla wszystkich ¢ > ¢4 i
y € P, jezeli |y| < ey, to |W,(t,y)| <e.

2. dla kazdego z € X istnieje y € P takie, ze I, C I, i dla kazdego t € I, zachodzi
x(t) = =W, (t,y(t)).

3. dla wszystkich tg > 01 9; > 0 istnieje § > 0 taka, ze dla kazdego = € X, jezeli
|z(to)| < 0, to istnieje y € P takie, ze |y(to)| < 1.

Zatozenie W, (t,0) = 0 dlat € [0, 00) jest konieczne, aby rozwigzaniu zerowemu y = 0 w prze-
strzeni dualnej odpowiadato rozwiazanie zerowe x = 0 w przestrzeni prymalnej, gdyz mamy
—W,(t,0) = = 0. Zatem aby uzyska¢ konkluzje dotyczace wybranego typu stabilnosci nie
potrzebuje zaktada¢, ze W, (t,0) = 0, ale wtedy rozwiazaniu zerowemu w przestrzeni dualnej
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odpowiada rozwigzanie Z(t) = —W,(t,0) w przestrzeni prymalnej, gdzie Z(t) € X jest abso-
lutnie ciagla, z(t) spetnia i nalezy do X. Oznacza to réwniez, ze nie ma koniecznosci,
aby f(t,0) = 0. Wtedy natomiast mam z’'(t) = f(t,Z(t)) oraz wtedy to rozwiazanie Z(t) jest
stanem rownowagi réwnania , ktorego stabilnosé¢ badam. W takim wypadku wszystkie
definicje dotyczace funkeji —W, musza by¢ przesuniete o Z(t) (por. przyktad .

W obu artykutach [Al], [A2] zakladam, ze pomocnicza funkcja W spetnia dualng nieréwnosé
Hamiltona-Jacobiego postaci (10}, natomiast w [A5] nieréwnosé postaci (L1). W pracy [21]
w Stwierdzeniu 1 i 2 pokazatam, ze dualna funkcja Lapunowa 7', spetniajaca badz ,
jest nierosnaca wzdtuz odpowiednich rozwigzan. Fakt ten jest niezbedny w twierdzeniach
dotyczacych stabilnosci. Dla przejrzystosci pézniejszych wnioskowan przywotam wspomniane
stwierdzenia:

Stwierdzenie 1 ([21), [A1] Proposition 11) Jesli istnieje funkcja W : [0,400) x P — R
spelniajaca zalozenie (Z1) oraz taka, zZe dla prawie wszystkich t > 0 i kazdego z € W, (t,P)
zachodzi nieréwnosé
9
ot
wtedy dla dowolnego y € P funkcja

(W (t, z) — 2W,(t, 2)) — 2Wy,(t,2) f(t, 2) <O, (10)

1,5t T(t, ~W, (L, y(t))
Jest mierosngca.

Stwierdzenie 2 [21] Jesli istnieje funkcja W : [0,+00) X P — R spelniajgca zalozenie
(Z1) oraz taka, Ze dla prawie wszystkich t > 0 i kazdego z € W, (t,P) zachodzi nierdwnosé

S ) + 0 (1T, (1,9) < 0 (1)

wtedy dla dowolnego y € P funkcja
It T(t, y(t))

jest nierosngca.

4.2.1.3 Twierdzenia o stabilnosci

W pracy [21] zalozenie wraz z warunkiem wzrostu oraz ,klasycznymi” zatozeniami
o funkcji Lapunowa dawalo w rezultacie wniosek o stabilno$ci rozwigzania zerowego ba-
danego réwnania. Teraz, chcac uzyskaé stabilno$¢ w skonczonym czasie musze wzmocnic¢
(10) do postaci poprzez dotozenie do lewej strony nieréwnosci nieujemnego sktadnika
c(t)(T(t, z))* > 0. Zatem prawdziwe jest nastepujace twierdzenie:
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Twierdzenie 3 ([AI] Theorem 14) Jesli istnieje funkcja W : [0, +00) X P — R spelniajgca
(@ oraz zatoZenia (Z1) oraz (Z2) i istnieje ¢ € M oraz o € (0,1) takie, zZe dla (t,z) €
[0, +00) x (=W, (t,P)) zachodzi

0 o
5 (Wt 2) = 2Wy (8, 2)) = Wy (£, 2) f(¢, 2) + c(t)(T(t, 2))* < O (12)
wtedy rozwigzanie zerowe rownania jest stabilne w skoriczonym czasie. Co wiecej, funkcje
czasu osadzania dla trajektorii startujgcych z punktu (ty,x¢) niedaleko punktu (ty,0) mozna
oszacowaé nastepujqco:

S((to, o) < te/T(to,~Wy (o))

gdzie yq jest takim punktem w przestrzent dualnej, ze xo = —W,,(to, yo).

Idea dowodu opiera sie na wynikach z pracy [21] oraz wykorzystuje lemat poréwnawczy w celu
stwierdzenia stabilnosci w skoniczonym czasie (por. Stwierdzenie 2.3 [19]). Czas e, —w, (o))
pochodzi wprost z dowodu lematu poréwnawczego, gdzie

Z|170
1—0

t
te.=Inf{t >1: /C(T)dT =
¢

(por. [19] lub wzér (18) w pracy [Al]).

Teza nastepnego twierdzenia dotyczy stabilno$ci w stalym czasie. Dodatkowym zalozeniem,
ktére nalezy uwzgledni¢ jest wzmocniony warunek dotyczacy funkcji c. Teraz ¢ € MB, i jest
to warunek kluczowy, a zarazem wystarczajacy, aby otrzymac stabilnos¢ w stalym czasie.

Twierdzenie 4 ([A2] Theorem 1) Jesli istnieje funkcja W : [0,400) x P — R spelniajoca
(W) oraz zatozenia (Z1) i (Z2) i istnieje c € MB oraz a € (0,1) takie, ze dla (t,2) €
0, +00) x (=W, (t,P)) zachodzi

;(W(t, z) = 2Wy(t, 2)) — 2Wy,(t, 2) f(t, z) + c(t)(T'(t,2))* <0 (13)

wtedy rozwigzanie zerowe rowWNania (@) jest stabilne w statym czasie.

W dowodzie wykorzystuje wlasnosci klasy MB, m.in. z faktu, ze ¢ € MB wynika, ze istnieje
funkcja pierwotna c,, ktora jest rosnaca. Zatem istnieje réwniez funkcja do niej odwrotna
(cp,)~*. Te whasnosci klasy MB pozwalaja, aby ze stabilnosci w skoficzonym czasie przej$é
do stabilnosci w stalym czasie.

Kolejne twierdzenie pochodzi z pracy |A2]. Jego teza moéwi co prawda o stabilnosci w stalym
czasie, jednakze zmieniajac zatozenie ¢ € MB na ¢ € M w oczywisty sposéb moge uzyskac
wynik dotyczacy stabilnosci w skoniczonym czasie. W twierdzeniu tym korzystam rowniez
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z innej postaci nieréwnosci Hamiltona-Jacobiego, mianowicie postaci . W pracy [21]
wystepowala nieréwnosé postaci , a teraz po dotozeniu nieujemnego sktadnika do lewej
strony nieréwnosci otrzymuje nieréwnos¢ postaci , a w tezie konluzje na temat stabilnosci
w stalym czasie. Bardzo istotne jest, ze w wystepuje funkcja g(-), dolnie pélciagta,
nierosngca i taka, ze g(0) = 0. Jest to istotne uogdlnienie w stosunku do Twierdzenia
gdzie po lewej stronie nieréwnosci byt skladnik ¢(¢)(7T'(¢, z))*. Jest to wynik ogélniejszy, a
zatem obejmuje znacznie szerszg klase rownan.

Twierdzenie 5 ([A2] Theorem 2) Jedli istnieje funkcja W : [0,400) x P — R spelniajoca
(@ oraz zatozenia (Z1) i (Z2) i istnieje ¢ € MB i funkcja g(-), dolnie pélciggla, nierosngca
i taka, ze g(0) = 0 oraz [} ﬁds < oo dla b >0 i zachodzi warunek

gtW(t, y) +yft, =Wyt y) +ct)g(T(t y) <0 dla (t,y) € [0,+00) x P,  (14)

wtedy rozwigzanie zerowe rowWnania (@ jest stabilne w statym czasie.

Kolejne stwierdzenie pokazuje jak mozna powiaza¢ (poprzez funkcje W) rozwiazanie zerowe
w przestrzeni dualnej z rozwigzaniem zerowym w przestrzeni prymalnej poprzez wlasnosé
stabilnosci w skonczonym i stalym czasie. Zastosowanie ponizszego stwierdzenia jest zilu-
strowane m.in. w przykladzie[32]

Stwierdzenie 6 ([AJ] Proposition 13) Jesli istnieje funkcja W : [0,400) x P — R spel-
niajgca (Z1), (Z2) i rozwigzanie zerowe réwnania (@) jest stabilne w statym (skonczonym)
czasie, to odpowiadajgce mu rozwigzanie zerowe rownania jest rowniez stabilne w statym
(skoriczonym) czasie.

4.2.2 Uklad dwéch réwnan: prymalny i dualny ([A5])

Zalezno$¢ pomiedzy stabilnoscia rozwiazania dualnego i prymalnego, czyli teza stwierdzenia[6]
stala sie inspiracja do badan przedstawionych ponizej. Pokaze w nich zastosowanie dualnych
narzedzi majgce na celu stwierdzenie jednoczesnej stabilnosci rozwigzan zerowych réwna-
nia prymalnego i dualnego. Wyniki przedstawione w tej sekcji sg znaczacym rozszerzeniem
tych uzyskanych w [A5] i [A2], gdzie badana byla stabilno$¢ tylko w przestrzeni prymalnej.
Wyniki tej sekcji dotycza stabilnosci w skoficzonym i stalym czasie rozwiazan uktadu (15)
sktadajacego sie z réwnania prymalnego i dualnego. Gtéwnym wynikiem tej sekcji jest otrzy-
manie warunkéw wystarczajacych jednoczesnej stabilnos$ci w skonczonym i statym czasie dla
rownania prymalnego i dualnego. Warto tez podkresli¢, ze nie badano dotychczas stabilnosci
w skonczonym i stalym czasie rozwiazan réwnania dualnego, zatem wyniki [A5] sa zupelnie
nowe i oryginalne. Dualne narzedzia przedstawione w tej sekcji moga stuzyé¢ réwniez jako
nowe narzedzie do badania stabilno$ci w skonczonym lub stalym czasie jedynie réwnania
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dualnego (por. Przyktad . W sekcji tej rozszerzam réowniez definicje dualnej funkeji La-
punowa na trzy zmienne.
Rozwazam nastepujacy uktad dwoch rownan:

{;iw) = f(t,z(t)), 5
LW, (8, (y(1))) = —F(t, =W, (t, (y(£)))),

gdzie (z,y) € R™ x R™ jest zmienng stanu uktadu, f : [0, +00) x X — R" jest mierzalna
w sensie Lebesgue’a ze wzgledu na pierwszg zmienng i ciggla ze wzgledu na druga zmienng
dla prawie wszystkich ¢ € [0,400) oraz f(¢,0) = 0. Zauwazmy, ze jesli y(t) € P to x(t) =
—W,(t,y(t)) € X, oraz co wigcej, jesli y(t) = 0 jest rozwiazaniem dualnego réwnania, to
z(t) = 0 jest rozwigzaniem réwnania prymalnego. Powiemy, ze (z,y) jest rozwiazaniem

uktadu jezeli x € X oraz y € P.

Uwaga 7 [AJ] Pare funkcji (z,y) = (0,0) € XxP bedziemy nazywaé rozwigzaniem zerowym
uktadu .

Moim celem jest zbadanie stabilno$ci w skoniczonym i stalym czasie rozwigzania zerowego
uktadu . Przy wczesniej uczynionych zatozeniach w sekcji zdefiniuje warunki
wystarczajace takiej stabilno$ci. W tym celu musze przedefiniowa¢ dualng funkcje Lapunowa
T na funkcje trzech zmiennych. Oznacze ja jako T

Niech T : [0, +00) x X x P — R,

T(t,x,y) =W(ty) + zy. (16)

Od funkcji Lapunowa zwykle wymaga sie, aby byta nierosnaca wzdtuz rozwigzan uktadu
i spetniala odpowiednie warunki wzrostu. Zatem najpierw nalezy stwierdzi¢ wtasnos¢ od-
powiedniej monotonicznoéci T wzdtuz rozwigzan uktadu . Stosujac klasyczne metody
dowodowe otrzymuje nastepujace stwierdzenie:

Stwierdzenie 8 ([A5] Proposition 7) Jesli funkcja W spelnia zatozenia z pamgmfu
oraz zaktadajgc, ze dla prawie wszystkich t > 0 1 wszystkich y € P, funkcja W spetnia
nierownos¢ Hamiltona-Jacobiego postaci , wtedy funkcja I, 3 t — T(t, =W, (t,y(t)), y(t))
jest mierosngca.

Zatézmy ponadto nastepujacy warunek wzrostu:

Wit y) —yW,(t,y) = a(ly|) (17)

dla wszystkich ¢ > 01y € P i pewnej funkcji a € K.
Nastepne twierdzenie podaje warunki wystarczajace, aby rozwigzanie zerowe uktadu
byto stabilne.
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Twierdzenie 9 ([A5] Theorem 8) Jesli istnieje funkcja W : [0,400) X P — R spelniajaca

(Z1), (Z2), oraz to rozwigzanie zerowe ukladu jest stabilne.

Kolejne dwa twierdzenia méwig o stabilnosci w skonczonym i stalym czasie rozwigzania

zerowego uktadu .
Twierdzenie 10 ([A5] Theorem 9) Jesli istnieje funkcjia W : [0, +00) x P — R spelniajgca
(Z1), (Z2), , oraz istnieje funkcja ¢ € M i g(-) dolnie pélciggla i niemalejgca,
b _
g(0)=0, [ ﬁds < oo dla b > 0 taka, Ze funkcja T zdefiniowana w (10|) spetnia
0

TW (L) + S (1=, (t,) + eg(T (1 ~Wy(t,9).9)) < 0 (18)

dla (t,y) € [0,400) x P, to rozwigzanie zerowe uktadu jest stabilne w skoriczonym

czasie.

Twierdzenie 11 ([A5] Theorem 10) Jesli istnieje funkcja W : [0,+00) x P — R spel-
niajaca (Z1), (Z2), oraz oraz istnieje funkcja ¢ € MB i g(-) dolnie pélciggla i
b

niemalejgca, g(0) =0, [ ﬁds < oo dlab > 0 taka, Ze funkcja T zdefiniowana w (16) spetnia
0

;W(t, y) +yf(t, =W, (t,y)) + ct)g(T(t, =Wy (t,y),y)) <O (19)

dla (t,y) € [0,4+00) X P, to rozwigzanie zerowe uktadu jest stabilne w stalym czasie.

Dowody tych twierdzen wykorzystuja miedzy innymi wlasnosci klas M i MB odpowiednio
oraz korzystaja z lematu poréwnawczego. Przebiegaja analogicznie do dowodéw Twierdzen
Bl A

Uwaga 12 Stwierdzenie @ oznacza miedzy innymi, ze Twierdzenia oraz mogq byé

rowniez wykorzystywane jako nowe narzedzia do badania stabilnosci w stalym (skoriczonym
czasie) rozwigzania zerowego prymalnego réwnania

4.2.2.1 Region atrakcji

Pojecie regionu atrakcji zostato wprowadzone przeze mnie w pracy [A5| jako zastosowanie
wynikéw Twierdzen [10]i [II] Wynik przedstawiony w Twierdzeniu[14]jest zupetnie nowy.
Aby zdefiniowaé region atrakcji dla danego rownania, najpierw wprowadze niezbedne defini-
cje:

Powiemy, ze rozwiazanie zerowe réwnania (3)) jest globalnie asymptotycznie stabilne, jesli jest
stabilne i dla dowolnego to > 0 i kazdego rozwiazania (3|) mamy tligrn |z(t)] = 0 (por.[1])
—T00
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Powiemy, ze rozwigzanie zerowe roéwnania jest globalnie stabilne w skonczonym czasie,
jesli jest globalnie asymptotycznie stabilne i dowolne rozwiazanie réwnania (3) ,dociera” do
rozwiazania zerowego w pewnym skoriczonym momencie (por. [25]).

Jako przyktad zastosowania Twierdzen [I0]i[II]wprowadze pojecie regionu atrakeji rownania
. Ta koncepcja pokazuje jak mozna polaczyé obie przestrzenie: prymalng X i dualng P.

Definicja 13 [AJ] Niech A C X bedzie niepustym zbiorem. Powiemy, Ze jest on regionem
atrakcyi dla rownania jesli dowolne rozwigzanie réwnania spelniajgce x(ty) € A dla
pewnego tg > 0 ,dociera” do rozwigzania zerowego w pewnym skonczonym czasie Sy (o).

Twierdzenie 14 ([A5] Theorem 19) Jesli istnieje funkcja W : [0, 4+00) x P — R spelniajaca
(Z1) i (Z2) oraz rozwigzanie zerowe réwnania @ jest globalnie stabilne w skornczonym
czasie, wtedy zbior A = —W,(t,P) jest regionem atrakcji dla réwnania @

Zastosowanie powyzszego twierdzenia jest zilustrowane w Przykladzie

4.2.3 Uklady réwnan rézniczkowych parabolicznych ([A3])

Jednym z gléwnych narzedzi,powszechnie stosowanych do badania stabilnosci lub niesta-
bilnosci réwnania jest funkcja Lapunowa, ktéra w przypadku przyjmuje postaé
standardowej funkcji energii (patrz np. [4], [6]). W ciggu ostatnich dwoch dekad pojawita sie
inna metoda badania stabilnosci przez aproksymacje rownania rownaniami rézniczkowy-
mi zwyczajnymi, wykorzystujac techniki takie jak metoda Galerkina lub réznice skonczone,
a nastepnie stosujac metody optymalnego sterowania w skonczonym wymiarze [2], [5], [7].
Innym podejéciem jest wykorzystanie optymalizacji metoda sumy kwadratéw do konstrukeji
funkcji Lapunowa dla réwnan parabolicznych (patrz [20]). W sekeji tej chee zbadaé stabil-
no$¢ rownania w zupelnie inny i nowy sposéb. Koncepcja ta opiera sie na pomystach z
pracy [21] (patrz réwniez [24]). Mianowicie rozszerzam przestrzen [0, +00) x € do przestrzeni
dualnej [0,400) x Q x P, P CR, a nastepnie bede rozwaza¢ réwnanie dualne do w tej
przestrzeni dualnej [0, +00) x © x P. Nastepnie definiuje funkcje pomocnicza W, ktéra spel-
nia dualng nieréwnos¢ Hamiltona-Jacobiego. Taka funkcja W jest podstawa do konstrukcji
dualnej funkcji Lapunowa. To podejscie pozwala na powrét do pierwotnych pomystéw La-
punowa, gdy funkcja Lapunowa spelnia pewna (dualna) nieréwno$¢ Hamiltona-Jacobiego w
[0, +00) x 2 x P. Ponadto, ostabie zalozenia dotyczace f, tj. f jest funkcja Caratheodory’ego
(mierzalna w (¢, x) i ciagla wzgledem ).

W tej sekcji przedstawie dualne podejécie do badania stabilnosci typu Lapunowa rozwiagzania
zerowego u = (0 parabolicznego réwnania rézniczkowego postaci:

u(t,x) — Agu(t,x) = f(t,z,u(t,x)), (t,z) € (0,00) x €, (20)

oraz u = 0 na zbiorze (0, 00) x OS2,
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przy perturbacjach nalezacych do C?(€2).

Warto zaznaczy¢, ze dualne podejscie nie byto wczesniej stosowane do tego typu réwnan, i
tym samym wszystkie twierdzenia tej sekcji, zaréwno dotyczace stabilnosci (Twierdzenia
, jak i stabilnosci w skoniczonym czasie (Twierdzenie[21) sg zupelnie nowe.
Zaktadam, ze ) jest zbiorem domknietym w R" z dostatecznie gtadkim brzegiem oraz, ze
f:]0,+00) x Q@ x R=R, f(t,z,0) = 0 dla wszystkich ¢ > 01z € Q, f # 0, mierzalna ze
wzgledu na (¢, x) i ciagla ze wzgledu na trzecig zmienna w.

W sekgji tej funkcja pomocnicza W jak i dualna funkcja Lapunowa T' oraz zbiér P dualnych
rozwigzan sa zdefiniowane w nowy sposoéb. Jednakze, aby nie wprowadzaé czytelnika w btad,
pozostane przy oznaczeniach z poprzednich sekcji, tj. W, T i P.

Niech P C R bedzie otwartym podzbiorem zawierajacym 0 (nazywaé go bede zbiorem
dualnym) i niech W : [0,4+00) x  x P — R bedzie funkcja pomocniczy taka, ze W €
C2([0,+00) x Q x P) N C([0, +00) x Q x P) oraz A, (W, (t,z,y)) istnieje dla prawie wszyst-
kich z € Q i wszystkich (¢,y) € [0, +00) x P.

Zakladam rowniez, ze dla wszystkich t > 012 € Q zachodzi W (¢, x,0) = 0 oraz W, (t,2,0) =
0 i, ze dla prawie wszystkich z € Q i wszystkich (¢,y) € [0, +00) x P funkcja W spelnia
nastepujaca dualna nieréwnos¢ Hamiltona-Jacobiego

Wi(t,z,y) —y - Da(Wy(t, x, ) +yf(t,x, =W, (t,z,y)) <O. (21)

Zanim sformutuje problem stabilnoéci w przestrzeni dualnej wprowadze pojecie rozwigzania
dualnego do rozwigzania u rowniania :

Powiemy, ze y(t,z), (t,z) € [0,400) x Q, y € C'([0,4+00) x Q), jest dualnym do u(t,z)
rozwigzaniem rownania jesli spetnia dla wczesniej zdefiniowanej funkeji W nastepujace
dualne réwnanie:

i(Wy(t,x,y(t, I))) - Ax(Wy(taxvy(tvx))) = —f(t,fL‘, —Wy(t,x,y(t,a:))),

dt
dla p.w. (t,x) € [0,4+00) x Q, y =0 dla [0, +00) x 9. (22)
Zwroémy uwage, ze wobec zatozen na f 1 W, mamy, ze y = 0 jest rozwigzaniem .

Oznaczmy poprzez P zbiér wszystkich rozwiazan dualnych do rozwigzan réwnania .
Zatem mamy nastepujaca relacje: dla kazdego y € P istnieje rozwiazanie u(t,z) réwnania

takie, ze

u(t,x) = =W, (t,z,y(t,x)), (t,z) € [0,400) X L. (23)
Zbiér wszystkich rozwiazan u(t, z) réwnania spetniajacych oznacze poprzez U.
Zdefiniuje zatem dualna funkcje Lapunowa 7' : [0, 400) X © x P — R nastepujaco:
T(t,z,y) =Wt x,y) —yW,(t,z,y). (24)

Definicja 15 Powiemy, Ze dla dowolnego x € ) funkcja T jest nierosngca wzdiuz y € P,
jezeli funkcja [0, 400) 3t — T(t,z,y(t,x)) = T,(t,x) jest nierosngca dla kazdego ustalonego
x € €.
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Przy zatozeniach jakie uczyniliémy w tym paragrafie prawdziwe jest stwierdzenie:

Stwierdzenie 16 ([A3] Proposition 2.2) Jesli W : [0, 4+00) x Q x P — R spelnia zatozenia
z sekcji to dla kazdego ustalonego x € Q i kazdej funkcji y € P, funkcja t — T,(t, x)

jest nierosngca w [0, +00).

Dow6d w duzej mierze bazuje na wykorzystaniu dualnej nieréwnosci Hamiltona-Jacobiego
@)

Dla dualnej funkcji Lapunowa zdefiniowanej wzorem zaktadam nastepujacy warunek
wzrostu: dla dowolnej funkcji dy € Ky funkcja T spetnia nieréwnosé

T(t,z,y) > di(lyl) (25)

dla wszystkich t > 0, x € Q, y € P.

Powiemy, ze rozwigzanie zerowe réwnania jest stabilne, jesli dla dowolnego t; > 0 i
e > 0, istnieje > 0 taka, ze dla dowolnego y € P spelniajacego |y (o, )| < ¢ dla wszystkich
r € Q mamy |y(t,z)| <edlat >ty x € Q.

Nastepne twierdzenie daje warunek dostateczny stabilnodci rozwigzania zerowego réwnania
(22) z wykorzystaniem narzedzi dualnych.

Twierdzenie 17 ([A3] Theorem 2.4) Jesli istnieje funkcja W : [0,+00) x Q@ x P — R
zdefiniowana powyzej oraz funkcja T zdefiniowana w speinia , wtedy rozwigzanie
zerowe dualnego rownania jest stabilne.

Powiemy, ze rozwiazanie zerowe réwnania jest jednostajnie stabilne, jesli dla dowolnego
€ > 0, istnieje § > 0 taka, ze dla dowolnego to > 0, x € Q i kazdego y € P spetniajacego
ly(to, x)| < d mamy |y(t,z)| < e dlat > to,xz € Q.

Aby uzyskaé jednostajng stabilno$¢ rozwigzania zerowego rownania musze jedynie do-
datkowo zatozy¢, ze funkcja T jest ograniczona z géry przez niezalezng od czasu i cigglta w
0 funkcje do(]y|) nalezaca do klasy K.

Twierdzenie 18 ([A3] Theorem 2.6) Jesli istnieje funkcja W : [0,400) X @ x P — R
zdefiniowana powyzej, a funkcja T zdefiniowana w spetnia oraz

T(t,z,y) < do(lyl),

dlat >0,z € Q,y € P ipewnej funkcji dy € Ky cigglej w 0, wtedy rozwigzanie zerowe
dualnego réwnania jest jednostajnie stabilne.

Koncepcje dowodéw twierdzen [17]i[18] sq podobne do dowodéw twierdzeri dotyczacych sta-
bilnosci i jednostajnej stabilnodci rozwigzan zerowych réwnan rozniczkowych zwyczajnych
przedstawionych w mojej wezesniejszej pracy [21].
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Nastepne twierdzenia pokaza wykorzystanie dualnych narzedzi do badania stabilnosci pry-
malnego réwnania .

Oznaczmy poprzez U zbiér wszystkich funkcji ciagtych u : [0, +00) x Q@ — R majacych dla
prawie wszystkich x € 2 pochodng ze wzgledu na ¢ i takich, ze dla prawie wszystkich ¢
istnieje A u(t, ).

Bedziemy rozwazaé¢ mocne rozwiagzania réwnania , tzn. funkcje u € U spekiajace
prawie wszedzie w [0,b) x Q, b > 0. Zbiér tych rozwiazan oznacze poprzez Us. Niech Uy
oznacza zbiér wszystkich funkcji ciggtych u: Q — R z normg |ju|| = max,q |u(z)].

WprowadZmy definicje stabilnosci i jednostajnej stabilnosci dla rownania prymalnego:
Powiemy, ze rozwigzanie zerowe réwnania jest stabilne, jesli dla kazdego to > 0ie > 0,
istnieje 0 > 0 taka, ze kazde rozwiazanie u € U; réwnania spelniajace |u(to, z)| < d dla
kazdego = € Q, jest przedluzalne na [tg, +00) i |u(t,z)| < e dlat > ty, z € Q.

Powiemy, Ze rozwigzanie zerowe réwnania jest jednostajnie stabilne, jedli dla kazdego
€ > 0, istnieje § > 0 taka, ze dla kazdego tg > 0, x € € i dowolnego rozwigzania u € U,
réwnania spetniajacego |u(to, z)| < ¢ zachodzi |u(t,x)| < e dlat > to, x € Q.

Aby uzyskaé warunek dostateczny stabilnosci w przestrzeni prymalnej musze dla funkcji W
wprowadzi¢ dodatkowe zalozenie, ktore oznacze jako (Z3):

1. dla dowolnego € > 0 i ty > 0 istnieje ¢; > 0 taki, ze dla wszystkich x € Q, ¢t > ¢y i
y € P, jedli tylko zachodzi |y| < 1, to |Wy(t,z,y)| < e.

2. dla dowolnego ty > 01 0; > 0 istnieje 6 > 0 taka, ze dla kazdego u(to, ) € Uo, jesli za-
chodzi |u(ty, z)| < 0, dla kazdego x € Q, to istnieje y € P, u(ty, x) = —W,(to, z, y(to, x))
taki ze |y(to, z)| < 01 dla kazdego = € (.

Twierdzenie 19 ([A3] Theorem 3.5) Jesli istnieje funkcja W : [0,400) X @ x P — R
spelniajgca poprzednie zaloZenia oraz spetniajaca (Z3) oraz jesli rozwigzanie zerowe dualnego
réownania jest stabilne, to odpowiadajgce mu rozwigzanie zerowe prymalnego réownania

jest stabilne.

Zauwazmy, ze na podstawie Twierdzeﬁiprawdziwe jest tez nastepujace spostrzezenie:

Uwaga 20 ([A3] Remark 3.6) Jesli istnieje funkcja W : [0,4+00) X Q x P — R spelniajgca
poprzednie zatoZenia oraz i (Z3), a funkcja T zdefiniowana w spetnia (25)), to
rozwigzanie zerowe prymalnego rownania jest stabilne.

Aby otrzymaé¢ warunek wystarczajacy stabilnosci w skonczonym czasie potrzeba wzmoc-
ni¢ warunek Hamiltona-Jacobiego. Podobnie jak dla réwnan rézniczkowych zwyczajnych do
lewej strony nieréwnosci Hamiltona-Jacobiego postaci nalezy doda¢ odpowiedni nie-
ujemny skladnik (wykorzystujacy funkcje z klasy M), co w konsekwencji daje nieréwnosé
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. W dowodzie ponownie wykorzystam lemat poréwnawczy.

W sekeji zdefiniowatam funkcje osadzania S. W przypadku réwnan parabolicznych
definicja ta wyglada podobnie, jednak dla zachowania odpowiedniej precyzji przywotajmy
catg definicje.

Dla dowolnego to > 01 up(x) € R\ {0}, x € Q, uo(-) € Up i ¢ € U takiego, ze ¢(ty,z) =
up(z) dla z € Q, oznaczmy poprzez d,(to, ug(-)) skoficzong wartosé¢ (o ile istnieje) taka, ze
go(t,x) cRdlate (to,dw(to,UO('))), reQi
lim su t,zr)|) =0.
t-’%(to,UO(J)’(zeg otta) )
Niech
dy(to, uo(-)), jesliistnieje,

. (26)
400, w przeciwnym wypadku.

7o (to, uo(+)) = {
Odwzorowanie S : [0,400) X R — R U {400} nazwiemy funkcjg czasu osadzania, jesli
e S(to,0) = tg dla dowolnego ty > 0,

e dla dowolnego ug € Uy, to = 01 up(z) € R\ {0}, z € Q,
S(to,uo(-)) = sup  {7,(to, uo(-))}-

PEUs,
o(to, )=uo(")
Powiemy, ze rozwiazanie zerowe réwnania jest stabilne w skoriczonym czasie, jesli jest
stabilne i dla kazdego ty > 0 istnieje d > 0 taka, ze dla dowolnego rozwigzania réwnania
spetniajacego |u(ty, )| < 0, x € Q, warto$¢ funkeji czasu osadzania S(to, u(to,-)) jest
skonczona.

Ponizsze twierdzenie podaje warunki wystarczajace na to, aby rozwigzanie zerowe réwnania
byto stabilne w skoniczonym czasie. W warunkach tych pojawia sie funkcja ¢ nalezaca
do klasy M zdefiniowanej w paragrafie Dowdd wykorzystuje lemat poréwnawczy.

Twierdzenie 21 ([A3] Theorem 5.6) Jesli istnieje funkcja W : [0,400) X Q@ x P — R

spelniajgcea zalozenia z Sekcjii (Z3), oraz funkcja T zdefiniowana w spetnia
oraz istnieje ¢ € M i« € (0,1) takie, ze dla (t,x,y) € [0,+00) X Q X P zachodzi

Wit,z,y) —y - AW, (¢ x,y) +yf(t o, =Wyt z,y) + c(t, 2)(T(t,z,y))* <0,  (27)

to rozwigzanie zerowe réownania jest stabilne w skonczonym czasie.
Funkcje czasu osadzania dla trajektorii startujgcych z punktu (to, uo(+)) blisko (to,0), (uo(-) €
Uy) mozna oszacowad nastepujgco:

S(t()a UO()) < tc,u(p
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gdzie yo(x) jest punktem w przestrzeni dualnej, takim, ze
’LL(](.'L') = _Wy(t(hxvy()(x))a S Q

Podobnie jak w Twierdzeniu (3| czas t.,, pochodzi wprost z dowodu lematu poréwnawczego
(por. [19] lub wzér (18) w pracy [Al]).

4.3 Dualne podejécie typu programowania dynamicznego ([A4])

Moim celem jest konstrukcja nowych wystarczajacych warunkéw stabilnosci w staltym czasie
w kontekscie teorii optymalnego sterowania. W podejsciu tym warunek poczatkowy trajek-
torii zy traktuje jako sterowanie. Sterowanie punktem xy nie jest mozliwe w klasycznym
podejsciu, jak i w dualnym podejsciu typu Lapunowa (sekcja . To jest jeden z po-
wodow, dla ktorego chce zastosowaé¢ metode dualnego programowania dynamicznego. Jest
to zupelnie nowatorskie spojrzenie na problem stabilnosci w skonczonym i stalym czasie.
Zupelnie nowe sg tez dualne narzedzia zastosowane w celu sformutowania warunkéw wystar-
czajacych optymalnosci.

W sekcji tej wroce do rozwazania stabilnosci w stalym czasie rozwiazania zerowego rownania
rozniczkowego

2 (t) = f(t,z(t)), z(ty) = zo, t >0, 7o € R, (28)
gdzie f: R x R"” — R" spehia zatozenia z sekcjim

Przedstawiona metoda wykorzystuje przestrzen dualna (natomiast wprowadzona w nieco in-
ny sposéb). Odejde teraz zupelnie od metody Lapunowa. Poniewaz zaprezentowane tutaj,
zupelnie nowe podejécie bedzie wykorzystywato dualne podejécie do programowania dyna-
micznego, zatem warunki wystarczajace bedg réwniez sformutowane w tym jezyku.

W tej sekcji zaktadaé bede, ze rozwiazanie zerowe jest globalnie stabilne w skoficzonym cza-
sie. Dla wygody czytelnika przypomne obie definicje: globalnej stabilnosci w skonczonym i
stalym czasie (definicje te podaje za [25]).

Powiemy, ze rozwigzanie zerowe rownania jest globalnie stabilne w skoriczonym cza-
sie, jesli jest globalnie asymptotycznie stabilne i kazde rozwiazanie przechodzace przez
punkt (tg, o), o = x(to) ,dotyka” rozwiazania zerowego w skonczonym czasie (nazywanym
czasem osadzania S(tg, zg)). Poniewaz punkt zo = x(to), zatem dla uproszczenia oznaczen
wprowadze nastepujace oznaczenie S(zg) = S(tg, xo).

Powiemy, ze rozwiazanie zerowe réwnania jest globalnie stabilne w stalym czasie, jesli
jest globalnie stabilne w skoniczonym czasie i czas osadzania S(xg) jest ograniczony z géry
przez pewna liczbe Sp4z-

Idea dualnego podejscia wykorzystuje metody programowania dynamicznego i opiera si¢ na
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spostrzezeniu, ze obie definicje sugeruja, ze rozwiazanie réwnania jest postaci
t
z(t) = 29 + /x/(s)ds =z + 2(t).
to

W sekgji tej rozwiazanie z(t) bede utozsamiaé z para (z, xg), a o moge traktowac jak sterowa-
nie. Poniewaz badajac problem stabilnosci w stalym czasie konieczne jest aby czas osadzania
byl ograniczony przez pewna stata niezalezna od xg, zatem potrzeba, aby sup, cgn S(20) <
Smaz- Poniewaz nie znamy 5,4, to dosy¢ naturalne wydaje sie spojrzenie na problem stabil-
nosci w stalym czasie jak na problem sterowania optymalnego, a rozwigzanie tego problemu
pozwoli na znalezienie oszacowania Sy,q..

Na poczatku zaktadam, ze rozwigzanie zerowe réwnania jest globalnie stabilne w stalym
czasie, a punkt poczatkowy xy traktuje jak sterowanie. Nastepnie chce maksymalizowaé czas,
w ktérym trajektorie startujace z punktu xg docierajg do rozwigzania zerowego.

Niech dla danego zy czas S(x¢) oznacza czas koncowy (czas dotarcia do zera) dla trajektorii
startujacej z (to, o). Jesli jest wiecej trajektorii startujacych z (o, o), to S(xy) niech ozna-
cza maksymalny czas sposrod czaséw koncowych dla tych trajektorii.

Moge w takim razie sformutowaé¢ problem P sterowania optymalnego nastepujaco:

maximize z,err S(T0). (29)

Jest jasne, ze jesli optymalna wartosé dla problemu P jest skoficzona, to rozwigzanie zero-
we rOwnania jest globalnie stabilne w stalym czasie. Dlatego problem P jest w isto-
cie przeformutowaniem problemu globalnej stabilnosci w stalym czasie w jezyku sterowania
optymalnego.

4.3.1 Warunki wystarczajace optymalnosci dla problemu P

W celu sformulownia warunkéw wystarczajacych optymalnosci dla problemu P zastosuje
dualne podejscie do programowania dynamicznego (zapoczatkowane w pracy [24]). Jednak-
ze moje podejscie bedzie sie troche réznié¢, gdyz zrezygnuje z dosé restrykcyjnego warunku
transwersalnosci, wystepujacego w [24], wprowadzajac zamiast tego w przestrzeni dualnej
pare funkcji (y°, Z) spelniajaca odpowiednie zalozenia.

Niech p € P C R%, tzn. zaktadam, ze wszystkie wspohrzedne p = (p, ..., p,) sa niedodatnie,
p; < 0,1 =1,...,n, oraz niech zbiér P C R"™! bedzie zbiorem zmiennych (t,p) € [ts, 00) x P.
Podstawowy pomyst programowania dynamicznego polega na sformutowaniu réwnania roz-
niczkowego programowania dynamicznego. Tutaj zastosuje jednak troche inne podejscie,
gdyz szukam pary funkcji (y°, Z) spelniajacej réwnanie rézniczkowe programowania dyna-
micznego.

Zatézmy, ze:
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(Z5): istnieje czas F i para funkcji (y°(¢), Z(t,p)), v° : [0,F) — R, ¢° € L'(ty, F),Z :
(to, F) x P — R, Z € C([to, F) x P), taka, ze Z; € L*([to, F) x P), spelniajaca na [ty, F) x P
nastepujace réwnanie:

Zt<tap) - inf{pf(tafﬂo +pZ(tap)) - S(l’o) 1o € Rn} = yo(t)7 (30)

gdzie L' (ty, F') - przestrzen funkcji catkowalnych na [ty, F|, L?([to, F') x P) - przestrzeri funkcji
catkowalnych z kwadratem na [tg, F') X P, pf oznacza iloczyn skalarny, za$ pZ(t, p) oznacza,
ze kazda wspoélrzedna wektora p jest pomnozona przez Z(t,p).
Przypomne, ze zakladam, ze S(z) jest skoriczone dla oy € R™. Aby lepiej zrozumie¢ réwnanie
mozna je zapisa¢ w postaci nastepujacej nieréwnosci:

—Z(t,p) + pf(t, 0 + pZ(t,p)) + y°(t) > S(w0), dla wszystkich x, € R". (31)
Wezmy dowolng ustalona funkcje y € L'(to, F) taka, ze y°(t) — y(t) = constant > 0 dla
[t()v F)
Dla powyzszych Z, y i dla kazdego zp € R"™ oznaczmy poprzez p(t), t € [to, F] rozwiazanie
roéwnania

Zy(t, p(t)) = p(t) f(t, 20 + p(t) Z(t, p(1))) = y(t) (32)

nalezace do L%(ty, F'). Rozwiazanie p(-) bede nazywaé dualna trajektoria odpowiadajqca Z
i zg. Oczywiscie, nie dla kazdego xy € R™ istnieje trajektoria p(t) spetniajaca (32 dlatego
trzeba ograniczy¢ poszukiwanie optymalnego rozwigzania problemu P do zbioru Ady Y na-
stepujaco:

AdYY = = {zo € R" : istnieje p(-) € L*(to, F) spetniajace (32)}.
Konsekwentnie zredukuje problem P do problemu Pz nastepujaco:

8(170)

maximize 0
o GAd% 4

4.3.2 Twierdzenie weryfikacyjne dla problemu P

Twierdzenie 22 ([A]] Theorem 1) Zaléimy, ze istnieje tréjka funkcji (y°(t), Z(t,p), y(t)
spetniajaca zalozenie (Z5) oraz niech y € L' (ty, F) spetnia y°(t) — y(t) = constant > 0 w
[to, F).

Niech istnieje p(-) € L*(to, F) i Ty € Ad%o’y spelniajgce i

Zy(t, p(t)) — p(t) f(t, To + P Z (L, B(1))) + S(T0) =y (¢)- (33)

Wtedy S(zo) jest maksymalnym czasem dla problemu Py, tzn. S(Zo) jest stalym czasem
osadzania dla réwnania .

To twierdzenie ma na razie postac czysto teoretyczna, a jego dowodd jest praktycznie natych-
miastowg konsekwencja przyjetych zatozen.
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4.3.3 Warunki wystarczajace optymalno$ci dla problemu P; bez zalozenia sta-
bilnosci w skonczonym czasie

W tej sekcji odejde od zatozenia o stabilnosci w skonczonym czasie rozwigzania zerowego .
Zamiast tego zaloze jedynie, ze jest globalnie asymptotycznie stabilne (zatem trajektorie
startujace z (to, o) nie musza koniecznie dotykaé zera, a to oznacza, ze czas osadzania S(zo)
nie musi by¢ skoniczony). Zaktadam jednak, ze istnieje podzbiér Xy C R™ taki, ze dla zy € X
czas osadzania S(xq) jest skonczony. Co wiecej, zaktadam, ze prawa strona rownania
spetnia nastepujace zatozenie:

(H): istnieje p € R™ takie, ze funkcja Xy 3 xg — —pf(t, z0) + S(x¢) jest ograniczona z gory,
jednostajnie ze wzgledu na t przez pewna funkcje k(-) € L' (tg, 00).

Zatozenie (H) jest trudne do zastosowania, bo w ogélnosci nie znam funkcji zog — S(x).
Dlatego, bazujac na pracy [22] moge wprowadzi¢ zaltozenie:

(HV): istnieje p € R™ takie, ze funkcja

dz
r(z)
jest ograniczona z gory, jednostajnie ze wzgledu na t przez pewna funkcje k() € L(ty, 00).
W zatozeniu (HV) funkcja V' jest klasyczna lipschitzowska funkcja Lapunowa V : Ry X
R" — Ry za$ funkcja r : Ry — Ry nalezy do klasy L?(0,00), 7(0) = 0 oraz razem
spelniaja nastepujaca nierownosé:

V(t,xo)
Xy 5 20 — F(t,20) = —pf(t,z0) + /O (34)

V(t,z) < —r(V(t,z)) (35)
dla wszystkich (¢, z) € [0, 00) x R™.
Bazujac na [22] wiem, ze
S(o) < / Vi) dz (36)
IS r(z)

Warto podkresli¢, ze nie wymagam, aby () byta ciagta oraz aby [; % < 400 dla pewnego

e > 0. Dlatego tez, [; Td—j) moze by¢ réwne +o0o.
W tej sekcji zamiast zaioienia o globalnej stabilno$ci w stalym czasie rozwigzania zerowego
(28) zaktadam jedynie globalng asymptotyczng stabilno$é oraz zadam spelnienia zalozenia
(HV).
Moim celem jest podanie warunkéow wystarczajacych dla problemu sterowania optymalnego
P, zapewniajacych, ze Sz jest skonczone.
Zatozmy, ze:
(Z6): zachodzi (H) lub (HV) oraz istnieje czas F i para funkcji (y°(¢), Z(t,p)), y° : [0, F) —
R, y* € L'(to, F), Z : [to, F) x P = R, Z € C([to, F') x P), Z; € L*([to, F) x P), spelniajaca
w [to, F') X P nastepujace réwnanie:

V(t,xo) Iz

Zi(t.p) +sup{—pf(t.zo +pZ(tp) + [ -

@ cx0 € Xo} = 1°(1), (37)
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Wezmy y € L(ty, F') takie, ze y°(t) —y(t) = constant > 0 w [to, F'). Dla Z i kazdego xo € R™
oznaczmy poprzez p(t), t € [ty, F] rozwiazanie réwnania

Zy(t, p(t)) — p(t) f(t, 20 + p(t) Z(t, p(1))) = y(t) (38)
nalezace do L?(tg, F'). Znéw ogranicze przestrzenn R™ do zbioru Adyzo’y nastepujaco:
Ad%o’y = {zo € R" : istnieje p(-) € L*(ty, F') spetniajace }
I podobnie problem P redukuje do problemu P z:
S(zo).

maximize 0
xo EAd% k4

4.3.4 Twierdzenie weryfikacyjne dla problemu P

Twierdzenie 23 ([A]] Theorem 2) Zatéimy, ze zachodzi (Z6). Niech istnieje p(-) € L*(to, F)
i Tg € Ad%o’y spelniajgce oraz

Lt ple) ~ PO 7o+ HOZCRO) + [ 5 =0 39

Wtedy S(zo) (spelniajgce nieréwnosé @)) jest statym czasem osadzania dla problemu Py.

Uwaga 24 Warto zaznaczyé, ze w warunku @) wystepujgcym w Twierdzemu pojawia sie
nieznana funkcja S(xy). Natomiast w przypadku warunku , pojewiajq sie dwie funkcje
Vi r, ktore mozna obliczyé na podstawie wzoru . To sprawia, ze Twierdzenie jest
bardziej praktyczne niz Twz'erdzeme

4.4 Zastosowanie nowych metod badania stabilnosci do badania
stabilnosci sztucznych sieci neuronowych

Jednym z wazniejszych zastosowan teorii stabilnosci, a zwtaszcza stabilnosci w skonczonym
i stalym czasie, jest dziedzina sztucznych sieci neuronowych. W zwiazku z tym w tej sekcji
przedstawie praktyczne wykorzystanie twierdzen, ktore zostaty przedstawione w poprzed-
nich sekcjach, w celu stwierdzenia odpowiedniego typu stabilnosci sieci neuronowych typu
Hopfielda. Sieci Hopfielda to modele asocjacyjnej pamieci, ktore znajduja zastosowanie w
rozpoznawaniu wzorcoéw i korygowaniu uszkodzen w obrazach lub sygnalach. Aby sie¢ Hop-
fielda byta uzyteczna w praktyce, musi by¢ stabilna i szybko zbiega¢ do poprawnego wzorca,
a takze by¢ odporna na zaklécenia i szumy w danych wejsciowych. Teoretyczne wyniki do-
tyczace stabilnosci sieci Hopfielda moga pomdc w ustaleniu warunkéw, ktére muszg byé
spelnione, aby sie¢ byla stabilna i dzialata prawidtowo.
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4.4.1 Sieci neuronowe opisane przy pomocy réwnan rézniczkowych zwyczajnych

W zastosowaniach twierdzen dotyczacych sieci neuronowych do badania stabilnosci sieci neu-
ronowych uzywa sie pojecia ,stabilna sie¢ neuronowa” . Natomiast méwiac, ze sie¢ neuronowa
jest stabilna mamy na mysli, ze rozwigzanie zerowe rownania opisujacego sie¢ neuronows jest
stabilne (w odpowiednim, rozwazanym przez nas sensie). Pojecie ,stabilna sie¢ neuronowa”
jest powszechnie uzywane w literaturze opisujacej ten temat (por. [10], [14], [15], [16], [18],
301).

Nastepne twierdzenie wykorzystuje wyniki Twierdzenia 3| w celu stwierdzenia stabilnosci w
skonczonym czasie sieci neuronowej .

Zapisze najpierw sie¢ w formie macierzowej w nastepujacy sposob:

' (t) = —A(t)z(t) + B(t)h(t, z(t)) + (1), (40)

gdziex = (x1,...2,), A= (ai;), B = (bij), h(t,z) = (hi(t, 1), ..., hn(t, zn)), L = (L1, ..., 1)
oraz B(t)h(t,0) = —1(t), h jest funkcja Caratheodory’ego, a A, B, I sa mierzalne ze wzgledu
na t.

Ponizsze Twierdzenie jest wspolnym wynikiem otrzymanym ze Wspotautorem [All.

Twierdzenie 25 ([A1] Theorem 15) Zalézmy, ze istniejq liczby B > 2, o € (0,1), aff > 1,
funkcje b(+), d(-) : (0,00) — R" catkowalne i a(-) : (0,00) — R* mierzalne i takie, ze

a(t) |2)* < 2A(t)z,

I)2(B(8 = 1) 21" + aBlaf — 1) |2[*77) < b(t) |27
zB(t)g(t,z) < d(t)|z]?

dlat € (0,00), z € B(0,1). Wtedy, sie¢ neuronowa opisana poprzez @) jest stabilna w
skonczonym czasie. Co wiecej, funkcje czasu osadzania dla trajektorii startujgcych z punktu
(to, xo) niedaleko punktu (ty,0) mozna oszacowaé nastepujgco:

S((to, o) < te/T(to,~Wy (o))

gdzie yo € P spelnia xg = —W,(to, o) 2
. B y,08
W(ty) = 5O (vl + 1ul*?)
te(0,0), y e P=DB(0,1), 3>2, D >0 dostatecznie duze,
t
C(t) = —exp(—D [ (d(s) +b(s))ds).
Co = sup{23|C(t)] : t € (0,00)}
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i teT(to,— Wy (tyo)) JEST Zdefiniowane nastepujqco:

t

. T(ty, —W,(t, I-a
te T (to,~W, (tyo)) = inf {t >ty /C(T)dT = IT(to N i(ayom } . (41)
to

W kolejnych dwoch przyktadach pokaze zastosowanie twierdzen idotyczalcych stabilnosci
w stalym czasie do badania stabilnosci sztucznej sieci neuronowej postaci zapisanej w
postaci macierzowej .

Przyktad 26 ([A2] Example 1) Rozwazmy nastepujacq sie¢ opisang réwnaniem rézniczko-
wym:
1 1
=0,25- +1 2[) —0,3y+0,25- t>0. 42
y'(t) v+ 1=y —2) y et (42)
Powyzsza sied jest stabilna w skoriczonym czasie (pokazane jest to [A1] Example 17), i co wie-
cej, jest rowniez stabilna w statym czasie (JA2] Example 1), gdyz spelnione jest Twierdzenie

Przyktad pokazuje, ze w niektérych przypadkach tatwiej jest udowodnié¢ stabilno$¢ w
staltym czasie, korzystajac z dualnej przestrzeni niz pracujac tylko przy uzyciu klasycznych
metod. Badanie stabilnosci sieci neuronowych z niezerowym biasem jest technicznie trudne.
Zastosowanie podejscia dualnego znacznie utatwia to zadanie.

Przyktad 27 ([A2] Example 2) Niech P C R" bedzie otwartym podzbiorem. Rozwazamy
siec¢ z dodatkowymi zaloZeniami co do A, B, h i I. Niech Z(t)=/y I(s)ds i niech A, B
bedq lokalnie ograniczone, funkcja t — Z(t) niech bedzie absolutnie ciggla spelniajgca .
Zaktadamy, ze dla y € P zachodzi:

yB(t)h(t, 3yly| + Z(t)) — yA(t)Bylyl + Z(t)) < —a(t)|y|* — d(t)]yl, (43)

dla pewnej mierzalnej, nieujemnej funkcji a(-) i dodatniej d(-) oraz dla d € MB. Zastosujmy
Twierdzenie |5, Niech zatem g bedzie funkcjq, takq, ze g(0) = g(s) = %ss oraz miech
t

W(t,y) = |y’ = Z(t)y. Wtedy W,(t,y) = =3yly| =Z(t), T(t.y) = 2\yl3 Niech c(t) = 1d(t).
Wtedy nieréwnodé dla (t,y) € [0,00) x P jest postaci:

—1(t)y +yB(t)h(t, 3yly| + Z(1)) — yA(t)Bylyl + Z(t))+ (44)

H(Oy + 5eOCIP) < a0yl — doly] + d0)3

Zatem na mocy Twierdzenm@ sieé (@) jest stabilna wzgledem Z(t).

25 [y| <
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4.5 Przyktady

Na poczatku pokaze rézne postaci warunkéw dostatecznych stabilnosci jakie mozna uzyskaé
przy zastosowaniu dualnego podejscia do badania stabilnosci rozwigzania réwnania parabo-

licznego.

Twierdzenie 28 (JA3] Theorem 6.1) Zaléimy, ze dlat € (0,00), y € B(0,%), v € Q =
B(0,1)\B(0, 3) zachodzi nieréwnosé

1,
yf (b2, =Wyt 2,)) < (70 + 1) [y e (45)

oraz

1 1 1 1
W(t,,5) = 5(e7 + 1) 2] (— + 5 sinfy] + el —y2e M),

t € (0,00), x€Q,yeP=DB(0, %) Wtedy rozwigzanie zerowe réwnania jest stabilne
w skonczonym czasie.

Dowdd bazuje na twierdzeniu
Twierdzenie 29 ([A3] Theorem 6.2) Zalézmy, Ze f jest nastepujacej postaci f(t,x,u) =

a(t,z)u+ fi(t,z,u), gdzie a(-) : (0,00) x Q — R mierzalna, Q = B(0,1) oraz zalézmy, ze
istnieje mierzalna funkcja d(-) : (0,00) x Q@ — RT taka, Ze

,oa(t,x) +d(t,z) < 26%,

(NN

a(t,z) +d(t,z) >

dlat € (0,00), z € Q= B(0,)\B(0,1), u € R i niech W(t,z,y) = (e "+ 1)(1+ 3 |2|*|y|* —

ezl t € (0,00), 2 € Q, y € P = B(0, ). Wtedy rozwigzanie zerowe réwnania jest
stabilne w skoriczonym czasie.

Nastepne trzy przyktady zilustruja zastosowanie Twierdzen z sekcji m
Przyktad 30 ([A5] Example 11) Rozwaimy nastepujgcy uklad réwnan

fz(t)

#y(t)

gdzie X = P = R. Zauwazmy, ze drugie réwnanie moze byc zapisane w postaci dualnej z
3 . . . . . . . . . . .

Wi(t,y) = —%|y|5 1 f takg jak w pierwszym rownaniu. Co wiecej wszystkie zatoZenia Twier-

—(L+ )]sz,

1,1 1 (47)
—(1+1)*-63]y| 5y -y,

dzem'a sq spetnione, np. z c(t) = t3 4 g(s) = s15. Zatem rozwigzanie zerowe ukiadu |
jest stabilne w statym czaste.
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Oczywiscie mozemy rowniez zastosowaé Twierdzenia[10]oraz [I1] do badania stabilnosci tylko
jednego z réwnan uktadu .

Przyktad 31 ([A5] Example 12) Rozwaimy nastepujgce réwnanie:

o eyly(1+sin(y?)] 75 (1 + sin(y?))
y(t) = 1+ sin(y?) + 2y cos(y?) (48)

gdzie P = (—%, %) Mozemy zauwazyc, zZe powyisze rownanie jest stabilne w statym czasie.
1

W tym celu, wezmy W (t,y) = 3(cos(y?) —y?) — 5, c(t) = t2 i g(s) = s9. Poniewaz wszystkie
zatozenia Twz'erdzema sq spelnione zatem rozwigzanie zerowe réownania (@ jest stabilne

w statym czasie.

Przyktad 32 ([A5] Example 15) Rozwazmy nastepujace rownanie
2'(t) = —|arc Sin(x(t))ﬁsign(z(t)) 1 —ax(t)?, (49)

gdzie X = (—1,1). Pokazemy, Ze rozwigzanie zerowe réwnania jest stabilne w skoriczo-
nym czasie. Zavwazmy, ze biorgc W(t,y) = cos(y)—1,y € P = (=5, %) otrzymujemy dualne
rownanie y' (t) = —|y(t)|%5ign(y(t)), o ktérym wiemy, ze jego rozwigzanie zerowe jest stabilne
w skonczonym czasie (por. [22]). Co wiecej funkcja W spelnia zaloZenia Stwierdzem’a@ co
02ZNacza, Ze Tozwigzanie Zerowe Townania @) jest rowniez stabilne w skonczonym czasie.

Ponizszy przykltad pokazuje zastosowanie Twierdzenia

Przyktad 33 (/Af] Example 20) Zobaczmy na réwnanie @) z Przykladu Wiemy, ze
rozwigzanie zerowe jest stabilne w skonczonym czasie. Rozwazmy dualne réwnanie y'(t) =
—|y(t)|3 sign(y(t)) oraz funkcje W(t,y) = cos(y) — 1, y € P = (=5, %) spetniajgcq zatoZenia

Twz'erdzema Wtedy —W,(t,y) = sin(y) oraz region atrakcji jest postaci: A = —W,(t, P) =
(—1,1).

Kolejny przyklad ilustruje zastosowanie Twierdzenia Weryfikacyjnego z sekcji[4.3]
Przyktad 34 ([A4] Example 4) Rozwazmy nastepujgce réwnanie

2(t) = —(1 + t)|a|3 sign(z). (50)

Bazujge na [22] wiemy, Ze rozwigzanie zerowe (@) jest stabilne w skoniczonym czasie. Za-
stosugmy Twierdzenie Weryﬁkacyjne w celu pokazania, Ze jest rowniez stabilne w statym
czasie. Niech Xy = (0,400) oraz P = (=5, —0.1). Zatéimy (HV) zp = —1, V(t,z9) = 22,
r(z) = 2|z|6sign(z) i k(t) = t + 30. Wtedy jest spelnione z Z(t,p) = plp|3, y°(t) =
1.1t + 10.5 oraz [to, F') = [10,20). Niech p(t) = —0.1 + 0.625t10 i o = 1. Wtedy jest
spelnione z y(t) = 1.1t — 1.5. Co wiecej @/ jest rowniez spelnione. Zatem, bazujgc na
czas S(Zo) = y°(t) — y(t) = 12 jest stalym czasem osadzania dla réwnania
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4.6 Podsumowanie

Przedstawione w ramach osiggniecia habilitacyjnego nowe metody badania stabilno$ci w
skonczonym i staltym czasie stanowia wktad w dziedzine réwnan rézniczkowych. Wszystkie
zaprezentowane metody stanowia autorskie pomysty (poczatki dualnego podejscia do bada-
nia stabilnosci znajduja sie w mojej pracy [21]). Wszystkie wyniki uzyskane w ramach cyklu
(zaréwno dla réwnan rézniczkowych zwyczajnych jak i parabolicznych) sa krokiem w budowe
nowych narzedzi do badania stabilno$ci w skonczonym i statym czasie.
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5 Informacje o aktywnosci naukowej na innych uczel-
niach

Ponizej przedstawiam informacje o mojej aktywnos$ci naukowej zwigzanej z realizacjg roz-
nych zadan na innych uczelniach, zaréwno polskich jak i zagranicznych.

Uczelnie polskie:

2003-2007: wspotpraca z prof. dr hab. n. med. Jarostawem Kasprzakiem z Kliniki Kardio-
logii Uniwersytetu Medycznego w Yodzi, owocem wspodlnie prowadzonych badan byto m.in.
napisanie sztucznej sieci neuronowej przewidujacej ryzyko zawatu serca (co bylo tematem
mojej pracy magisterskiej), a takze dwa wspélne artykuty [K1], [K2].

[K1] ”Artificial neural networks are a potential tool for estimating prognosis in coronary
artery disease are standard algorithms sufficient?” (Jaroslaw D Kasprzak, Anna Michalak,
Andrzej Nowakowski, Jaroslaw Drozdz, Maria Krzeminska-Pakula), JOURNAL OF THE
AMERICAN COLLEGE OF CARDIOLOGY 49 (9) (2007)
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[K2] ”Artificial neural networks are a potential tool for estimating prognosis in coronary
artery disease-preliminary experience” (JD Kasprzak, A Michalak, A Nowakowski), EU-
ROPEAN HEART JOURNAL 27 (2006)

2015: udzial w Ogolnopolskiej Konferencji Naukowej Matematyka i informatyka na ustugach
ekonomii, Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu. Tytul wystapienia: Warunki optymalnosct
dla alokacji Pareto w nieciggltym modelu ekonomicznym Gale’a.

2016: udzial w Ogoélnopolskiej Konferencji Naukowej Matematyka i informatyka na ustugach
ekonomii, Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu. Tytut wystapienia: Warunki wyzszych rze-
dow dla punktow rownowagi w nieciggtym modelu Gale’a.

2015-2016: regularne uczestnictwo w comiesiecznych seminariach zatytutowanych ,Mate-
matyczne metody techniki” w Instytucie Matematycznym PAN w Warszawie.

2017: udziat w warsztatach Gry dynamiczne i informacja w grach w Instytucie Matematyki
Stosowanej i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego. Tytuly wystapien: Dualne podejscie
do problemu stabilnosci typu Lapunowa oraz Optymalizacja wzgledem dowolnych zbiorow pre-
ferencji.

2017: udzial w VII Konferencji Naukowej Modelowanie i Prognozowanie Gospodarki Na-
rodowej na Wydziale Zarzadzania Uniwersytetu Gdanskiego.Tytut wystapienia: Warunki
wyzszych rzedow dla punktéw réwnowagi w nieciggtym modelu Gale’a.

2017: recenzent w ogdlnopolskim czasopi$mie naukowym ,,Przeglad Statystyczny”.

2018: wystapienie na Seminarium Katedry Ekonomii Matematycznej na Uniwersytecie Eko-
nomicznym w Poznaniu. Tytul odczytu: Dualne podejscie do problemu stabilnosci typu La-
punowa. Stabilnos$é w skonczonym czasie. Zastosowania.

2019: udziat w Jubileuszowym Zjezdzie Matematykow Polskich w stulecie PTM w Krako-
wie. Tytul wystapienia: Atraktory i drugie dualne podejscie do stabilno$ci typu Lapunowa.

Uczelnie zagraniczne:

2012-obecnie: wspotpraca z AMS Mathematical Reviews (MathSciNet) polegajaca na two-
rzeniu skondensowanego opisu wynikow réznych badan.

2014: udziat w konferencji SET OPTIMIZATION meets FINANCE w Bruneck-Brunico
(Wlochy). Tytul referatu: Necessary and sufficient conditions for a Pareto optimal alloca-
tion in a discontinuous Gale economic model.

2015: udzial w konferencji 27. European Conference on Operational Research w Glasgow
(Szkocja). Tytut referatu: Higher-order conditions for equilibria in a discontinuous Gale eco-
nomic model.
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2016: udziat w konferencji SET OPTIMIZATION for APPLICATIONS w Wiedniu (Au-
stria). Tytul referatu: Applications of set-valued optimization to economic equilibrium theoryl.

2016: udziat w konferencji 28. European Conference on Operational Research w Poznaniu.
Tytut referatu: Higher-order optimality conditions in set-valued optimization with respect to
general preference mappings.

2017: udzial w konferencji ICCAIRQ: International Conference on Control, Artificial Intel-
ligence, Robotics and Optimization w Pradze (Czechy). Tytul referatéw: A characterization
of Q-minimal solutions in set-valued optimization in terms of radial derivatives oraz Opti-
mality conditions and duality results for a class of differentiable vector optimization problems
with the multiple interval-valued objective function.

2018: pisanie recenzji w miedzynarodowym czasopismie naukowym Nonlinear Dynamics.

2019: pisanie recenzji w miedzynarodowym czasopismie naukowym Journal of the Franklin
Institute.

2019: staz naukowy w Katedrze Nauk Scistych i Inzynieryjnych Akademii Wojskowej w
Amadora w Lizbonie (Portugalia) w okresie 24.06-1.07.2019. W czasie stazu aktywne uczest-
nictwo w seminariach badawczych dziedziny réwnan rézniczkowych zwyczajnych.

2019: udzial w konferencji International Conference on Differential € Difference Equations
and Applications w Lizbonie (Portugalia). Tytul referatu: Attractors and second dual appro-
ach to Lyapunov stability.

Wspoélne wyniki referowane byly réwniez przez prof. dr. hab. Marcina Studniar-
skiego na nastepujacych konferencjach:
2019: referat prezentowany w czasie konferencji 30th FUROPEAN CONFERENCE ON

OPERATIONAL RESEARCH w Dublinie (Irlandia). Tytul referatu: Vector-based robust
efficiency in uncertain optimization.

2021: referat prezentowany w czasie konferencji EURO 2021, 31th European Conference on
Operational Research (EURO XXXI) w Atenach (Grecja) - uczestnictwo online. Tytul refe-
ratu: Comparison of two higher-order epiderivatives for set-valued maps.

2022: referat prezentowany w czasie konferencji International Online Conference ,,Current
Trends in Abstract and Applied Analysis” held at Vasyl Stefanyk Precarpathian National
University w Ivano-Frankivsk (Ukraina). Tytul referatu: Optimization with respect to gene-
ral Preference Mappings.

2022: referat prezentowany w czasie konferencji Computational and Mathematical Methods
in Science and Engineering & International Conference in HPC w Cadiz (Hiszpania). Ty-
tut referatu: Necessary optimality conditions in terms of the Minkowski difference of sets.
Applications to uncertain optimization.
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6 Informacje o osiggnieciach dydaktycznych, organiza-
cyjnych oraz popularyzujacych nauke

Osiggniecia dydaktyczne

e 2011 - obecnie: prowadzenie zaje¢ dydaktycznych (wyklady i éwiczenia) na Wy-
dziale Ekonomiczno -Socjologicznym Ut.. Koordynator przedmiotu ,Matematyka” na
kierunkach Ekonomia (studia stacjonarne i niestacjonarne), Finanse i Biznes miedzyna-
rodowy oraz Miedzynarodowe Stosunki Gospodarcze. Opracowanie autorskiego skryp-
tu i zestawu zadan do tego przedmiotu. Koordynator przedmiotu ,Matematyka 17
na kierunku Ekonomia (studia stacjonarne i niestacjonarne). Prowadzenie przedmiotu
»Algebra liniowa” dla kierunkéw Analityka Gospodarcza oraz Informatyka i Ekonome-
tria. Koordynator przedmiotu ,, Sieci neuronowe w prognozowaniu zjawisk spoteczno-
gospodarczych” na kierunku Ekonometria i Analityka Danych. Prowadzenie semina-
rium magisterskiego na kierunku Analityka Gospodarcza.

e 2013-2015: opiekun naukowy grupy studentéw kierunku zamawianego ,, Analityka Go-
spodarcza — studia z przysztoscia” na Wydziale Ekonomiczno-Socjologicznym.

e 2019: promotor pracy magisterskiej pt. ,Prognozowanie cen akcji z wykorzystaniem
sztucznych sieci neuronowych” autorstwa studenta kierunku Analityka Gospodarcza,
Uniwersytet Lodzki.

e Udzial w szkoleniach i kursach majacych na celu doskonalenie umiejetnosci dydaktycz-
nych:

— 2007-2008: kurs kwalifikacyjny pedagogiczny dla czynnych zawodowo nauczycie-
li.

— 2019-2020: kurs ,, Academic English” w ramach programu ,BUILD UP: BUDO-
WANIE KOMPETENCJI KADRY AKADEMICKIEJ”.

Osiggniecia organizacyjne

e 2012, 2016: sekretarz Ogodlnopolskiej Konferencji Dydaktycznej organizowanej przez
Instytut Ekonometrii i Instytut Statystyki i Demografii Uniwersytetu Lodziego.

e 2013-2022: budowa i administracja strong internetowg dla Katedry Ekonometrii, Wy-
dzialu Ekonomiczno-Socjologicznego Uniwersytetu f.odzkiego.

e 2014: praca jako cztonek w Komisji Rekrutacyjnej na Wydziale Ekonomiczno-Socjologicznym.

e 2018-2020: przydzielanie obciazen dydaktycznych w Katedrze Ekonometrii Ut oraz
koordynowanie prac nad obciazeniami na poziomie Instytutu Ekonometrii Uk.
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Osiaggnigcia popularyzujace nauke

e 2012-obecnie: wolontariat polegajacy na nauczaniu dzicci 7 rodzin zagrozonych spo-

lecznic matematyki i informatyki w Swictlicy Malych Dzieci prowadzonej przez Sto-
warzyszenic Malych Dzieci w Lodzi. ’

® 2014: wyklad z matematyki dla uczestnikow XIV Festiwalu Nauki. Techniki i Sztuki
na Wydziale Ekonomiczno-Socjologicznym na Uniwersytecie Eodzkim.,
® 2016-2019: udzial w realizacji projcktu Swictlice.Lodz realizowanego przez Stowa-
rzyszenie Malych Dzieci w Lodzi poprzez podnoszenice kompetencji matematycznych i .
informatycznych dzieci z rodzin w trudnych sytuacjach zyciowych i zagrozonych Spo-
teeznie.
2020-2022: realizacja zadania ,Podnoszenic kompetencji matematycznych, naukowo-
technicznych i informatycznych” w ramach projcktu realizowanego przez Stowarzy-
szenie Malych Dzieci w Lodzi. Popularyzowanie nauki i pomoc dzieciom 7 rodzin w.
trudnych sytuacjach i zagrozonych spolecznie jest kluczowym dziataniem majacym na
celu zréwnowazony rozwdj spoteczny.

7 Inne informacje dotyczace kariery zawodowej

2022-2025: wykonawca merytoryczny w projekcie IDUB dla mtodych naukowcéw pt. ” Esty-
macja sktonnosci do ryzyka na podstawie polskiej edycji teleturnieju Milionerzy” (kierownik
projektu: dr Paulina Malaczewska). Praca polega na wykorzystaniu modeli sieci neurono-
wych zawierajacych algorytmy rozpoznawania twarzy VGG do oszacowania wieku graczy.

2023: nagroda w ramach konkursu IDUB z programu " Inicjatywa doskonaloéci — Uczelnia
Badawcza” za publikacje ,New approach to fixed-time stability of a nonlinear system” (A.
Michalak, A. Nowakowski) Nonlinear Analysis: Hybrid Systems 48 (2023).
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