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1 Imie i nazwisko

Rafal Kamocki

2 Posiadane dyplomy i stopnie naukowe

e Doktor nauk matematycznych w zakresie matematyki z wyrdznieniem,
Wydzial Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Lodzkiego, 13 czerwea 2012 roku.
Tytut rozprawy: “Pewne ulamkowe uklady sterowania zwyczajne i o paramelrach
roztozonych 1 ich optymalizacja”.

Promotor: prof. dr hab. Dariusz Idczak.

e Dyplom magistra matematyki, Wydzial Matematyki Uniwersytetu Lodzkiego,
czerwiec 2004 roku.
Tytut pracy magisterskiej: "O pewnych zagadnieniach brzegowych w przestrzeniach
Sobolewa”.
Promotor: prof. dr hab. Dariusz Idczak.

3 Informacja o dotychczasowym zatrudnieniu w jed-
nostkach naukowych lub artystycznych

e 2012 - do chwili obecnej: adiunkt w Katedrze Réwnan Rézniczkowych i Infor-
matyki, Wydziat Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Lodzkiego.

e 2005 - 2012: asystent w Katedrze Réownan Rézniczkowych i Informatyki, Wydziat
Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Lodzkiego.

e 2012 - 2017: starszy wykladowca w Instytucie Nauk Ekonomicznych i Informatyki,
Panstwowa Wyzsza Szkola Zawodowa w Plocku.

e 2004 - 2005: nauczyciel matematyki w Gimnazjum im. S. Matachowskiego w Mosz-
czenicy.

4 Wskazanie osiggnie¢, o ktorych mowa w art. 219
ust. 1 pkt. 2 ustawy z dnia 20 lipca 2018 r. Prawo
o szkolnictwie wyzszym i nauce (Dz. U. z 2021 r.
poz. 478 z pbzn. zm.).

Omdéwienie to winno dolyczyé merytorycznego ujecia przedmiotowych osiagnied, jak i w

sposob precyzyiny okreslaé indywidualny wkiad w ich powstanie, w przypadku, gdy dane

osiggniecie jest dzielem wspdlautorskim, z uwzglednieniem mozliwosci wskazywania do-
robku z okresu calej kariery zawodowey.

Glownym osiagnieciem naukowym jest jednolity cykl publikacji zatytutowany
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OPTYMALIZACJA WYBRANYCH UKLADOW STEROWANIA Z
OPERATORAMI NIECALKOWITEGO RZEDU,

w ktérego sktad wchodza nastepujace artykuty:

[H1] D. Idczak, R. Kamocki, M. Majewski, S. Walczak, Existence of optimal solutions
to Lagrange problems for Roesser type systems of the first and fractional orders,
Applied Mathematics and Computations 266, (2015), 809-819; IFaq5 : 1, 345.

[H2] R. Kamocki, D. Idczak, Ezistence of optimal solutions to Lagrange problem for a
nonlinear control system with Riemann-Liouville derivative, Mathematical Control
and Related Fields 7(3), (2017), 449-464; IFap 7 : 0, 631.

[H3%] R. Kamocki, A nonlinear control system with a Hilfer derivative and its optimization,
Nonlinear Analysis: Modelling and Control 24(2), (2019), 279-296; IF20y : 2, 78.

[H3"] R. Almeida, R. Kamocki, A.B. Malinowska, T. Odzijewicz, Optimal leader-following
consensus of fractional opinion formation models, Journal of Computational and
Applied Mathematics 381 (2021) 112996; IFg2; : 2, 872.

[H4] R. Almeida, R. Kamocki, A.B. Malinowska, T. Odzijewicz, On the necessary opti-
mality conditions for the fractional Cucker—Smale optimal control problem, Com-
munications in Nonlinear Science and Numerical Simulation 96, (2021) 105678;
IFQ[]QI : 4. 186.

[H5] R. Kamocki, Optimal control of a nonlinear PDE governed by fractional Laplacian,
Applied Mathematics and Optimization 84(suppl. 2), (2021), 1505-1519;
IFgogl 12,194,

Powyzsze osiagniecie uzupehnia uzyskany dorobek naukowy w postaci 23 publikacji (22
po uzyskaniu stopnia doktora) w czasopismach z bazy JCR, jedna praca zamieszczona
jako rozdziat monografii oraz 8 prac zamieszczonych w materiatach konferency] nych (zob.
wykaz osiggniec). Szczegdlna uwage cheiatbym zwréci¢ na prace:

[P1] R. Kamocki, A new representation formula for the Hilfer fractional deriative and its
application, Journal of Computational and Applied Mathematics 38, (2016), 39-45;
IFg(nﬁ 3 1, 357,

[P2] D. Idczak, R. Kamocki, M. Majewski, Nonlinear continuous Fornasini-Marchesini
model of fractional order with nonzero initial conditions, J. Integral Equations Ap-
DliC&tiOI}S 32(1), (2020), 19‘34; IFQ()Q() : 1,204.

4.1 Wprowadzenie

Rozwéj rachunku rézniczkowo-catkowego niecatkowitego rzedu (fractional calculus), be-
dacego nogdlnieniem klasycznego rachunku rézniczkowo-catkowego, zostat zapoczatkowa-
ny w XVII wieku, kiedy to G. W. Leibniz oraz L. Euler opublikowali pierwsze prace z te]
tematyki. Kolejne artykuty powstaly w XIX wieku. Warto tu wymieni¢ takich autoréw
jak: N. H. Abel, P. S. Laplace, J. B. J. Fourier, B. Riemann, J. Liouville, J. Hadamard,
czy A. V. Letnikov. Potem, dopiero w drugiej potowie XX wieku nastgpilo odrodzenie
rachunku niecatkowitego rzedu. Z tego okresu pochodza monografie: [49. 52, 59|, a takze



znamienne stwierdzenie prof. K. Nishimoto: " Fractional Calculus is Calculus in the 21st
Century” (zob. [51]). I rzeczywiscie, w ostatnich kilkunastu latach jest on intensywnie
rozwijany przez wielu badaczy z réznych dziedzin ze wzgledu na jego szerokie zastoso-
wania. Okazuje sig, ze wiele zjawisk z réznych obszaréw nauki moze by¢ lepiej opisanych
przy pomocy rownail catkowych, rézniczkowych, rézniczkowo-catkowych oraz réznicowych
zawierajacych operatory rézniczkowe Iub catkowe niecatkowitego rzedu. Réwnania takie,
czy tez ogélniej - uklady takich réwnan bardzo dobrze modeluja m.in. materiaty lep-
kosprezyste (zob. [6, 41, 48]), anomalna dyfuzje (zob. [45, 46]), czy superkondensator
elektryczny (zob. [20, 66]). Ponadto, z uwagi na nielokalno$¢ operatoréw niecatkowitego
rzedu, wykorzystywane s one czesto w ukladach, w ktérych uwzgledniana jest pamieé
(zob. [2, 55, 61, 65]).

Uklady sterowania sg zazwyczaj ukladami réwnan funkeyjnych, ktére, oprécz funkeji
niewiadome]j (zwanej trajektorig uktadu), zawieraja dodatkowy parametr funkcyjny zwa-
ny sterowaniem. Uktady takie, w zaleznosci od typu réwnan, rozwazane s z warunkami
lokalnymi (poczatkowymi, brzegowymi) lub globalnymi. W praktyce uktady sterowania
opisuja procesy (np. fizyczne) zalezne od parametru sterujacego. ktérych celem jest prze-
prowadzenie uktadu ze stann poczatkowego do stanu pozadanego pod wptywem dziatania
sterowania. Czesto wymaga sie, aby dodatkowo owe sterowanie wraz z odpowiadaj aca mu
trajektorig uktadu sterowania (take pare trajektoria-sterowanie nazywamy dopuszczal-
ng) optymalizowato pewien funkcjonal, zwany funkcjonatem kosztu'. Otrzymujemy wtedy
tzw. zadanie sterowania optymalnego, ktérego rozwigzaniem jest para dopuszczalna, ktéra
minimalizuje badZ maksymalizuje funkcjonat kosztu (w dalszej czedci bedziemy rozwazaé
minimalizacyjne zadania sterowania optymalnego). Skladniki tej pary nazywane sa odpo-
wiednio: trajektorig optymalna i sterowaniem optymalnym. Fundamentalnymi rezultatami
w teorii sterowania optymalnego sa tzw. zasady maksimum, formulujgce warunki koniecz-
ne dla rozwiazan optymalnych. W przypadku klasycznego zadania sterowania optymalne-
go, opisanego przy pomocy rownania rozniczkowego I rzedu, po raz pierwszy wyprowadzit
taka zasade Pontryagin wraz ze swoimi uczniami pod koniec lat pieédziesiatych ubiegtego
stulecia (zob. [56])2. Za pierwsza prace dotyczaca probleméw sterowania optymalnego dla
uktadéw opisanych przez réwnania niecatkowitego rzedu (ang. fractional optimal control
problems - w skrécie: FOCPs), w kontekscie warunkow koniecznych, nalezy uznaé prace
[1]. Badany by! w niej uklad sterowania z pochodna w sensie Riemanna—Liouville’a oraz
catkowym funkcjonatem kosztu (zadanie Lagrange’a). Nieograniczonos$é zbioru wartodci
sterowan oraz zaloZenia gladkosci funkeji wystepujacych w badanym zadaniu pozwolily
zastosowac techniki wariacyjne do wyprowadzenia tzw. stabej zasady maksimum (w ktorej
punktowy warunek maksimum funkeji Hamiltona jest zastgpiony przez stabszy warunek
znikania gradientu Hamiltonianu). Wyniki tego typu dla FOCPs z pochodng w sensie Ca-
puto zostaly uzyskane w pracach [21, 22, 32]. Silng wersje zasady maksimum uzyskatem
w swojej rozprawie doktorskiej dla zadania Lagrange’a z pochodng w sensie Riemanna-
Liouville’a (wyniki zostaly opublikowane w pracy [35]). Warunki konieczne optymalnosci
zostaly tam wyprowadzone w oparciu o gtadko-wypukty zasade ekstremum (zob. [26)).
Oczywiscie warunki konieczne na ogol nie gwarantuja istnienia rozwigzan optymalnych.
Dlatego, w przedtozonym cyklu publikacji, w ktérym rozwazane byly FOCPs z funkcjo-
natami catkowymi oraz uktadami sterowania opisanymi przez réznego rodzaju operatory
rozniczkowe niecatkowitego rzedu, celem bylo zbadanie tych probleméw zaréwno w kon-

'Inne okreslenia funkcjonalu kosztu to: funkcja celn, wskaznik jakodei, czy kryterium optymalnogci.
2W literaturze funkcjonuje okredlenie zasada maksimum Pontryagina (Pontryagin maximum principle

- w skrécie PMP).
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tekscie zagadnienia istnienia rozwiazan optymalnych jak i warunkéw koniecznych opty-
malnosci. W odréznieniu od probleméw badanych w [1, 21, 22, 32], na zbiér wartodci
sterowan nakladane byly pewne ograniczenia, co wykluczato stosowanie technik waria-
cyjnych. Warunki konieczne i dostateczne istnienia rozwigzan optymalnych sg jednymi z
glownych nurtéw teorii sterowania optymalnego. Istnieje wiele monografii dotyczacych tej
tematyki. Warto tutaj wymieni¢ ksigzki [7, 11, 12, 43, 44, 47, 60, 63].

4.2 Rachunek niecatkowitego rzedu
4.2.1 Calki i pochodne niecatkowitego rzedu

W tej czesei autoreferatu podam niezbedne pojecia i fakty z rachunku niecatkowitego
rzedu®, ktére utatwia czytanie dalszej czesci autoreferatu (wiecej szczegdétéw na ten temat
mozna znaleZ¢ w monografiach [39, 49, 59]). Oméwione zostang tu réwniez prace [P1]
oraz [P2].

Ustalmy przedziat ograniczony [a, b] € R. W autoreferacie nazwy funkcji oznaczane sg
maltymi literami, np. w, f. Tam gdzie jest to konieczne, stosowany jest takze zapis u(-),
fC). '

Definicja 1 Niech o > 0 oraz f € L*([a, ], R"). Funkcje postaci

t

(I;’Jrf) (t) 2= I‘(la) / T _f(:))l_ﬂd'r, t € [a,b] p.w. (1)

o

nazywamy lewostronng funkcjg pierwotng (catkq) rzedu oo, w sensie Riemanna-Liouwville'a
oo

(F oznacza funkcje Gamma, ktora jest okreslona nastepujgeo: ') = [t le7tdt, a >
0

0).
Dodatkowo prazyjmujemy, ze 10, f = f.
Uwaga 1 W elementarny sposéb (wykorzystujgc twierdzenie Fubiniego) mozna pokazad,
Ze funkcja
[a.8] 3¢ — (I2,f) (1) eR"
jest okreslona prawie wszedzie na [a, b], sumowalna na [a, b] i w konsekwencji prawie wsze-

dzie skoriczona na [a, b]. Latwo zauwazyé, ze gdy o = n, n € N, to catka (1) uogdlnia znany
wzor na n-tg funkcje pierwotng, gdyz mamy wtedy

(12:) 0= =5 [ 10yt = fam ars | siryin,

Definicja 2 Méwimy, ze funkcja [ € L'([a,b],R") posiada lewostronng pochodng ulam-
kowg Dy, [ w sensie Riemanna-Liouville’a rz¢du o« € (0,1), jesli I17%f € AC([a,b],R™)
(dokmdmej, istnieje absolutnie ciagla funkcja na [a,b] réwna p.w. na [a,b] funkcyi 1}.°
) 1 przyimujeny
; . d ¢y
(D;_f) (t) = P (!wF“ ) (L), t€la,b] pw. (2)
SW dalszej czedel, » uwagi na angielskie okreslenie fractional calculus, bede nzywal wymiennie okre-
$lenia niecalkowity /utamkowy, np. pochodna niecalkowitego rzedu/pochodna utamkowa. Uzycie tylko

okredlenia uwlamkowy wskazywaloby na wymierny, a jak wiadomo, mozna rozwazaé takze rzedy niewy-
mierne, a nawet zespolone.




Zbidr funkeji f posiadajacych pochodng Dy, [ oznaczac bedziemy symbolem ACS.*.

Warto zwrocié uwage, ze powyzsza pochodna zdefiniowana jest dla funkeji nalezacych
do klasy funkcji sumowalnych. W konsekwencji, w rownaniach rozniczkowych zawieraja-
cych operator rozniczkowy w sensie Riemanna-Liouville'a, zamiast klasycznego warunku
poczatkowego z(a) = xy, TozWaza sig warunek®

(I;IQ:L’)(U) =:T4, (3)

gdzie z jest niewiadoma funkcja wystepujaca w roéwnaniu, a o - stanem poczatkowym
(zob. [39, Rozdziat 3]). W przypadku utamkowych zagadnien z klasycznym warunkiem
poczatkowym, czesto rozwaza si¢. zaproponowana przez M. Caputo w pracy [16], modyfi-
kacje Definicji 2, polegajaca na zamianie miejscami operacji klasycznego rozniczkowania
i catkowania rzedu 1 — o we wzorze (2). W ten sposob powstata lewostronna pochodna
rzedu a € (0,1) w sensie Caputo, okreslona nastgpujaco:

(6D2.f) (t) = (L7°F) (©), ¢ € o8] paw. (4)

oile ' € LY([a,b].R"). W powyzszej definicji naturalnym jest zakladac, ze f jest abso-
lutnie ciggta na [a, b], co jest jednak do$é restrykeyjnym warunkiem. Okazuje sig, ze jeshi
zatozymy tylko ciagloéé funkeji f na [a, b], to mozna rozwaza¢ zmodytikowang pochodna
rzedu a w sensie Riemanna-Liouville’a postaci:

©D2,)(E) = D2 (F() = F@)(©), € [a.b] paw, (5)

pod warunkiem, ze pochodna Riemanna-Liouville’a prawej strony (5) istnieje. W przy-
padku, gdy f € AC([a,b].R") formuly (4) i (5) sa réwnowazne, dlatego, zgodnie z na-
zewnictwem przyjetym w monografii [39]. pochodna okreslong powyzej rowniez nazywac
bedziemy lewostronng pochodng rzedu o w sensie Caputo®.

Pewne uogélnienie pochodnych w sensie Riemanna-Liouville’a oraz Caputo zaproponowat
R. Hilfer w monografii [25].

Definicja 3 Niech § € [0,1] oraz [ € L*([a.b],R"). Méwimy, ze funkcja [ posiada le-
wostronna pochodng w sensie Hilfera rzedu oo € (0.1) 4 typu 3, jedli funkcja Iéi_“)(lffa)f'
jest absolutnie ciggla na [a.b] (z dokladnoscig do reprezentanta roumego p.w. na la. b)) i

wéwczas przyjmujemy

By [ 80— @ ;(1-a)1-8) , _ .
(Day H(R) = (‘Tct-l- ar et : f) (t), tE€la,b] pw. (6)

4W pracy [10] podana zostala nastepujaca charakteryzacja funkeji posiadajacych lewostronna pochod-
na w sensie Riemanna-Liouville’a: f € AC, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje stala ¢ € R™ oraz funkcja
© € L'([a,b].R") takie, ze

1

)
0=ty e—ar—=

+ (IS, @) (t), 1t €[a.b] pw.

W takim przypadku, (127 f)(a) = c oraz (D, f)(t) = (1), t € [a.b] p.w.
SW pracy [50] rozwazany jest liniowy uklad sterowania z warunkiem (1), ktéry jest interpretowany
jako pamigé poczatkowa ukladu. Pewne interpretacje fizyczne tego warunku zostaly podane w pracy [24].
6Przy omawianiu prac zgloszonych do osiagnigeia, moéwiac o pochodnej Caputo, bede mial na mysli
pochodna postaci (5).



Uwaga 2 Zauwazmy, zZe

e gdy =0, to
d

pfr= 4

l—a ¢ a .
[i-af = pe.f;
e gdy =1, to
| Daﬁ - Ilfcn T C'DO: - CDa -
u+j_ a+ f - atJ T atd

Ponadto, przyjmujac v = o+ 3(1 — &), pochodng (6) mozina wyrazic nastepujgco:
: d
a3 p —C —y p —a )
(Day F)(t) = (13+ at i+7 ) (t) = (LL DLJ‘) (t), te€la,b]ae,

a zatem operator Dﬁ"f jest okreslony dla funkcji posiadajgcych lewostronng pochodng w
sensie Riemanna-Liouville’a rzedu 7.

Uwaga 3 Warto zwrécié uvwage na nielokalny charakter powyzszych definicji pochodnych
niecatkowitego rzedu. Oznacza to, zZe warto$é pochodnej funkcji w punkcie | zalezy nie
tylko od przebiegu réiniczkowanej funkcji w dowolnie malym otoczeniu tego punktu (jak
to jest w przypadku pochodnych rzedu naturalnego), lecz w calym przedziale [a,l] (innymi
stowy, konieczne jest "pamigtanie calej historii” funkcji réiniczkowanej). Moina zatem
powiedzied, e zmiana rzedu rézniczkowania z naturalnego na ulamkowy wprowadza do
modelu matemalycznego efekt pamieci.

W podobny sposéb mozna zdefiniowa¢ prawostronng caltke i pochodne niecatkowitego
rzedu. W razie potrzeby, odpowiednie definicje podane zostang we whadciwej czesei auto-
referatu.

Z uwagi na "nieco skomplikowang” posta¢ (6) lewostronnej pochodnej Hilfera (sktadane sg
ze soba operatory calkowe i rézniczkowe réznych rzedéw), badanie probleméw, w ktérych
wystepuje owa pochodna moze byé utrudnione. Pewnym wyjsciem z tej sytuacji okazato
sie rozwazenie, zaproponowane]j przeze mnie w pracy [P1], nowej formutly na lewostronng
pochodna w sensie Hilfera postaci:

(Df:_‘f;)(o = D3, (z() = I‘((ﬁfi—fﬁf%;) (t), tE€la,b]ae., (7)

gdzie v = a + (1 — «). Widzimy, ze mozna jg wyrazi¢ przy pomocy lewostronnej po-
chodnej w sensie Riemanna-Liouville’a, i co bardzo istotne, tego samego rzedu a. W
wymienionej wyzej pracy zostato udowodnione (zob. [P1 Theorem 10]), ze pochodna (7)
jest réwnowazna pochodnej okredlonej wzorem (6) w klasie funkcji z AC,, . Dowdd tego
faktu jest elementarny i polega gléwnie na wykorzystaniu wtasnosci poétgrupy operato-
ra caltkowego Riemanna-Liouville’a oraz wlasnosci skladania operatorow rézniczkowych
i catkowych. Niemniej otrzymany wynik uwazam za bardzo wartosciowy, gdyz uzyska-
ny nowy wzor na pochodna w sensie Hilfera przynosi wicle korzysci. Cheialbym zwrécié
uwage na trzy z nich. Po pierwsze, rozwiazywanie wielu probleméw, w ktérych wystepu-
je nowy operator rézniczkowy jest ulatwione, gdyz problemy takie mozna sprowadzi¢ do
rozwigzywania probleméw opisanych za pomoca pochodnej Riemanna-Liouville’a (zob.
zagadnienie poczatkowe [P1 (12)] oraz wyniki z pracy [H3%], ktére zostang oméwione w
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dalszej czesci). Wowezas, wykorzystujac rezultaty dla probleméw zawierajacych pochod-
na Riemanna-Liouville’a, natychmiast uzyskiwane s analogiczne wyniki dla probleméw
z pochodna Hilfera. Po drugie, wiele wlasnosci, w ktérych wystepuje pochodna w sen-
sie Hilfera dana wzorem (7) mozna bardzo tatwo udowodni¢ wykorzystujac analogiczne
wlasnoéci dla pochodnej Riemanna-Liouville’a (zob. [P1 Lemma 16 i Theorem 17]). Po
trzecie (zob. [P1 Remark 14]), wyznaczanie pochodnej funkcji w sensie Hilfera przy uzyciu
wzoru (7) jest latwiejsze (w poréwnaniu z wykorzystaniem wzoru oryginalnego). Ponad-
to, wzor (7) utatwia obliczanie pochodnej Hilfera w sposob numeryczny (sktadamy mniej
operatoréw, przez co generowany jest mniejszy blad).

Uwaga 4 W literaturze rozwaza sig¢ rowniez inne lypy pochodnych niecatkowitego rze-
du (nalezy tu wspomniec choéby o pochodnych w sensie Hadamarda, Weyla, Riesza, czy
Griinwalda-Letnikova). Nie bede jednak ich omawiaé dokladniej, gdyz nie wystepujqg one
w pracach zgloszonych do osiggnigcia.

Niech teraz P = [a.b] x [c, d] C R? bedzie ustalonym ograniczonym prostokatem.

Definicja 4 Lewostronne calki czgstkowe rzedu o > 0 wzgledem zmiennej odpowiednio
iy z funkeji p € L'(P.R") okreslamy nastepujgco:

o Lo wls
IT, co(x,y) = F(a)fa @ _( S)yl)_ads. (xz,y) € P p.w.

" 1 v p(x,t
Ich'ylP(.'I?,y) & F((k)/c (y . i)l)—ud{’ ((L', y) € P pw.

Definicja 5 Funkcje z € L'(P,R") posiadajgce reprezentacje catkowq
2(wy) = p(y) + [ Us.p)ds
dla p.w. y € [c.d) i wszystkich z € [a,b], gdzie p € L*([e,d],R"), L € LY (P.R"™), nazywamy
absolutnie ciggle wzgledem zmiennej x. Zbidr takich funkcji oznaczamy przez AC(P,R").
Dowodzi sie, zZe
0z
u(y) = z(a,y), yE€E led pw., Hz,y) = -,(E(J:,y), (z,y) € P pw.

Podobnie okreslamy zbior funkcji absolutnie cigglych wzgledem zmiennej y:
Y
AC,(P,R") := {z P = R™: z(z,y)=u(z) + /h(;t;,t)dt. x € [a,b] pw.. y € lc d]} :

pray czym v € LY([a, b, R"), h € LY(P,R"). W tym przypadku mozna pokazaé, Ze

v(z) = z(z,¢), %€ [a,b] pw, hiwy) = g%;(n:,y), (z,y) € P pw.

Definicja 6 Mdéwimy, Ze funkcja z € L'(P.R") posiada lewostronng pochodng czgstkowq

w sensie Riemanna-Liowville’a rzedu o € (0.1) D2, .z (D2, ,z) wzgledem zmiennej x

y), jesli 11722 € AC,(P,R") (I}7%z € AC,(P,R")) (= doktadnoscig do reprezentanta
c+,y Y

(1 o

réwnego p.w. na I’). W takim przypadku

fo d —a
D2, p2(0.y) = 5o (5)(@.y). (2.v) € P pw

d
(D2 y2la9) = 5 (5520w ). (w:) € 1 pav.).
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W pracy [P2| rozwazaliémy prostokat P, przy czym a = ¢ = 0 (w dalszej czesci tego
rozdziatu oznaczymy go symbolem Fp).

Definicja 7 Mieszang calke w sensie Riemanna-Liowville’a rzedu «, 3 > 0 z funkcji
w € LY( Py, R") definiujemy nastepujaco:

a8 | L_lﬁ I z(s‘t)
Iry2(@,y) = T'(a) T(3) //(O,w)x(ﬂ,y) (z —s)t=2(y — 1)

l_ﬁd(szt): (Ty) € F p.w.

Wykorzystujac twierdzenie Fubiniego mozna pokazac, ze [ @By e LY Py, R") oraz’

@,y

1902(x,y) = 12 P2(z,y) = I{ I32(z,y).  (3,9) € Py pw. (8)

Definicja 8 Mdéwimy, ze funkcja = € L'(Fy, R"™) posiada mieszang pochodng czqstkowg w
sensie Riemanna-Liouville’a D)z rzedu (o, 3) € (0,1) x (0, 1), jeski Il By £ ACL,".
W takim przypadku

a2
D;f";z(:y,y) i ('9:(383; (Ii,_;"““%) (z,y), (z,y) € Py p.w.
Zbiér funkcji posiadajacych mieszang pochodng w sensie Riemanna-Liouville'a rzedu
(a, 3) oznacza¢ bedziemy symbolem ACS:.

W pierwszej czesci pracy [P2] udowodnitem nastepujace twierdzenie o catkowej reprezen-
tacji funkeji posiadajacych mieszana pochodng czastkowa w sensie Riemanna-Liouville’a
(zob. [P2 Theorem 15])

Twierdzenie 1 Niech z € L'(Py,R"). Wéwczas 2 posiada mieszng pochodng czqstko-
wq w sensie Riemanna-Liouville'a D;’ffz wtedy i tylko wtedy, gdy istniejg funkcje ¢ €
LY( Py, R™), u € LY([0,8],R"), v € L([0,d],R") oraz stala e € R" takie, Ze

y 11 A
z(z.y) = fx\ﬁﬂf?(-‘T:U)erwl—,”f&V(y) + 'IT@F[UW’(W) (9)
1 1 e

T(a) T(B) a—ogi?

Jor (z,y) € Py p.w. W takim przypadku
D2l z(z,y) = e(z.y), (z,y) € Po pw.,
D_,'jf‘(];‘ﬁz)(w.()) = u(z), = € [0.b] p.w.,
Dy(1;72)(0,y) = v(y), y € [0,d] p.w.,

v
rl—a.l1-08, o
I, 2(0,0) =&

TW pracy [P2], dla skrdcenia zapisn stosujemy symbole 1&, l'f zamiast T, .. ](’,3_*_‘9. odpowiednio.
8Symbolem AC, , oznaczamy zbiér funkeji okreslonych na Py absolutnie cigglych wzgledem obu zmien-

nych (zob. [64], [P2 Definition 12]).



W dowodzie tego faktu wykorzystatem m.in. réwnosci (8), wlasnosé¢ potgrupy dla opera-
toréw calkowych niecatkowitego rzedu oraz twierdzenie o calkowej reprezentacji funkcji
z przestrzeni AC, ,. Chcialbym podkresli¢, ze uzyskany wynik odegral kluczowa role w
scharakteryzowaniu funkcji dwéch zmiennych posiadajacych mieszang pochodng niecatko-
witego rzedu w sensie Caputo (praca zawierajaca owa charakteryzacje zostanie niebawem
wystana do publikacji). Ponadto, ostatnie badania w naszej grupie badawczej pokazu-
ja, ze mozna zdefiniowaé, przy pomocy funkeji prébnych, staba pochodna mieszana rzedu
ulamkowgo i nastepnie wykorzystaé reprezentacje (9) do pokazania, ze istnienie mieszanej
pochodnej w sensie Riemanna-Liouville’a implikuje istnienie stabej pochodnej, ktora jest
tozsama z pochodng Riemanna-Liouville'a. Bedzie to punktem wyjscia do zdefiniowania
w przysztosci ulamkowych przestrzeni typu Sobolewa funkeji dwéch zmiennych.

W drugiej czedci pracy badany jest problem Fornasiniego-Marchesiniego z pochodng Riemanna-

Liouville’a w kontekscie istnienia i jednoznacznodci rozwiazania, jak réwniez cigglej za-
leznodci rozwigzan od sterowan. Gléwnym narzedziem wykorzystanym w badaniach jest
twierdzenie Banacha o punkcie statym.

4.2.2 Utlamkowy operator Dirichleta-Laplace’a

W pracy [H5] rozwazany byl utamkowy operator Laplace’a rzedu 5 > 0 (w sensie sta-
bym) z jednorodnymi warunkami brzegowymi typu Dirichleta (bedziemy go nazywac sta-
by utamkowym operatorem Dirichleta-Laplace’a). Definicja tego operatora ma charakter
spektralny?; dokladniej, pochodzi z rachunku operatorowego w sensie Stone-von Neuman-
na i jest oparta na twierdzeniu spektralnym dla operatora samosprz¢zonego w przestrzeni
Hilberta (zob. [27]). Utlamkowe operatory Laplace’a maja szerokie zastosowanie w rédz-
nych obszarach, m.in. probabilistyce (zob. [4, 18]), hydrodynamice (zob. [13, 14, 62]),
elektrostatyce (zob. [8]), czy mechanice (zob. [8, 9]).

Definicja 9 Niech Q C RN, N > 1 bedzie otwartym i ograniczonym zbiorem. Ulamkowy
operator Dirichleta-Laplace’a rzedu 3 > 0 (w sensie stabym) [(—A),)? : dom([(—=A).]%) €
L}(Q,R) — L% Q. R) okreslamy w nastepujgcy sposob:

([(=A)]Pw) () = > (3) ase;(x).

przy czym

dom ([(—A).)°) :{w € LA, R); i((,\j)ﬁ)i’a‘j < o0,

=1
gdzie a; jest taki, ze w(z) =Y a_.,-e..,-(u:)}._
=1

gdzie (A e;), j € N, jest ukladem wartosci wlasnych X; i, odpowiadajgcych im, wektoréw
wlasnych e; stabego operatora Dirichleta-Laplace’a (—A),".

W literaturze istnicje wicle definicji ntamkowych operatoréw Laplace’a. Zestawicenie nicktérych z nich
oraz ich poréwnanie zostalo zaprezentowane w pracy [42].
10[5] Méwimy, Ze istnieje staby (minus) Dirichlet-Laplasjan funkeji w : € — R, jesli w € HY (O, R) oraz
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4.3 Istnienie rozwigzan optymalnych

Omawianie prac wechodzacych w sklad gtéwnego osiggnigcia rozpoczng od artykutow do-

tyczacych istnienia rozwigzan optymalnych dla zadan typu Lagrange’a. W zaleznosci od

poczynionych zalozen stosowane byly rézne podejscia, ktore teraz krotko zaprezentuje.
W pracy [H1] rozwazany by} nastgpujacy problem:

J(u) = /fo(;zf,y. 2z, y), 22 (2, y), w(z.y))dzdy — min, (10)
P
przy ograniczeniach

! DO .Zl= 1-:-‘331’22’ ’
{ at, F (l-y u) (z,y) € P pw.,

3 g
o, .2 = 8,4, %,

1:1;,[;;31(“»‘9) =0, y€led pw.
fcli,‘f,zz(ﬂac') =0, z€]labpuw,

gdzie (@, 8) € (0,1]x(0,1], f*: PxR™ xR™ xR™ — R, fi: PxR™ xR™ xR™ — R™,
i = 1,2, (2},22) jest jednoznacznym rozwigzaniem uktadu (11) (nazywanego utamko-
wym ukladem typu Roessera'!), odpowiadajacym ustalonemu sterowaniu u nalezgcemu
do pewnego zbioru sterowafi U C L'(P,R™).

Istnienie rozwigzan optymalnych uzyskane zostato dla roznej struktury uktadu (11) oraz
zbioru U, a takze réznych warunkéw wzrostu naktadanych na funkceje f°. W pierwszej cze-
éci pracy problem (10)—(11) badany byt przy zatozeniu zwartosci zbioru U w L'(P.R™).
Gléwny wynik tej czesci (zob. [H1 Section 4]) otrzymany zostal w oparciu o ciagly za-
leznogé rozwiazan od sterowan oraz twierdzenie Lebesgue’a o zbieznoSci zmajoryzowa-
nej. Twierdzenie Lebesgue’a wymusito nalozenie dos¢ restrykcyjnego warunku wzrostu na
funkeje podcatkowa, f° (zob. [H1 (12)]). Pewne rozwiazanie tego problemu zostalo zapro-
ponowane przeze mnie w drugiej czesci sekeji 4. Mianowicie, rozwazany byt liniowy uktad
sterowania w klasie sterowan absolutnie ciagltych wzgledem zespolu zmiennych o warto-
éciach pochodnej w ustalonym wypuktym i zwartym zbiorze M2, przy czym rozwigzan
poszukiwaliSmy w zbiorze

12, (ACy(P,R™)) x 12, (ACy(P,R™)) i= {z = (z',2%) : P - R"™:
A =12 o1 =10 e i € AG(PR™), i=1,2},

istnieje funkcja g € L*(2. R) taka, ze

f Vio(a)Vo(z)de = f gla)v(x)da
193

Q

dla dowolnej funkeji v € HJ (€2, R). Funkeja g, oznaczana przez (—A),w, jest nazywana slabym Dirichlet—
Laplasjanem, natomiast (—A),, jest nazywany stabym operatorem Dirichlet-Laplace’a.

LW przypadku o = 5 = 1 uklad (11) sprowadza si¢ do klasycznego, ciaglego uktadu Roessera, kto-
ry mozna wykorzystaé do opisu proceséw chemicznych zachodzacych w reaktorach ze zmieniajaca sie
aktywnoscig katalizatora.

127hiér sterowan U byl zdefiniowany nastepujaco:

x oy

U=ACy(P. M) = {u(z.y) = f [tp(s,f.)dsdt; (r,y) e Ppw.. @€ LY(P MY
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gdzie

i

Y
ACy(P,R") ={z: P—-R" 2z(z,9)= / /w(s.t)dsdt. (z,y) € P pw., ¥ € L'(P,R")}.

a c

Najpierw, w oparciu o twierdzenie Banacha o punkie stalym, wykorzystujac norme Bie-
leckiego w przestrzeni ACy(P,R™) x ACy(P,R"), udowodnione zostato twierdzenie o
istnieniu jednoznacznego rozwigzania (z',2%) € I, (ACo(P,R™)) x 12, ,(ACy(P,R™))
uktadu (11), odpowiadajacego ustalonemu sterowaniu v € U (zob. [H1 Theorem 4.2]).
Nastepnie, bazujac na dowodzie tego twierdzenia, uzyskana zostala wspolna punktowa

ograniczono$¢ rozwiazan (zl,z2) (zob. [H1 Theorem 4.5]), co pozwolilo rozwaza¢ naste-

~ur Yu

pujacy, ogdlniejszy warunek wzrostu natozony na f L

e istnieja funkcje d € C(Ry,Ry) oraz ¥ € LY(P, M) takie, ze

S~
=
—
&2
o)
e
&2

La2u) < d(|(z1 2] + [ul) Uia,y) (12)

dla p.w. (z.y) € P oraz wszystkich (z!,z%,u) € B(0.r) x B(0,7) x B(0, p), gdzie r
i p sa staltymi takimi, ze

|2X (@, ), |22(z, )| < vy ulz,y)| < p, (2,9) € P, pw., u€ AGy(P, M).

Istnienie rozwigzan optymalnych, podobnie jak w czesci pierwszej udowodnione zostalo w
oparciu o ciagha zaleznosé i pray pomocy twierdzenie Lebesque’a. Warto zZwrocié uwage,
ze otrzymane rezultaty uzyskane zostaly bez zatozenia wypuklosci funkeji podcatkowej f°
13

W trzeciej czedei pracy [H1 Section 5] rozwazany byl wyjsciowy problem w przypadku
klasycznym (o = 3 = 1), przy czym funkcja f°, w pordéwnaniu z poprzednimi przypad-
kami, zalezala od dwéch parametréw sterujacych u' i w?, a réwnania rézniczkowe byty
liniowe ze wzgledu na u! oraz ©? odpowiednio. Poniewaz nie bratem udzialu w tworzeniu
tej czedci pracy zwréce uwage tylko na kluczowe fakty, ktore pozwolity uzyskaé istnie-
nie rozwiagzan optymalnych. Wspdlna punktowa ograniczonosé zbioru trajektorii zostata
uzyskana przy pomocy lematu Gronwalla dla funkeji dwéch zmiennych (zob. (28]). To w
polaczeniu z twierdzeniem Arzela-Ascoli dla funkeji absolutnie ciagtych dwéch zmiennych
(zob. [29]) zagwarantowalo zbiezno$é¢ jednostajna ciagu trajektorii. Z kolei zastosowanie
twierdzenia o polcigglosci z dohu funkcjonatu catkowego (zob. [53]), po uwzglednieniu wy-
puktosci funkeji fO ze wzgledu na v = (u'.u?) , pozwolito uzyskac istnienie rozwigzania
optymalnego.

W pracach [H2], [H3?] oraz [H5] udalo si¢ wyeliminowa¢ zatozenie liniowosci ukladu ste-
rowania i nadal nie zaktada¢ wypuktosci funkeji f© (zalozenie wypuklodei f© dodé czegsto
pojawiato sie w pracach z tej tematyki - zob. [36, 54, 57)).

W pracy [H2] badany byl nastepujacy problem:

b
J(z,u) = / Folt,2(8), w(t))dt — min, (13)

137 alozenie wypuklosei funkeji f© ze wzgledu na (2, 2%, u) pojawiato si¢ w moich wezesniejszych pra-
cach (zob. [34, 37]) dotyczacych utamkowego ukladu Roessera.
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przy ograniczeniach

(D2,2) (1) = f(t.x(®),u(®), t€ [a.b] pw.. (14)
(I;:}a:) (a) = o, (15)
u(t)e M CR™, te€lab], (16)

gdzie a € (0,1), f : [a,}] x R" x M - R", fo:[a,b] x R* x M = R.
Bedziemy zakladaé, ze sterowania u sg elementami zbioru

Uy = {u € L?([a,b],R™); u(t) € M, t € [a,b]},

natomiast przez rozwiazanie uktadu (14)-(16), odpowiadajace ustalonemu sterowaniu u €
Uy, bedziemy rozumieé funkeje x : [a, b] — R™ majaca nastepujaca reprezentacje catkows

1} c
#(t) = [(a) (t —a)t—@

+ (12, )(t), tE[a,b]ae., (17)

dla pewnych ¢ € R", ¢ € L?([a,b],R"), przy czym 1 < p < oo oraz spelniajaca réwnanie
(14) p.w. na [a,b] i warunek poczatkowy (15). Zbiér takich funkcji oznacza¢ bedziemy
przez ACP 14, Zbiér funkeji postaci (17) z ¢ = 0 oznaczamy symbolem /g, (L”).
Istnienie i jednoznacznodé rozwigzania uktadu (14)—(16), przy ustalonym sterowaniu, zo-
staly uzyskane w pracy [35]. Z uwagi na jednoznaczno$¢ rozwigzania funcjonal J mozemy
uzaleznié¢ tylko od sterowania u (w pracy jest on oznaczony przez J).

Badanie istnienia rozwigzafi optymalnych powyzszego zadania zostalo podzielone na
dwie czeéci. Najpierw rozwazany byt warunek zp = 0. Gléwnym narzedziem wykorzy-
stanym w tym przypadku bylo twierdzenie o funkcji uwiklanej dla odwzorowania wie-
loznacznego (zob. [40, Rozdziat II, Th. 3.12]), a otrzymanym wynikiem - [H2 Theorem
3.5]. Aby go uzyska¢, rozwaza si¢ pomocniczy (tzw. rozszerzony) uktad sterowania (ozna-
czony w pracy przez (21)-(23)). Aby znaleié parg optymalng dla wyjsciowego zadania,
najpierw dowodzi sie, poprzez twierdzenie o funkcji uwiklanej zastosowane do inkluzji
réiniczkowej [H2 (28)], ze owa para spelnia uktad pomocniczy. Optymalnosé uzyskuje
sie dzicki jednostajnej zbieznosci ciagu (1,5 %%1)ien, gdzie (%)1en jest ciggiem rozwiazan
ukladu pomocniczego, odpowiadajacym ciggowi minimalizugcemu (u)ien. Wspomniang
zbieznodé, jak rowniez silng w L' zbieznosé ciggu trajektorii (21)ien uzyskuje si¢ m.in. dzie-
ki wspolnej, punktowej ograniczonoéci (przez funkcje z LP) rozwigzan ukladu (14)-(16),
odpowiadajacych sterowaniom u € Uy, (zob. [H2 Lemma 3.2]). Ten z kolei wynik zostat
otrzymany poprzez zastosowanie "ulamkowej” wersji nier6wnosci Gronwalla z pracy [69]
(a whasciwie pewnej modyfikacji tej nieréwnosei - zob. [H2 Lemma 2.4 and Corollary
P

W przypadku, gdy 2y # 0, problem (13)-(16), poprzez odpowiednie podstawienie,
sprowadzony zostal do réwnowaznego problemu z zerowym warunkiem poczatkowym, a
nastepnie, korzystajac z udowodnionego [H2 Theorem 3.5], otrzymalidmy istnienie rozwig-
zali optymalnych dla wyj$ciowego zadania ([H2 Theorem 3.7]). W celu unikniecia kolizji

U\ osma pokazaé (zob. [10]), ze jedli v € ACYY, to istnieje pochodna Dy, @ = @ oraz {1 2e)la) = e
15Wspélna punktowa ograniczonosé rozwiazan zostala uzyskana przy zalozeniu [H2 (16)]. Okazuje sie,
7e mozna zalozyé ogolniej, a mianowicie: istnieje funkcja w € LP([a, b], RY) taka, ze

|f(t,0,u)| < w(t), telab]pw., ue M
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oznaczen, problem z niezerowym warunkiem poczatkowym zostal oznaczony w pracy [H2]
przez (31)-(34), a podstawienie, o ktérym byta mowa wezesniej, przez (35)-(36).

Dzicki opisanej wyzej metodzie, otrzymane rezultaty zostaly udowodnione przy dos¢ ogol-
nym zatozeniu wypuklosci tzw. zbioru unogélnionych predkosci (zalozenia (e) i (F), odpo-
wiednio w Twierdzeniach 3.5 i 3.7). Warto w tym miejscu zwréci¢ uwage, ze zbior taki
moze byé¢ wypukty, mimo, ze funkcje fo i f nie sa wypukle ze wzgledu na u ($wiadczy o
tym teoretyczny przyktad ilustrujacy otrzymane wyniki).

Istnienie rozwiazan optymalnych w przypadku liniowego uktadu sterowania otrzymane
zostato w mojej rozprawie doktorskiej, a opublikowane w pracy [36].

[H2 Theorem 3.5] zostalo wykorzystane w pracy [H3] do uzyskania istnienia rozwigzan
optymalnych dla nastepujacego problemu sterowania optymalnego z lewostronng pochod-
ng w sensie Hilfera okreslong wzorem (7):

J(z,u) = j fo(t, 2(t), u(t))dt — min, (18)
przy ograniczeniach “
(Dif'x) (1) = (L, 2(t) u(®), ¢ € o] p, (19)
(B 7x) (@) = 2o, (20)
u(t) e M CR™, tE[ab], (21)

gdzie f : [a.b] x R" x M — R"*, fy: e, xR*xM >R, 0<a<1,0<3<1

Zwroémy uwage, ze formuta (7) ma sens, gdy istnieje tylko lewostronna pochodna Riemanna-

Liouville’a rzedu o funkcji
5 (L:572)(a)
L) —a)

oraz, z uwagi na wartosé (11772)(a), funkcja 1,77z jest ciagta na [a,b]. Ponadto, tatwo
stwierdzié, ze
(I.772)(a) =0 — PPy = D2, 2.

Powyzsze obserwacje zostaly wykorzystane w pierwszym etapie badan, w ktorym rozwa-
zany byl przypadek z zerowym warunkiem poczatkowym (zo = 0). Zdefiniowana zostata
klasa sterowan taka jak w pracy [H2] oraz zbiér rozwigzan uktadu (19)-(21), oznaczo-
ny przez KO, ktéry w rozwazanym przypadku, przy zatozeniu p > m, pokrywa
sie ze zbiorem rozwiazan ukladu (14)-(16). W konsekwencji, problem istnienia rozwigzan
optymalnych zadania (18)-(21) zostal sprowadzony do problemu tego samego typu dla

zadania (13)-(16). Gléwny wynik tej czeéci pracy, a mianowicie [H3* Theorem 4], mozna

Wéwezas mozna pokazac, ze funkcja

f. - N® na—1¢ra ; .
- / > Fpy (b~ 9 ) )

" n=1

jest sumowalna z p-ta potega na [a.b] (wezedniej nie zostalo to zauwazone) i teza wyniknie bezposrednio
z lematu Gronwalla [H2 Lemma 2.3].
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wowcezas natychmiast wywnioskowa¢ z [H2 Theorem 3.5].

Przypadek z niezerowym warunkiem poczatkowym badany byt analogicznie jak w pracy
[H2] (zadanie (18)-(21) sprowadzone zostalo do zadania z zerowym warunkiem poczatko-
wym poprzez zastosowanie odpowiedniego podstawienia, a nastgpnie zastosowane zostalo
udowodnione wezesniej [H3* Theorem 4]). Gléwny wynik tej czedci to [H3* Theorem 7).
Otrzymane wyniki zilustrowane zostaly teoretycznym przykladem, natomiast w pracy
[H3’] znajdziemy ich praktyczne zastosowanie (praca ta zostanie oméwiona w sekcji
4.5.1)%,

Inne podejécie do zbadania istnienia rozwigzan optymalnych zastosowane zostato w pracy
[H5), w ktérej rozwazany byt nastepujacy problem:

J(z,u) = /fo(a:,z(;c),u(ar))da: — min, (22)
Q
przy ograniczeniach
((-A)%P2) (@) = f(z,2(2), u(@)), = €Qpa. -
u(zr) € M, Tz € Qpuw.,

gdzie @ € RY, N > 1, jest otwartym i ograniczonym zbiorem, 3 > 0, f, fo : OxRxR™ —
R, M C R™ jest niepustym zbiorem.

Wynikalo to z tego, ze powyzszy problem rozwazany byl przy ogdlniejszym zatozeniu
wypuklosci niz w pracach [H2] i [H3]; dokladniej zalozona zostata wypuklos¢ zbioru

Q(x,2) = {(uo, p) ER X Ry Fuemr po > folz,z,u), = flz, 2,u)}

dla p.w. x € Q 1 wszystkich z € R.

Gléwnymi narzedziami zastosowanymi w pracy byly: twierdzenie o dolnym domknieciu
dla pola orientorowego (zob. [17, Theorem 10.7.i]) oraz twierdzenie o mierzalnej selekeji
(zob. [58. Theorem 2J]). Pomocna okazala si¢ rowniez nieréwnos¢ typu Poincaré [H5 (5)],
dzieki ktorej uzyskana zostata wzgledna staba zwartos¢ zbioru trajektorii dopuszczalnych.
Rozwigzan uktadu (23) poszukiwalismy w zbiorze dom ([(—A)d}‘ﬁa, natomiast sterowania
byly funkcjami mierzalnymi o warto$ciach w zbiorze M. Glowny wynik pracy jest zawar-
ty w [H5 Theorem 4]. Rozwazajac ciag minimalizujacy (2!, u'), dzigki wzglednej stabej
zwartodci zbioru trajektorii (zob. [H5 Corollary 1]) oraz [H5 Proposition 1], dostaje-
my istnienie funkeji z* takiej, ze z! — z* (z dokladnoscia do podciggu) silnie (a wiec
réwniez wedlug miary) w L2, Zastosowanie twierdzenia o dolnym domknigciu, a nastep-
nie twierdzenia o mierzalnej selekcji do odpowiedniej multifunkcji zagwarantuje istnienie
sterowania u*, ktére wraz z trajektorjg 2* okazuje sig by¢ szukang para optymalng dla za-
dania (22)-(23). Tego typu podejscie stosowane bylo takze w pracy [31], gdzie badany byt
catkowo-rézniczkowy problem Bolzy. Dla zilustrowania otrzymanego wyniku rozwazony
zostal problem (22)-(23) z jednowymiarowym operatorem Dirichleta-Laplace’a [zob. H5
Section 3]. Kandydat na rozwigzanie optymalne (2*,u*) zostal znaleziony dzieki zasadzie
maksimum, otrzymanej w pracy [30]. [H5 Theorem 4] natomiast zagwarantowalo istnienie
takiego rozwigzania.

167 uwagi na pewne powiazanie ze soba prac [H3%] i [H3°] (warunki konieczne i wystarczajace istnienia
rozwiazan optymalnych z pracy [H3%] zostaly zastosowane do rozwigzania praktycznego zadania w pracy
[H3%]), mozna je traktowad jako integralng calosé, co ttumaczy ich oznaczenie w wykazie zgloszonym do
osiagniecia.
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4.4 Warunki konieczne optymalnosci

W tej czesci autoreferatu oméwione zostang prace dotyczace warunkow koniecznych opty-
malnodci dla zadan typu Lagrange’a.

W pracy [H3¢], oprocz istnienia rozwigzan optymalnych, uzyskane zostaty takze wa-
runki konieczne optymalnodci dla zadania (18)—(21). Sposéb postepowania byt analogiczny
jak w poprzedniej czeéci rozprawy. Najpierw rozwazany byt przypadek z zerowym warun-
kiem poczatkowym. W tej czedei, dzieki nowej formule na pochodng w sensie Hilfera,
warunki konieczne optymalnosci (zob. [H3“ Theorem 3]) zostaly uzyskane poprzez zasto-
sowanie zasady maksimum z pracy [35] dla zadania (13)—(16). Przypadek z niezerowym
warunkiem poczatkowym badany byt analogicznie jak w pracy [H2| (zadanie (18)-(21)
sprowadzone zostato do zadania z zerowym warunkiem poczatkowym poprzez zastosowa-
nie odpowiedniego podstawienia, a nastepnie zastosowane zostalo udowodnione wezedniej
[H3“ Theorem 3]). Gléwny wynik tej czedci to [H3* Theorem 6.

W pracy [H4] badany byt nastepujacy problem:

4
H(z,u) = ] fo(t,z(t), u(t))dt — min, (24)

przy ograniczeniach

[(CDg 21)(1) = fult.x(1),u(1)),

5 te[0,7] pw.,

(€ DErgs ) = Fultim(t), wlt))s (25)
z(0) = o,

(u(t) € M CR™,

pdzie @ : [0,T] = R"; & = (&5« o %a)s o = {210, -+ Tnp) € BR¥, & € (0, 1, £ :
0TI xR xM—=R,i=1,...,n, fo:[0,T] x R" x M — R.
Zaktadamy tu, ze sterowania sa funkcjami mierzalnymi o wartosciach w zbiorze M. Zbior
takich sterowan zostal oznaczony symbolem Uy, Niech 1 < p < o0, 0 < 11—) <oy li=
1,...,noraz a = (ai,...,q,). Przez rozwigzanie uktadu (25), odpowiadajace ustalonemu
sterowaniu u, rozumiemy funkcje x = (a1,...,x,) € ACHY, gdzie

ACLY = cACHL"([0,T],R") x --- x ¢ ACGTP([0,T], R"),
przy czym
cACEP([0,T),R") i= {2 : [0,T] > R":  z(t) = z(0) + (Igie:)(t), t € [0,T] pw., }

dla pewnej funkcji ¢; € IP([0,T],R"), i =1,....n.

Problem zbadania warunkéw koniecznych istnienia rozwigzan optymalnych powyzszego
zadania, podobnie jak we wezesniej omawianych pracach, zostal podzielony na dwie czesci.
Najpierw rozwazany byt warunek zy = 0. Z uwagi na to, ze w drugiej czesci stosowane
bylo pewne podstawienie wygodnie jest zmieni¢ oznaczenia zmiennych i funkeji w zadaniu
(24)-(25) w rozwazanym przypadku. Rozwazmy zatem zadanie postaci:

T
J(y,u) = / do(t, y(1), u(t))dt — min, (26)
0
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przy ograniczeniach

(CDgLy)(1) = g1 (t y(0), u(t)),

: te0,7] pw.,

(CDgrya)(t) = galty(@), wlB); (27)
y(0) =0,

(u(t) e M CR™

Gléwnym narzedziem wykorzystanym w tym przypadku byta gtadko-wypukta zasada eks-
tremum (zob. [26])!7 sformulowana dla nastepujacego abstrakcyjnego zadania sterowania
optymalnego:

Fo(z,u) — inf;

F(z,u) =0,
Flza) € 0 o5 fulziu) £ 0,
uel,
gdzie X, Y sa przestrzeniami Banacha, U - dowolnym niepustym zbiorem, fo,..., fs :

XxU—Roraz F: X xU =Y.
Aby wyprowadzié zasade maksimum dla zadania (26)—(27) (zob. [H4 Theorem 4]) rozwa-
zone zostaly: funkcjonat

+
By T3, (1) x Uns 3 (). () — [ aolt-y(t), u(®)dt € B.
0

oraz operator

F= (Flv- i % ,Fu,) Iﬂg+(Lp) XUM —_— Lp([O,T],R”T)’

Ry 100(EP) x Unt 5 (1) u() — (CD350)() — i y()u() € 20, T]RY),
dlai=1,...,n, gdzie
I, (L7) = I8} (L7((0, TLRY)) x -+~ x Igp (LP(0. 7], RD),

L2([0, T, R™) := L?([0.T},R") x - - x L*([0, T].R").

Nastepnie, zostalo sprawdzone, ze powyzsze odwzorowania spelniaja wszystkie zalozenia
gladko-wypuklej zasady ekstremum (w szczegolnosei, zatozenie ”"wypuklosei” jest spel-
nione dzieki [H4 Lemma 2]'®). W konsekwencji, wspomniana zasada gwarantuje teze
[H4 Theorem 4], ktéra jest sformutowana w postaci liniowego réwnania sprzgzonego [H4
(A.9)] (opisanego przy pomocy prawostronnej pochodne] Riemanna-Liouville’a rzedu «)
oraz punktowego warunku minimum [H4 (A.10)].

17Niezbedne fakty dotyczacej gladko-wypuklej zasady ekstremum zostaly zamieszczone w [H4 sekcja
Al

BWarto tutaj zauwazyé, ze w dowodzie Lematu 2 wykorzystuje si¢ twierdzenie o funkeji uwiklane]
dla odwzorowan wieloznacznych (zob. [40, Rozdziat 11, Thm. 3.12]), ktére wymusza zalozenie zwartosci
zbioru M.
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Przypadek z niezerowym warunkiem poczatkowym badany byl analogicznie jak we wcze-
$niej omawianych pracach (zadanie (24)-(25) sprowadzone zostato do zadania z zerowym
warunkiem poczgtkowym poprzez zastosowanie odpowiedniego podstawienia, a nastepnie
zastosowane zostato udowodnione wezesniej [H4 Theorem 4]). Gléwny wynik tej czedci
to [H4 Theorem 1].

Chcialbym nadmieni¢, ze warunki konieczne uzyskane zostalty przy stabszych zatozeniach
niz w pracy [35] (ogélniejsze warunki wzrostu oraz zastapienie warunku Lipschitza ze
wzgledu na zmienng stanu odpowiednim warunkiem wzrostu dla prawej strony rownania
rézniczkowego w ukladzie sterowania (25)). Otrzymany wynik zostal wykorzystany do
zbadania konsensusu w modelu Cuckera-Smale’a (wigcej szczegoldow na ten temat zosta-
nie podanych w sekcji 4.5). Ponadto, nawigzujac do [H4 Remark 4], nie udato mi sie
do tej pory uzyska¢ zasady maksimum przy bardziej ogdlnych zalozeniach (ew. bardziej
ogdlnym problemie).

Liniowy uktad (25) po raz pierwszy zostal wykorzystany w pracy [33] do zbadania linio-
wych obwoddéw elektrycznych ztozonych z rezystoréw, superkondensatoréw, cewek i Zrodet
napiecia. W pracy [68] natomiast zbadana zostata sterowalnos¢ oraz obserwowalnoscé ta-
kiego ukladu w przypadku n = 2.

Na koniec tej czedci autoreferatu chciatbym podkreslié, ze wszystkie teoretyczne przy-
kiady ilustrujace otrzymane wyniki w pracach [H2], [H3%] oraz [H5] zostaly m.in. tak
dobrane, aby mozna byto podaé rozwiazanie w sposob jawny. Kluczowe okazatly sie tu wzo-
ry na rozwiazanie liniowych ukladéw réwnan rézniczkowych niecatkowitego rzedu oraz,
w przypadku przykladu z pracy [H5], gdzie rozwazany byl jednowymiarowy operator
Dirichleta-Laplace’a, wzory na wartosci i wektory wtasne.

4.5 Strategia optymalna w modelach wieloagentowych

W ostatnich latach coraz czesciej badane sa modele matematyczne opisujace oddzialy-
wanie miedzy tzw. agentami w grupie (uktady wieloagentowe). Modele te sa inspirowane
zjawiskami obserwowanymi w otaczajacym nas §wiecie, np. zachowaniem grupy zwierzat
czy ludzi, a opisuja zjawiska zwiazane z koordynacja zachowai agentéw w oparciu o
dynamike zachowania ich sgsiadéw. Do modeli tego typu nalezy zaliczy¢ m.in. model
Hegselmanna—Krausego (w skrécie HK opisujacy ksztaltowanie si¢ opinii, na okreslo-
ny temat, w grupie agentéw - zob. [23]) oraz model Cuckera—Smale’a (w skrocie CS -
opisujacy zjawisko samoorganizacji, formowania si¢ grup, np. stad ptakéw - zob. [19]).
Centralnym zagadnieniem zwigzanym z ukladami wieloagentowymi jest badanie ewolucji
ukladu od stanu poczatkowego do stanu koncowego, w ktérym oczekiwany jest tak zwany
konsensus. W przypadku modelu HK jest to stan, w ktérym wszyscy agenci maja wspol-
ng opinie, a w przypadku modelu CS - stan, w ktérym agenci uformowali sie¢ w zwartg
grupe poprzez skoordynowanie wtasnych zachowai. Aby utatwi¢ osiggnigcie konsensusu,
do danego modelu wprowadza sie zewnetrzny parametr sterujgcy oraz rozwaza si¢ pewien
catkowy funkcjonatl kosztu. W ten sposéb otrzymujemy problem sterowania optymalnego
typu Lagrange’a, w ktérym minimalizowany jest funkcjonat kosztu przy ograniczeniach
opisanych przy pomocy ukladu rézniczkowych réwnan stanu. Uzyskana, przy pomocy wa-
runkéw koniecznych i dostatecznych, trajektoria optymalna okazuje sie by¢ pozadanym
stanem konsensusu. Takie podej$cie badania konsensusu w ukladach wieloagentowych
nazywane jest strategia sterowania optymalnego.
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4.5.1 Model Hegselmanna-Krausego ze sterowaniem

Celem pracy [H3?] byto zbadanie konsensusu w ukladzie HK, ktéry opisano przy pomocy
pochodnej niecatkowitego rzedu w sensie Caputo. Doktadniej, rozwazany jest uklad:

(CD3+:CO) (1) = u(t)

e
(°Dga:) () = P2y ai; (23(t) — (1) + ei(@o(t) — @il0), 0T pw.  (28)

(.]’I()(O). 1’1(0)) = (21700, :L‘g[}), 1 = ]., ceay N
u(t) € M C RY,

gdzie o € (0,1), z = (%0, T1,...,IN) € RN+ Af .= {z eR?: 2l < K}m dla pewne-
go K > 0, wraz z caltkowym funkcjonatem kosztu

7
.. 1.5 8y U ,
S u) = / SN2 > la(t) — 25Ol + 3 Y- llao(t) — zi(t)llg + 5”’“(1)”% dl — min.
b ij=1 i=1
(29)
Aby ulatwi¢ osiagniecie konsensusu, do oryginalnego modelu® wprowadza si¢ dodatko-

wego agenta, zwanego liderem, posiadajacego opinie (na dany temat) o oraz parametr
sterujacy u oddziatijacy tylko na lidera (tzw. sterowanie nieinwazyjne). Stan x, oprocz

opinii lidera, reprezentuje opinie agentéw z;, a wspétezynniki a;j, ¢ (6. = 1,..., N )
postaci
2 o (]2
Gy = & (HT»e = -lehg) , ¢ =7¢ (H?Cz' - ~Un||zg) ’

gdzie v > 0 (funkcja a jest okreslona wzorem [H3" (10)], natomiast ¢ : [0,00) — (0.1]
jest funkcja gtadka, nierosnaca, spetniajacg warunki: ¢(0) = 1 oraz lim ¢(r) = 0), opisuja
odpowiednio: interakcje migdzy agentami oraz wplyw opinii lidera na opinig¢ i-tego agenta.
Warto zauwazy¢, Ze na opinie agentow, oprocz wzajemnych opinii, moze wptywac¢ opinia
lidera (odpowiada za to drugi sktadnik drugiego réwnania w uktadzie (28)), ale nie od-
wrotnie (na opinie lidera moga wplywac jedynie opinie zewnetrzne). Funkcjonat J zawiera
sktadniki opisujace: érednie odchylenie migdzy stanami agentéw (pierwszy sktadnik), od-
chylenie opinii agentéw w stosunku do opinii lidera (drugi sktadnik) oraz koszt sterowania
(trzeci sktadnik). Problem (28)—(29), w praypadku « = 1, badany byt w pracy [67]. Zasto-
sowanie pochodnej Caputo w rownaniach (28), jak wspomniatem w sekeji 4.2.1, z uwagi na
jej nielokalnosé, powoduje, ze otrzymujemy uktad, w ktérym uwzgledniana jest pamigé, co
oznacza, 7e na opinie agentow i lidera wptywaja rowniez opinie wezesniejsze. Uzyskane w
pracy [H3¢] warunki konieczne i dostateczne istnienia rozwiazan optymalnych pozwolity
zastosowaé strategie sterowania optymalnego do realizacji zadania zbadania konsensusu
w powyzszym problemie. Doktadniej, udowodnione zostalo twierdzenie o istnieniu roz-
wiazaf optymalnych ([H3" Theorem 17]) oraz wyprowadzona zostata zasada maksimum
([H3" Theorem 14]) dla problemu (28)—(29) w oparciu o [H3* Theorems 6 and 7! w
przypadku 3 = 1 (przypomne, ze wtedy pochodna Hilfera sprowadza si¢ do pochodnej
Caputo). Nastgpnie otrzymane wyniki zilustrowane zostaly dwoma przykladami, ktére

19Gymbol || - ||« oznacza norme euklidesowa w R,

200ryginalny model HK zawiera tylko drugie réwnanie.

21W pracy [H3!] na stronie 5 w sformulowaniu Twierdzen 6 i 7 podana zostala bledna numeracja
twierdzen » pracy [H3%].
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zostaly rozwigzane w sposéb numeryczny. Badane w nich uklady sterowania opisuja dy-
namike opinii czterech agentéw oraz lidera, przy czym w przykladzie 18 poczatkowa opinia
lidera numiejscowiona jest miedzy poczatkowymi opiniami pozostatych agentow, natomiast
w przyktadzie 19 znacznie réznita sie od pozostatych. W pierwszym przypadku niezaleznie
od sily oddziatywania zewnetrznego na lidera (w pracy zaprezentowane zostaly tylko wy-
kresy z niewielkim sterowaniem - Fig. 2 i 4, gdyz w przypadku silniejszego oddziatywania
wyniki byty podobne) w miarg¢ szybko otrzymali$my stan konsensusu na poziomie opinii
lidera (zdecydowanie szybciej dla o = 0.9 niz dla o = 0.2). W drugim przypadku na-
tomiast, w wynikach zauwazalny juz byl wplyw sity oddzialywania sterowania na lidera.
Przy stosunkowo niewielkim sterowaniu (mata warto$¢ statej K') opinie agentéw podazaty
w kierunku opinii lidera (Fig. 6,7,8). Gdy jednak sterowanie bylo silniejsze (zwigkszalta sie
presja na lidera ze strony otoczenia), to wowczas lider, po pewnym czasie, zgadzal si¢ z
opiniami pozostalych agentéw (dokladniej, z opinia, bedaca Srednig z opinii pozostatych
agentow) - Fig. 9.

4.5.2 Model Cuckera-Smale’a ze sterowaniem
W pracy [H4] badany jest model CS postaci:

z(L) = vi(t), N
D)= 351 (150 = 2(0l) (400 = @) + w(®) ¢ € 0.7] prv.

(30)

{3’5(0). ’U;(O)) = (Zm,?}gg). § =L e " JN,

ut)e M C RV, te[0.7T] pw.,
gdzie N oznacza ilos¢ agentow w gmple z = (z1,-..,2n5) 1 [0,T] — RN reprezen-
tuje pozycje agentow, v = = By ol & : [0, 7] — ]RN" jest parametrem konsensusu,
u= (..., uy): [0,T] — R oznacza parametr sterujacy, n € C*([0,00), (0,00)) jest
funkcja nierosnaca (tzw. waga komunikacyjna),

M = {w = (wy,...,wy) ERY: ||wH£{v_¢g < K} i

dla pewnej statej K > 0, przy czym

N
“'w”:tf’-.tg i Z ||'w1:||.!g-
=1

W powyzszym uktadzie pierwsze réwnanie opisuje ewolucj¢ polozenia i-tego agenta, na-
tomiast drugie - dynamike jego parametru konsensusu z uwzglednieniem wartosci z prze-
szloéci tego parametru (z tego powodu uzyta zostata pochodna w sensie Caputo w drugim
réwnaniu). Wprowadzona w ten sposéb pamieé do uktadu jest do$¢ naturalnym zabiegiem,
gdyz w praktyce zachowanie agenta w danej chwili uzaleznione jest od jego obserwacji za-
chowan innych agentéw w przesziodei. Moze sig zdarzy¢, ze "niesprzyjajaca” konfiguracja
warunkéw poczatkowych lub niedostateczna sita interakeji miedzy agentami (odpowia-
da za to funkcja 1) spowoduje, ze agenci nie beda w stanie sami osiagnac¢ konsensusu.
Wowezas potrzebna jest interwencja z zewnatrz, ktora pojawia si¢ w postaci sterowania
w drugim réwnaniu oraz, wprowadzonym dodatkowo, catkowym funkcjonale kosztu 1/
postaci

)

+72Hua Mg | dt, (31)

H((z,v) / i

0

1 i
vi(t) — = ) v;(¢)
N= 4

i
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gdzie v > 0. Pierwszy sktadnik funkcjonatu H (flocking term) mierzy odchylenie miedzy
usrednionym parametrem konsensusu, a parametrami tego typu dla poszczegdlnych agen-
tow, natomiast drugi (sparsity term) reprezentuje koszt sterowania. W ten sposob otrzy-
maliémy zadanie sterowania optymalnego, w ktérym celem jest minimalizacja funkcjona-
tu (31) przy ograniczeniach (30). Gléwny wynik to zasada maksimum dla tego zadania
(zob. [H4 Theorem 2]), ktéra zostala wyprowadzona w oparciu o uzyskane w tej pracy
[H4 Theorem 1] i pozwolita otrzymaé (dzieki [38, Theorem 2|) rozwigzanie optymalne
((z*,v*),u*). Nalezy tutaj dodaé, ze uzyskane sterowanie optymalne, dzigki zastosowaniu
normy |- [|v_e w funkcjonale H, okazato si¢ by¢ rzadkie (sparse control)??, co potwierdzi-
ty przyklady ilustrujace (zob. [H4 Examples 1 and 2]). Problem (30)-(31), w przypadku
p =1, badany byt w pracy [15].

4.6 Wklad habilitanta w powstanie prac wieloautorskich zgto-
szonych do osiggniecia

Ponizej opisze méj wktad w powstanie prac [H1], [H2], [H3?], [H4| oraz [P2].
e Praca [H1]:
— wspotpomystodawca badan,
— wspbétudzial w przygotowaniu koncepcji pracy (autor korespondencyjny),
— opracowanie wraz z pozostalymi wspoétautorami sekeji 11 2,

— opracowanie sekcji 3 i 4.
e Praca [H2]:

— wspolpomystodawca badan,

— wspétudzial w przygotowaniu koncepeji pracy (autor korespondencyjny),

— opracowanie sekcji 3.2,

— opracowanie wspolnie z prof. D. Idczakiem sekeji 2 oraz przykladu ilustrujgcego
otrzymane wyniki.

e Praca [H3":

— wspoélpomystodawca badan,
— wspoétudzial w przygotowaniu koncepcji pracy,
— opracowanie sekcji 2 (Preliminaria),

— sformutowanie i udowodnienie gtéwnych twierdzen pracy: [H3” Theorems 12,
14 and 17],

— opracowanie wraz z pozostalymi wspétautorami przyktadow ilustrujacych otrzy-
mane wyniki: [H3% Examples 18 and 19].

e Praca [H4|:

— wspoétpomystodawca badan,

— wspotudzial w przyvgotowaniu koncepcji pracy,

99 . . a1 . . P .y . a 4
220znacza to, ze w danej chwili sterowanie dziala na namniejsza mozliwg ilo$é agentow.
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— opracowanie sekcji 2 (Preliminaria),

— opracowanie sekcji Appendix A, w szczegdlnosci wyprowadzenie zasady mak-
simum (sformutowanie i udowodnienie twierdzeri [H4 Theorems 1 and 4]) dla
zadan Lagrange’a zawierajacych uklad sterowania roéznych rzedow (zadania:
[H4 (A.7)-(A.8)] oraz [H4 (2)-(3)]),

— wyprowadzenie zasady maksimum (sformutowanie i udowodnienie twierdzenia
[H4 Theorem 2]) dla problemu sterowania optymalnego zawierajacego model
Cuckera-Smale’a ze sterowaniem (zadanie [H4 (10)-(11)]),

— opracowanie wraz z pozostalymi wspétautorami przyktadéw ilustru; acych otrzy-
mane wyniki: [H4 Examples 1 and 2].

e Praca [P2]:

— wspoOlpomystodawca badan,

|

wspotudzial w przygotowaniu koncepcji pracy,

opracowanie sekcji 4,

opracowanie wraz z pozostalymi wspétautorami pozostalych sekcji pracy.

5 Informacja o wykazywaniu sie istotng aktywnoscig
naukowg albo artystyczng realizowang w wiecej niz
jednej uczelni, instytucji naukowej lub instytucji
kultury, w szczegdlnoéci zagraniczne;j

W tej czedci przedstawie informacje o mojej aktywnosci naukowej realizowanej, zar6wno
na uczelniach polskich, jak i zagranicznych.

e Uczelnie polskie:

2019 Pobyt badawczy na Wydziale Budownictwa, Mechaniki i Petrochemii Politech-
niki Warszawskiej (Filia w Plocku) w dniach 16.09-23.09.2019 r.

W trakcie pobytu, wspolnie z dr. Cezarym Obczynskim badalismy pochod-
ne czastkowe niecatkowitego rzedu w sensie Caputo funkcji dwoch zmiennych.
Sformutowaliémy i udowodniliémy twierdzenia o catkowej reprezentacji funkcji
posiadajacych takie pochodne. Otrzymane wyniki zostaly zawarte w pracy:

Kamocki, R., Obezynski, C. On the single partial Caputo derivatives for func-
tions of two variables, Periodica Mathematica Hungarica (2023),
https://doi.org/10.1007/s10998-023-00520-x (wersja online).

W latach 2010 - 2018 bralem udziat w cyklicznych konferencjach naukowych pt.
” Rachunek niecatkowitego rzedu i jego zastosowania” (w skrocie RRNR - konferencja
organizowana przez rozne ofrodki krajowe) oraz "The International Conference on
Methods and Models in Automation and Robotics” (w skrocie MMAR - konferencja
organizowana przez Zachodniopomorski Uniwersytet Technologiczny w Szczecinie):

22



2010 II Konferencja Naukowa RRNR, Politechnika Czestochowska — wygloszenie
referatu pt. "Zasada maksimum dla zwyczajnego utamkowego problemu stero-
wania optymalnegqo ”

2011 III Konferencja Naukowa RRNR, Politechnika Biatostocka — wygtoszenie refe-
ratu pt. “Istnienie rozwigzan optymalnych pewnego problemu sterowania opty-
malnego niecatkowitego rzedu”.

2012 IV Konferencja Naukowa RRNR, Politechnika Warszawska.

2013 V Konferencja Naukowa RRNR, AGH Krakéow — wygtoszenie referatu pt. "Li-
niowe uklady niecalkowitego rzedu zawierajgce pochodng Caputo i ich optyma-
lizacja”.

2014 VI Konferencja Naukowa RRNR, Politechnika Opolska — wygtoszenie refera-
tu pt. "On fractional differential inclusions with modified Riemann-Liouville
derivative”.

2015 VII Konferencja Naukowa RRNR, Politechnika Szczecinska — wygloszenie re-
feratu pt. "Some remarks on the Hilfer derivative”.

2014 XIX Konferencja MMAR, Miedzyzdroje — wygtoszenie referatu pt. "On a frac-
tional optimal control problem with Jumaries modified Riemann-Liouville de-
rivative”.

2015 XX Konferencja MMAR, Miedzyzdroje — wygloszenie referatu pt. ”FEaxistence
and continuous dependence of solutions on controls for fractional linear control
systems with the Hilfer derivative”.

2017 XXII Konferencja MMAR, Miedzyzdroje — wygloszenie referatu pt. "Erxistence
and continuous dependence of solutions on controls for linear conlrol systems
with different fractional orders”.

2018 XXIII Konferencja MMAR, Miedzyzdroje — sesja plakatowa (wspoélnie z Ka-
milem Pajkiem): "On the existence of optimal solutions for optimal control
problems involving the Caputo fractional deriwatives with nonsingular kernels”.

W trakcie pobytu na konferencjach RRNR miatem okazje spotka¢ wielu wybitnych
naukowcow z Polski, jak i zagranicznych, ktorzy zajmujg sie rachunkiem catkowo-
rozniczkowym niecatkowitego rzedu. Podczas spotkan miatem okazje wyshuichac wie-
lu odezytow oraz odbyé wiele rozméw, ktore pozwolity mi poszerzy¢ wiedze z tej
tematyki oraz zapoznaé sie z nowymi trendami. Podczas jednej z takich rozmow w
2015 roku (m.in. z dr hab. Agnieszkg B. Malinowsks z Politechniki Biatostockiej oraz
dr Tatiang Odzijewicz z SGH w Warszawie) pierwszy raz ustyszalem o modelach
wieloagentowych, ktoére staty sie inspiracja do podjecia badan w tym zakresie. Na
konferencjach MMAR uczestniczytem w sesjach poswigeconych rachunkowi niecatko-
witego rzedu i takze tam mialem mozliwo$é kontaktu z naukowcami zajmujacymi
sie ta dziedzina. W szczegdlnosci, na konferencji MMAR w 2018 roku odbytem
konsultacje z dr hab. Agnieszka B. Malinowska oraz dr Tatiana Odzijewicz, ktore
dotyczyty zastosowania narzedzi teorii sterowania optymalnego do zbadania kon-
sensusu w modelach wieloagentowych (powstaly wtedy pierwsze hipotezy). W ten
sposob zawiazala sie Nasza wspotpraca naukowa (trwajaca do dzis), ktéra zaowoco-
wala opublikowaniem trzech prac (wspélnie z dr. Ricardo Almeida z Uniwersytetu
w Aveiro (Portugalia), ktory dotaczyt do Naszego zespotu w 2019 roku). Dwie z nich
([H3%] i [H4]) zostaly zgloszone do osiagniecia habilitacyjnego, a trzecia to artykut
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[3].

Oprécz udziatu w konferencjach RRNR oraz MMAR wygtlositem referaty takze na
Uniwersytecie im. Adama Mickiewicza w Poznaniu oraz Uniwersytecie Jagiellorskim
w ramach nastepujacych konferencji:

2014

2018

DMV PTM 2014, Joint Meeting of the German Mathematical Society (DMV)
and the Polish Mathematical Society (PTM), Poznan — wygloszenie referatu
pt. "Eristence of optimal solutions to a fractional nonlinear optimal control
problem with the Riemann-Liouville derivative”.

ETAMM 2018 - International Conference ”"Emerging Trends in Applied Ma-
thematics and Mechanics 2018”7, Krakéw — wygtoszenie referatu pt. "Ordinary
control systems involving a fractional Dirichlet-Laplace operator and their opti-
mization”.

e Uczelnie zagraniczne:

2012

2013

2023

2023

Udziat w konferencji 9th AIMS Conference on Dynamical Systems, Differential
Equations and Applications, Orlando, USA, zorganizowanej przez AIMS oraz
University of North Carolina Wilmington — wygloszenie referatu (na zapro-
szenie) pt. “Fractional Sobolev spaces on an interval via Riemann — Liouville
derivatives and some imbeddings”.

Udziatl w konferencji nDS’13 — 8th International Workshop on Multidimensio-
nal Systems, Erlangen, Germany, zorganizowanej przez Friedrich-Alexander-
Universitit Erlangen-Niirnberg — wygloszenie referatu pt. "Fractional conti-
nuous Roesser model with Riemann-Liouville derivative”.

Udziat w konferencji 15th AIMS Conference on Dynamical Systems, Differen-
tial Equations and Applications, May 31 — June 4, 2023, Wilmington, USA,
zorganizowanej przez AIMS oraz University of North Carolina Wilmington -
wygloszenie referatu (na zaproszenie) pt. "Necessary optimality conditions for
a fractional integro-differential optimal control problem”.

Pobyt badawczy na Wydziale Matematyki Uniwersytetu w Aveiro, Portugalia
w dniach 17.07-27.07.2023 r.

Jak wpomnialem wczesniej, z dr. Ricardo Almeidg z Uniwersytetu w Aveiro
wspotpracuje naukowo od 2019 roku. Wyjazd badawczy do Aveiro planowatem
juz w 2020 roku, ale niestety nie doszed! on do skutku z powodu pandemii
Covid-19. W konsekwencji, zmuszeni byli$my prowadzi¢ badania (wspoélnie z
A. B. Malinowsks i T. Odzijewicz) w sposob zdalny, czego efektem sg wymie-
nione wczesniej trzy prace.

W trakcie zakonczonego niedawno pobytu w Portugalii zajmowalismy si¢ z dr.
Almeidg gléwnie opracowaniem nowych algorytmow (dr R. Almeida specjali-
zuje sie w obliczeniach numerycznych), ktére umozliwia rozwigzywanie rownan
rézniczkowych niecatkowitego rzedu z pochodng w sensie ¥-Caputo w sposob
numeryczny. To pozwoli w przysztosei zastosowaé owe algorytmy do rozwig-
zania zadan sterowania optymalnego, w ktorych ukiad sterowania zawiera te
pochodng. Badania w kontekscie istnienia rozwigzan optymalnych oraz wa-
runkéw koniecznych optymalnoécei dla probleméw sterowania optymalnego z
pochodng ¥-Caputo planowane sa w 2024 roku.
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6 Informacja o osiggnieciach dydaktycznych, organi-
zacyjnych oraz popularyzujacych nauke lub sztuke

e Osiggniecia dydaktyczne

Prowadzenie zaje¢ dydaktycznych (wyktady, konwersatoria, laboratoria infor-
matyczne) na Wydziale Matematyki i Informatyki UL na kierunkach: matema-
tyka, informatyka oraz analiza danych z nastepujacych przedmioow:

Teoria graféw 1 sieci,

Badania operacyjne,

Optymalizacja dyskretna w analizie danych,

Matematyczne aspekty w analizie danych,

Internet i publikowanie w sieci,

Projekt dyplomowy,

Programowanie liniowe,

Podstawy programowania,

Podstawy teorii sterowania optymalnego,

Matematyczne podstawy logistyki,

Technologie internetowe,

Modele réznicowe i rézniczkowe w logistyce,

¥ O X X X K X KK K X X ¥

Analiza matematyczna dla informatykow.

Promotor prac magisterskich z matematyki (4 prace).

Promotor prac licencjackich z informatyki (44 prace).

Recenzent prac magisterskich i licencjackich z matematyki oraz informatyki
(14 prac).

e Osiggniecia organizacyjne

Udzial w komisjach rekrutacyjnych.

Udzial w organizacji konkursu Matematyka Moja Pasja przeprowadzonego
przez Wydzial Matematyki i Informatyki UL.

Czlonek Wydziatowej Komisji Oceniajacej,
Cztonek Rady Wydziatlu Matematyki i Informatyki UL,

Czlonek zespotu ds. kierunku studiéw Analiza Danych I i II stopnia.

e Popularyzacja nauki

Wyklady goécinne o tematyce popularno-naukowej w szkotach $rednich pro-
mujace matematyke i informatyke.

7 Inne informacje dotyczace kariery naukowe]

e Indywidualne nagrody (I stopnia) Rektora Uniwersytetu bLodzkiego za osiggnigcia
naukowe uzyskane w latach: 2015, 2016, 2018, 2021.

e Nagrody Dziekana Wydziatu Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Lodzkiego za

osiggniecia naukowe uzyskane w latach: 2015, 2016, 2017, 2018, 2019, 2021, 2022.
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