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4.1 Wprowadzenie: konfiguracje typu Fermata

Konfiguracje hiperptaszczyzn sg klasycznym obiektem badan w matematyce. Pojawiaja sie one w réznych
dzialach matematyki: kombinatoryce (np. Peter Orlik i Louis Solomon [36]), algebrze przemiennej (np.
Isabella Novik, Alexander Postnikov i Bernd Sturmfels [35]), teorii reprezentacji (np. Gustav Lehrer [29]),
geometrii algebraicznej (np. Xavier Roulleau i Giancarlo Urzia [38]), geometrii przestrzeni analitycznych
(np. Pierre Deligne [13]).

Konfiguracje pochodzace od grup odbié, ze wzgledu na symetrie, posiadaja szczegdlnie ciekawe wta-
snosci. Przypomnijmy, ze liniowy automorfizm g € GL(V') skonczenie wymiarowej przestrzeni wektorowej
V' nazywamy odbiciem, jesli ¢" = id dla pewnego n, oraz dokladnie dim(V) — 1 wartosci wlasnych g
jest rowne 1. Skonhczona grupa G C GL(V) jest grupa odbié, jesli jest generowana przez odbicia. Stynny
wynik Shepharda i Todda [39] klasyfikuje wszystkie skoniczone grupy odbié¢. Konfiguracja pochodzaca od
grupy odbi¢ G nazywamy skonczony uklad hiperplaszczyzn w V' wyznaczonych przez wszystkie odbicia
w tej grupie. Tego typu konfiguracje przyciagnety ostatnio sporo uwagi w pewnych nowych obszarach al-
gebry przemiennej (problem zawierania) i geometrii algebraicznej (hipoteza o ograniczonej ujemnosci, czy
specjalne systemy liniowe), gdzie pomogly w konstrukcji interesujacych przyktadéw i kontrprzykladéw.

Wéréd grup odbié jest nieskonczona seria grup oznaczanych przez G(n,n, N + 1). Grupa G(n,n, N +
1) € GL(CN*1) sklada sie z jednomianowych macierzy, ktérych elementami s n-te pierwiastki z jedynki
z zastrzezeniem warunku, ze ich iloczyn jest rowny 1. Przypomnijmy, ze macierz nazywamy jednomianows,
jesli w kazdej kolumnie i w kazdym wierszu tylko jeden element jest niezerowy.

Hiperptlaszczyzny odbié zadane przez elementy z G(n,n, N + 1) sa dane réwnaniami

x; —e%x; =0,

gdzie ¢ jest n-tym pierwiastkiem z jedynki, natomiast o € {0, 1,...,n—1}. Sa to doktadnie czynniki liniowe
wielomianu typu Fermata
FNm(xoZ ZI'N): H (1‘?—1‘?)
0<i<j<N



Numeracja zmiennych uzyta powyzej sugeruje, ze te hiperptaszczyzny rozwazamy w przestrzeni rzutowej
PN (V). Wprowadzmy rozszerzone wielomiany zdefiniowane nastepujaco:

FN,n,N(«xO:---:xN):xO'-u'wN'FN,n(xO:---:xN);
oraz ich posrednie odpowiedniki:
FNm’k(x(]:...:ZCN):xo'...'wk'Fan(ivoi...Z.%'N).

Definicja 1 Konfiguracjq typu Fermata (rozszerzong, posredniq, odpowiednio) F (.7-']\} N ]:Kf,k’ odpowied-
nio) nazywamy zbiér hiperptaszczyzn w PN opisanych przez liniowe czynniki wielomianu F, N (FNnNs
FN .k, odpowiednio).

Uwaga 2 Tradycyjnie nazwa konfiguracja Fermata jest kojarzona z konfiguracjq prostych wP? definiowang
przez

(" —y")(y" —2")(" —2a") =0.

Motywacja dla tej nazwy pochodzi z faktu, zZe konfiguracja ta to dokladnie miejsca zerowe elementow oso-
bliwych w peku krzywych
Cxrp : A" —y") + p(y" —2") =0,

w ktorym wszystkie nieosobliwe elementy sq izomorficzne z krzywq Fermata
"+ y"+ 2" =0.

W przypadku n = 3 otrzymujemy dobrze znang dualng konfiguracje Hessego wyznaczong przez proste dualne
do 3-torsyjnych punktow na krzywej eliptycznej

24y + 22 =0

Konstrukcja wyzej wymiarowych konfiguracji typu Fermata z konfiguracji w nizszym wymiarze, jest pro-
stym przyktadem metody ktéra nazywam ustozkowieniem.
Dla N = 1, hiperplaszczyznami sa dokladnie punkty w P' dane przez réwnanie

xzy — ] =0.

A zatem, sa one wyznaczone przez n-te pierwiastki z jedynki
(1:1), (1:¢), (1:€2), ..., (1:e"h), (1)

gdzie € jest prymitywnym n-tym pierwiastkiem z jedynki. Dla n = 5 punkty te sa przedstawione na Rysunku
la.
Nastepnie, wprowadzamy nowa zmienna xo, oraz zanurzamy powyzsze punkty w P2, na przyktad w na-
stepujacy sposéb
(1:1:0), (1:£:0), (1:€2:0), ..., (1:e"1:0).

Laczac je z wierzcholkiem o wspoétrzednych (0 : 0 : 1) otrzymujemy n prostych, ktére sa zbiorem zer tego
samego wielomianu

rozwazanego teraz jako wielomian zmiennych zg, x1 oraz z9. Dla n = 5 ilustruje to Rysunek 1b. Moz-
na oczywiscie powtorzy¢ to rozumowanie rozszerzajac wspoirzedne punktéw z (1) przez dodanie zera na
poczatku lub w érodku. Suma stozkéw, otrzymanych w tej procedurze, to doktadnie zbiér zer wielomianu

(g — 27) (2] — 23)(z3 — 25) =0,



(a) Konfiguracja typu Fermata w P! (b) Stozek w P? nad F}

Rysunek 1: Ustozkowienie konfiguracji typu Fermata dla n =5

czyli Fo .

Przechodzac od P? do IP3, rozwazamy cztery stozki o wierzchotkach w punktach fundamentalnych (tj.
(1:0:0:0),0:1:0:0),(0:0:1:0)i(0:0:0:1)) wP3 nad konfiguracja Fermata prostych
w uzupelniajacej plaszczyznie. Kazdy stozek sklada sie z n plaszczyzn. Kazda z tych plaszczyzn jest
generowana przez wierzchotek stozka i proste w uzupelniajacej ptaszczyznie. Postepujac analogicznie mozna
skonstruowaé¢ konfiguracje typu Fermata w dowolnej przestrzeni P,

Warto wspomnie¢, ze w szczegélnym przypadku n = 1 wielomian Fy 1 jest wyznacznikiem Vandermon-

de’a
1 N

1oz .2l

FN71(x0:...:xN): H (xi—xj):det
0<i<j<N : : ’ :
1 oy ... 2y

Odpowiadajaca mu (bardzo prosta) konfiguracja jest znana jako konfiguracja warkocza. Odgrywa ona
wazna role w algebraicznej kombinatoryce.

Przechodzac do osiggniecia, moje badania w ostatnich latach byly motywowane dwoma gtéwnymi nur-
tami, ktére przyciagnety sporo uwagi w geometrii algebraicznej i algebrze przemiennej:

e problem zawierania i
e istnienie niespodziewanych hiperpowierzchni.

Studiowanie konfiguracji hiperptaszczyzn w przestrzeniach rzutowych, w przypadku powyzszych obszardéw
badan, odrywa znaczaca role. Moim wkladem w tematyke oraz jednoczesnie koncepcja taczaca oba kierunki
badawcze jest systematyczne studiowanie konfiguracji Fermata hiperptaszczyzn oraz pochodzacych od nich
obiektow. Doktadniej, interesuja nas podprzestrzenie rzutowe, tzn. zbiory punktow, prostych, plaszczyzn
itd., wyznaczone przez konfiguracje Fermata, ich ideaty, pewne modyfikacje tych ideatéow i uktady punktow
dualne do hiperptaszczyzn. Obiekty te sa obecne, w tej lub innej formie, we wszystkich pracach wchodzacych
w sktad opisywanego osiagniecia, a pomyst ich studiowania doprowadzil do istotnych postepéw w obu
obszarach badawczych.

Ponizej podam wprowadzenie do teorii stojacej za tymi badaniami, oraz przedstawie swoje wyniki
w perspektywie rozwoju dyscypliny. Najpierw jednak przedstawie krotko gléwne wyniki pochodzace z prac
wchodzacych w sktad osiggniecia.

Artykuly [Habb] oraz [Hab6] wykorzystuja podprzestrzenie rzutowe zdefiniowane przez konfiguracje
typu Fermata w P? oraz, odpowiednio, w PV dla N > 3 do zilustrowania faktu, ze zawieranie I () C I? nie
zachodzi dla konfiguracji podprzestrzeni rzutowych kowymiaru 2 w przestrzeniach rzutowych. Wynik ten
uogélnia wezedniejsze rezultaty tego typu dla punktéw w P2.



Artykut [Hab7] réwniez dotyczy problemu zawierania. Podczas gdy wigkszosé konfiguracji typu Fermata
nie moze by¢ zrealizowana nad cialem liczb rzeczywistych, w pracy pokazujemy, ze konfiguracje prostych
rzeczywistych wprowadzone przez Boroczkyego posiadaja 1-wymiarowa przestrzen deformacji. Studiujac
konfiguracje Boroczkyego 12 prostych, mieliSmy szczeécie, gdyz, wydaje sie, ze jest to jedyny przypadek,
ktory dopuszcza deformacje zdefiniowana nad Q. Dzigki temu [Hab7] zawiera pierwszy kontrprzyklad na
zawieranie I® w I? dla idealu punktéw o wymiernych wspélrzednych.

W pracy [Hab4] rozwazam konfiguracje typu Fermata z punktu widzenia problemu zawierania, jak
rowniez istnienia niespodziewanych hiperpowierzchni. W szczegélnosci zawiera ona pierwszy przyktad nie-
skonczonej serii niespodziewanych krzywych z punktem ogdlnym krotnosci 4, podczas gdy stopien krzywej
ros$nie do nieskonczonosci. Przyklad ten jest Sci$le zwiazany z konfiguracja Fermata prostych. [Hab4] sys-
tematyzuje i uzupelia wyniki dotyczace konfiguracji typu Fermata rozsiane po literaturze.

W pracy [Hab2] przedstawiamy pierwszy przyklad niespodziewanej powierzchni w P3. Wezegniej pro-
blem ten byt rozwazany tylko dla krzywych w P2. Podajemy réwniez, zadziwiajaco proste, réwnania pew-
nych niespodziewanych krzywych i powierzchni oraz inicjujemy badania nad zaleznoscia, ktéra obecnie
nazywana jest BMSS-dualnoécia.

Idea ta zostala znaczaco rozszerzona w pracy [Hab3|, ktéra ukazuje bezposrednie powiazanie teorii
niespodziewanych hiperpowierzchni, wtasnosci typu Lefschetza i wyzej wymiarowych przestrzeni oskuluja-
cych rozmaitosci zanurzonych. Artykul zawiera szczegbétowe opisy wszystkich tych obiektow dla konfiguracji
prostych pochodzacej od systemu pierwiastkowego B3, ktéra jest szczegdlnym przypadkiem rozszerzonej
konfiguracji Fermata.

Wreszcie, artykul [Habl] laczy konfiguracje typu Fermata i metode ustozkowienia w celu przedsta-
wienia pierwszego (i jak do tej pory jedynego) przykladu niespodziewanej hiperpowierzchni z kilkoma
ogoblnymi punktami wielokrotnymi. Doktadniej, praca zawiera czysto teoretyczny dowdd istnienia nieocze-
kiwanej hiperpowierzchni o tej wlasnosci w P, dowéd komputerowy dla P7 i PY oraz hipoteze o istnieniu
niespodziewanej hiperplaszczyzny z k ogélnymi punktami wielokrotnymi w P2**1 dla k > 5.

4.2 Problem zawierania

W pierwszej czesci przedstawie podstawy teorii. Wspélna praca z Tomaszem Szembergiem [42] zawiera
znacznie dokladniejsze wprowadzenie w problem.

Niech K bedzie cialem, I idealem jednorodnym w pierscieniu R = Klzo,...,zy]. Rozwazmy dwie
rodziny idealéw zwiazane z idealem I. Pierwsza dana jest przez potegi zwykle, zwane takze potegami
algebraicznymi ideatu [

ROIDIPoDBoI'>.. .. (2)

Druga rodzina jest zdefiniowana przez potegi symboliczne ideatu
RO2IDI®Do1® 5 1Mo (3)

Przypomnijmy, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej m, definiujemy m-ta potege symboliczna [ (m)
ideatu I nastepujaco
1= ) (ROI™)p),
PeAss(I)

gdzie przeciecie brane jest w ciele utamkéw R, natomiast Ass(I) oznacza zbiér idealéw pierwszych sto-
warzyszonych z ideatem I. Fundamentalnym pytaniem, jakie pojawia sie w tym kontekscie, jest pytanie
o istnienie jakiejkolwiek regularnosci w zawieraniu pomiedzy elementami obu rodzin niezaleznie od wyboru
ideatu I.

Podczas gdy tatwo zauwazy¢, ze zawieranie I™ C [ (M) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy r = m to
pytanie o odwrotne zawieranie jest duzo bardziej skomplikowane.



Problem 3 (Problem zawierania) Dia ustalonego pierscienia R, okresli¢ dla jakich m i r zachodzi za-
wieranie
7(m) cr

dla dowolnego ideatu wiasciwego I C R.

Sugestia, ze taka regularno$é zachodzi, pojawila si¢ w pracy Swanson [41]. Na poczatku tego tysiaclecia
dwie niezalezne grupy naukowcéw przedstawily nastepujacy wynik.

Twierdzenie 4 (Ein-Lazarsfeld-Smith oraz Hochster-Huneke) Niech I C Klzo,...,zn] bedzie do-
wolnym ideatem jednorodnym. Wtedy
mcrr (4)

zachodzi dla wszystkich m > N - r.

Ein, Lazarsfeld i Smith w [19] udowodnili Twierdzenie 4 w charakterystyce 0 uzywajac idealéw mnoznikéw,
natomiast Hochster i Huneke w [27] pracowali w skonczonej charakterystyce uzywajac Scistych domknieé.
Ostatnio, Twierdzenie 4 zostalo uogélnione do mieszanej charakterystyki przez Ma i Schwede w [30]. Co
ciekawe, nie jest znany ani jeden przyklad pokazujacy, ze ograniczenia na m i r w (4) sa ostre. Zwykle
zawieranie zachodzi dla wartoséci m mniejszych niz by to wynikalo z ograniczenia w (4). Tak zwane konfigu-
racje gwiazdziste, zob. [22], daja serie przykladéw, dla ktérych zatozenie m > Nr — (N — 1) jest konieczne.
Ta obserwacja popchneta Hunekego do zadania pytania czy dla dowolnego ideatu radykalnego I punktéw
w P2 zachodzi zawieranie I®) C I2. Réwnolegle Ein zapytal o prosty (nieodwolujacy sie do idealéw mnoz-
nikéw i twierdzen typu Skody) dowdd dla zawierania I () C I2. Pytanie Hunekego zostalo rozszerzone przez
Harbourne’a. Jego prace w tej tematyce, najpierw z Boccim [9], [10], a nastepnie z Huneke doprowadzily
do sformutowania nastepujacego problemu.

Problem 5 (zob. [24, Conjecture 4.1.1]) Niech I bedzie ideatem jednorodnym w pierscieniu wielomia-
néw. Zaldimy, ze zbior zer idealu I sklada sie z skoriczonej liczby punktow w przestrzeni rzutowej PN . Czy
zawieranie

m crr
zachodzi dla wszystkich m > Nr — (N — 1) ¢

Pierwszy, nietrywialny przypadek pojawia sie dla N = r = 2, co jest dokladnie pytaniem o zawieranie
I®) C 2. Zatem tak postawiony problem jest uogdlnieniem pytania Hunekego.

W 2013 roku Dumnicki, Szemberg i Tutaj-Gasinska przedstawili w [18] pierwszy kontrprzyktad. Niech
I bedzie idealem 12 punktéw przeciecia konfiguracji dualnej Hessego. Wtedy

1% ¢ 2.

Ideat ten jest niemal zupelnym przecieciem i, w odpowiednich wspélrzednych, jest generowany przez na-
stepujace wielomiany
I= <a:(y3 — 23, y(2® — %), 2(2® — y3)> .

Punkty ideatu I sg doktadnie punktami przeciecia konfiguracji prostych zdefiniowanych przez liniowe czyn-
niki wielomianu

Fog(z,y,2) = (2° =) (y° = 2°)(z° - 2?). (5)
To wtasnie w tym momencie konfiguracje wkraczaja na scene. Przyktad ten spowodowal pojawienie sie
nowych probleméw i rozwoj badan w wielu nowych kierunkach.

Po pierwsze, konfiguracja zdefiniowana przez czynniki wielomianu (5) nie jest zdefiniowana nad cia-
tem liczb rzeczywistych, wiec pojawilo sie pytanie, czy istnieja tego typu przykilady nad cialem liczb
rzeczywistych lub wymiernych. Harbourne i Seceleanu przedstawili liste kontrprzykladow w skonczonej
charakterystyce w pracy [26].



Pierwszy kontrprzyktad nad cialem liczb rzeczywistych zostal przedstawiony przez grupe matematykéw
z Uniwersytetu Jagiellonskiego i Uniwersytetu Pedagogicznego w Krakowie, zob. [12]. Natomiast pierwszy
kontrprzyklad nad ciatem liczb wymiernych zostal doktadnie opisany w mojej wspélnej pracy z Magdale-
na Lampa-Baczynska [Hab7]. Wszystkie kontrprzyktady, wspomniane do tej pory, sa oparte na idealach
punktéw, ktore sg punktami przeciecia zadziwiajaco symetrycznych konfiguracji prostych.

Konfiguracja zdefiniowana przez (5) nazywana jest dualng konfiguracja Hessego. Sktada sie z 9 prostych,
ktore przecinaja sie po trzy w 12 punktach, i sa to jedyne punkty przeciecia tych prostych. Na podstawie
stynnego Twierdzenia Sylvestera-Gallaiego wiemy, ze konfiguracja ta nie moze by¢ zrealizowana nad ciatem
liczb rzeczywistych. Réwniez wiadomo, ze wszystkie konfiguracje 9 zespolonych prostych z 12 potréjnymi
punktami osobliwymi sa rzutowo réwnowazne z konfiguracja zdefiniowana przez (5).

Pierwszy przyklad na niezawieranie 1(3) Z1I 2 nad cialem liczb rzeczywistych opiera sie na wprowadzonej
przez Boroczkyego konfiguracji 12 prostych, zob. Rysunek 2. Rola okregu na tym rysunku, jest wyjasniona
w podanej ponizej konstrukcji.

/

\

Rysunek 2: Konfiguracja Bordczkyego 12 prostych

Konfiguracja ta nie jest zdefiniowana nad ciatem liczb wymiernych. Doktadniej, konfiguracja
Boroczkyego w rzeczywistej plaszcezyznie afinicznej jest konstruowana w nastepujacy sposob.

Niech C bedzie okregiem jednostkowym o $rodku w zerze, tzn. C jest zbiorem zer wielomianu C(z,y) =
22 +y? — 1. Niech P(a) = (cosa,sin ) oznacza punkt na okregu C i niech L(a) bedzie prosta taczaca
punkty P(«) oraz P(m — 2a). Jesli P(a) = P(m — 2a), to L(a) definiujemy jako prosta styczna do C
w punkcie P(a).

Definicja 6 Niech n > 3 bedzie liczbg calkowitq. Konfiguracjq Bérdczkyego By, nazywamy konfiguracje
sktadajgcq sie z prostych
1 n—1
B, = {L(O),L (n27r> L< - 27r> }

Przyktady Boéroczkyego pojawily sie w kontekécie Hipotezy Diraca-Motzkina, ktéra przewiduje, ze
jesli £ = {Lu,...,Ls} jest konfiguracja s prostych w rzeczywistej, afinicznej (lub rzutowej) plaszczyznie,
nietworzaca peku, to istnieje co najmniej § punktéw, w ktérych doktadnie 2 proste z konfiguracji sig
przecinaja (tzn. punkty podwdjne). Przyklady Boroczkyego maja liczbe punktéw podwdjnych bliska temu
ograniczeniu. Hipoteza ta zostala ostatnio rozwiazana dla duzych s przez Greena and Tao [23].




4.2.1 Nowa konstrukcja pewnych deformacji konfiguracji B

We wspdlnej pracy z Magdalena Lampa-Baczynska [Hab7] zaobserwowaly$my, ze konfiguracje Boroczkyego
nie sa sztywne, to znaczy dopuszczaja pewne deformacje, ktére sa parametryzowane przez krzywa alge-
braiczna. Konstrukcja przestrzeni parametréw dla konfiguracji Bio przedstawiona ponizej jest delikatng
modyfikacja tej przedstawionej w pracy [Hab7] i dlatego tez przedstawie ja w szczegélach. Z drugiej strony,
dla ulatwienia, utrzymam oznaczenia z pracy [Hab7]. Stad punkty nie pojawiaja sie w kolejnosci alfa-
betycznej. Rysunek 3 pochodzi dokladnie z [Hab7]. Konstrukcje przestrzeni parametréw dla konfiguracji
Boroczkyego z wicksza liczba prostych sa podobne, wiec ogranicze sie tylko do 12 prostych, natomiast
wyniki sg zebrane w Propozycji 9.

Poniewaz kazde dwie proste w rzutowej plaszczyznie sa rzutowo rownowazne, mozemy zalozyé, zob.
Rysunek 3, ze punkty F, D, L oraz F maja nastepujace wspdlrzedne

F=(1:0:0, D=(0:1:0), L=(0:0:1), E=(1:1:1).
Punkty te wyznaczaja nastepujace proste
FF:y—2=0 DE:x—2=0, EL:xz—y=0.

Dane te (to znaczy 4 punkty i 3 proste) sa danymi wej$ciowymi konstrukcji. Natomiast nie wystarczaja do
jej dokoniczenia. Koniecznym jest wybranie dodatkowego punktu

A=(a:a:b)

na prostej EL, réznego od punktu F i L, tzn. przy zalozeniu a # b i a # 0. Wybdr (a : b) pozwala
na dokonczenie konstrukcji. Kluczowa wtasnoscig tej konfiguracji jest fakt, ze dziedziczy ona wszystkie
wtasnoéci kombinatoryczne Bia dla dowolnych wartoéci (a : b) € P\ {(0: 1),(1:1),(1 : 0)}. Konstrukcja
polega teraz na wyznaczaniu prostych przez dane punkty i punktéw przecie¢ danych prostych. Postepujac
w ten sposdéb mozemy dokonczyé konstrukcje.

Na przyktad, w pierwszym kroku procedury otrzymamy proste

AF : by—az=0,
AD : br—az=0.

Nastepnie wyznaczamy punkty przeciecia

J=AFNED = (b:a:b),
K=ADNEF = (a:b:b),

ktére, w szczegdlnosci narzucaja warunek b # 0.

Kontynuujac, wyznaczamy proste JL, KL, punkty H,I, P, N, proste FI, DH, punkty C,G, B,0, M,
proste GN, CP, oraz punkty @, R, S. W ten sposéb otrzymujemy wszystkie punkty konfiguracji Bis. Do-
dajac prosta MO, mamy réwniez wszystkie proste. W ten sposéb otrzymujemy pelna konfiguracje, ale
musimy pokazaé, ze wszystkie wymagane incydencje zachodza. Dokladniej, poniewaz punkty sa definio-
wane jako punkty przeciecia dwoch prostych, nalezy udowodnié, ze leza one na odpowiedniej, dodatkowej
prostej. Zatem musimy pokazaé, ze:

BeFEL SeFEL Qe MO, Re MO.

W pracy [Hab7] pokazaly$my, uzywajac Twierdzenia Pappusa, ze powyzsze incydencje zachodza bez do-
datkowych ograniczen na wartosci a oraz b.



Rysunek 3: Deformacja konfiguracji By

Wspodlrzedne pozostalych punktéw w konfiguracji podajemy celem przedstawienia pelnego obrazu:

H = (b:a:a), I = (a:b:a),

P = (a?:ab:0b?), N = (ab:a®:b?),

C = (a®:b*:ab), G = (b:d%:ab),

B = (b:b:a), O = (b?:ab:a?),

M = (ab:b%:d?), Q = (B +ab—a®:a?:d?),
R = (a?:0+ab—a%:a?), S = (a®:a%:b*+ab—a?)

Whniosek 7 (zob. [Hab7, Theorem A|]) Deformacje konfiguracji Bia sq parametryzowane przez prostq
rzutowqg P, Punkty (1:1), (0:1) i (1:0) odpowiadajg konfiguracjom zdegenerowanym, w ktérych proste
lub punkty pokrywajq sie.

Jako konsekwencje otrzymujemy nastepujace Twierdzenie.

Twierdzenie 8 (zob. [Hab7, Theorem A]) Istnieje konfiguracja 12 prostych zdefiniowana nad Q z 19
punktami potréjnymi i 9 punktami podwdjnymi (analogicznie jak w konfiguracji Bordczkyego).

Istotnie, wystarczy wzia¢ wymierne wartosci parametréw (a : b), rézne od przypadkéw wymienionych we
Wniosku 7. Ideat I, 19 punktéw potréjnych, spelnia nastepujaca wiasnosé

10 ¢ 2

Analogicznie, jak w wiekszosci przykladéw niezawierania, elementem zawartym w 1) i nienalezacym do
I? jest iloczyn réwnan wszystkich prostych nalezacych do konfiguracji.

Wynik przedstawiony w [Hab7] byl motywacja do dalszych badan (tzn. badan nad konfiguracjami
Boroczkyego z wieksza liczba prostych), zob. [20, 21]. Dokladne réwnania przestrzeni parametréw zostaly
wyznaczone dla konfiguracji Boréezkyego 13, 14, 15, 16, 18 i 24 prostych.

Propozycja 9 Niech C, bedzie przestrzenig parametrow konfiguracji B,. Wtedy Cio = P'. Dla n €
{13,14,15,16, 18,24} przestrzeniami parametrow sq¢ krzywe w P(a : b) x Pl(c : d) dane nastepujgcymi
rownaniams



n | réwnanie genus
13 | a*d? — a3bed 4 a®b*cd — a?b?d? + b c? — 2abded + 2ab3d? — bied = 0 2
14 | 2ab?d? — 3a2bd? + a®d? + ab3ed — b3 =0
15 | a*ed — a?b?c? — aBbd? + a?b?cd — ab>c + b 2 =0
16 | a*c®d — 2a®bed? — 202022 d + a?b%ed? + 2ab3c®d — b*e® + a2b2d® + 2b%c2d — 2bed?® = 0
18 | ab3c® — aPbc2d3 + a*b?c3d? — 6a2b3crd + a2btc® + abd® + a*b22d® + 1203633 d? — 4a2bictd —
5a°bd® + Ta*b2ed* — 2243032 d% + 11a2b*3d? — ab®ctd + 6a*b2d® — a®b3ed* + 3a2b*c2d® —
4ab®c3d? + bSctd — 4aPb3d® + 4a’bred* — ab®ccd? =0
24 | a®3d+a"bA3d+a’h?ct —6a"bAd? +3a502 B d—6a%b2c2d? —2aPb3 3 d+10a5b% cd3 — 6a°b3 2d? — 5
2a*b*c3d — abh2d* + 12a°b3¢d? + 3a*brc2d? — 2aPb°cPd — 6a°b3d* + 3a*bred® + 6a*b°2d? —
a2b8¢3d—3a*b d* — 1363 ed® +9a2b82d? — ab” Bd+ 4a3bPd* — 124268 cd® + 6ab” 2d? — b33 d+
5a2b%d* — 3ab”ed® + 2ab7d* — b8ed® = 0

N N = =

Tabela 1: Réwnania przestrzeni parametréw dla konfiguracji B,,.

Genus w Tabeli 1 oznacza geometryczny genus normalizacyi.

Wszystkie krzywe przedstawione w Propozycji 9 maja skoniczong liczbe punktéw wymiernych, ktére odpo-
wiadaja degeneracjom, gdzie proste lub punkty sie pokrywaja. Zadziwiajagcym wnioskiem jest fakt, ze Bio
wydaje sie by¢ jedynym przypadkiem konfiguracji Boroczkyego, ktéry ma wymierng realizacje.

Jakub Kabat w swojej rozprawie doktorskiej, obronionej w 2020 roku, sprawdzil, ze konfiguracje
Boroczkyego z liczbg prostych mniejsza niz 12 nie prowadzg do kontrprzyktadu na zawieranie.

Warto wspomnieé, ze pierwszy rzeczywisty symplicjalny kontrprzykitad na zawieranie, pochodzacy od
konfiguracji 25 prostych, opisaliSmy wspdlnie z Grzegorzem Malara w pracy [31]. Rysunek 4 przedstawia
te konfiguracje. Inny przyktad tego typu zostal opisany ostatnio przez Janasza, Lampe-Baczynska i Malare

o . )

e T~

/ \

Rysunek 4: Symplicjalna konfiguracja 25 prostych (prosta w nieskonczonosci jest niewidoczna)

10



4.2.2 Problem zawierania dla liniowych podprzestrzeni

Twierdzenie 4 moze by¢ sformutowane w sposéb bardziej precyzyjny. Przypomnijmy, ze bight(I) ozna-
cza maksimum z wysokoéci idealéw pierwszych stowarzyszonych z idealem I, tzn. geometrycznie jest to
maksymalny kowymiar sktadowych zanurzonych ideatu 1.

Twierdzenie 10 Niech I C Klzy,...,znN]| bedzie dowolnym ideatem jednorodnych. Wtedy
7(m) cr
zachodzi dla wszystkich m > h -r, gdzie h = bight([).

Zatem, na przyklad dla ideatéw krzywych w P3 numerologia jest taka sama jak dla ideatéw punktéow w P2
W pracy [Hab5] wspélnej z Malarg skonstruowaliémy taka konfiguracje prostych w P3, ze dla jej ideatu I nie
zachodzi zawieranie I3 C I2. Konfiguracja ta jest pewnym uogélnieniem konfiguracji Fermata prostych w
P2.

Definicja 11 (Konfiguracja Fermata prostych) Konfiguracig Fermata prostych Fy w P? nazywamy
konfiguracje prostych zdefiniowanych przez liniowe czynniki wielomianu:

Fyn(a,y,2) = (2" —y")(a" = 2")(y" — 2").

Zauwazmy, ze konfiguracja F¥ jest nazywana réwniez A3(n) przez Orlika-Terao [37, Example 6.29 i strona
247].

Konfiguracje Fermata prostych sg bardzo waznymi przykladami rozwazanymi w kontekscie problemu
zawierania. Zauwazmy, ze dla n = 3, otrzymujemy dokladnie konfiguracje (5) studiowana przez Dumnic-
kiego, Szemberga i Tutaj-Gasinska. Harbourne i Seceleanu w pracy [26, Proposition 2.1] udowodnili, ze dla
dowolnego n > 3 ideal I punktéw osobliwych konfiguracji F5 nie spelnia zawierania ®) c 12

Podczas warsztatéow Ordinary and Symbolic Powers of Ideals, ktére odbywatly sie w Miedzynarodowym
Centrum Badawczym w Oaxaca w 2017 roku, zaproponowalam prace nad nastepujacym uogdlnieniem:
rozwazmy konfiguracje ptaszczyzn w P? zdefiniowanych przez znikanie wielomianu

Fyn(a,y,2,0) = (2" — ") (@ — ") (@" - w") (" — 2" (" — o) (" — w).

Konfiguracja ta zawiera 6n plaszczyzn, ktore przecinaja sie wzdtuz 3n? prostych podwéjnych, 4n? prostych
potréjnych i 6 dodatkowych prostych (krawedzi czworo$cianu), ktére maja krotno$é n. Poniewaz interesuje
nas trzecia potega symboliczna ideatu, bierzemy pod uwage tylko te proste, ktére maja krotno$é co najmniej
3.

Definicja 12 (Zawezona konfiguracja Fermata prostych [Hab5, Definition 3.1]) ZawezZong kon-
figuraciq Fermata RF5(1) prostych w P? nazywamy zbiér wszystkich prostych, zdefiniowanych przez
konfiguracje Fermata plaszczyzn, ktorych krotnosé jest réwna co najmniej 3.

Uogélnienie to doprowadzilo do pierwszej (i jak do tej pory jedynej) serii kontrprzykladéw dla krzywych
w P3. Dokladniej, naszym gléwnym wynikiem z pracy [Habb] jest

Twierdzenie 13 (Proste w P2, [Hab5, Theorem 4.3]) Niech n > 3 bedzie liczbg naturalng oraz I =
I(RF%(1)) ideatem prostych z zawezonej konfiguracji Fermata RF%(1) prostych w P3. Wtedy nie zachodzi
zawieranie

18 c 12,

Gléwna idea dowodu jest nastepujaca. Po pierwsze zauwazmy, ze wielomian F3 ,(z,y, z, w) nalezy do I ®),
poniewaz znika do rzedu > 3 wzdluz wszystkich prostych konfiguracji. Wiekszym problemem jest pokazanie,
ze wielomian ten nie nalezy do drugiej potegi zwyklej ideatu I. Wynika to w znacznej mierze z tego, ze
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konfiguracja ta jest symetryczna, co widoczne jest réwniez w symetrii generatoréw ideatu I, ktére mozna
wybraé nastepujaco

g1 = (" —y"M)(z" —wM)zxy, go= (2" —y")(z" —w")zw,
gs = (2" = 2")(y" —w")xz, g4 = (z" —2")(y"
Wtedy I? jest generowany przez jednomiany stopnia 2 od wielomianéw g;. Zatézmy dla dowodu nie wprost,
ze
Fsn= > hijgygj (6)
1<i<;j<6
Biorac ré6wno$é (6) modulo (x), otrzymujemy

_ynznwn(yn _ Zn)(yn _ wn)(zn _ wn) _ y2nz2w2(zn - wn)2ﬁ2 9

+ 22202 (y" — w”)2E4,4
+ w2 22 (y" — z")256,6

+ " T L2 (y — w™) (2" — wn)EQA
+ g T2 (" — 2 (2" — w")ﬁgﬁ
+ 2L T2y — 2 (" — w”)ﬁ4,6,

(7)

gdzie przez f oznaczamy klase wielomianu f € K[z, y, z,w] modulo (z).
Poréwnujac wspétezynniki przy jednomianie 43" 22"w™ po obu stronach (7) otrzymujemy, ze wspotczyn-
nik przy tym jednomianie wystepujacym w wielomianie h4 4 jest rowny —1.
Biorac teraz réwnoéé (6) modulo (z) otrzymujemy
7xnynwn(xn o yn)(xn . wn)(yn o wn) — w2nx2y2(xn . yn)2fll,l
+ x2ny2w2(yn _ ’an)Q/]”\L4’4
+ y2nw2 2(.%'” B wn)23575
N xn+1wn+1y2<mn o yn)(yn i wn)?llA
B yn+1wn+1x2($n _ yn)(l,n I wn)’ﬁl .

)

~

+ mn+1yn+1w2(xn _ wn)(yn _ wn)h45‘

| ®)

Przez f oznaczamy klase wielomianu f € K[z, y, z,w] modulo ().

Poréwnujac wspétczynnik w (8) przy tym samym jednomianie, otrzymujemy, ze w wielomianie hy4 4 jest
on réwny 1, co jest sprzeczne z wcze$niejszym rachunkiem.

Naturalnym wydaje sie rozwazanie tego problemu dla dowolnego N. Niech

Fnn(zo,...,zN) = H (xf — x?”)
0<i<j<N

oraz niech Fy; bedzie konfiguracja hiperptaszczyzn w PN zdefiniowanych przez liniowe czynniki F N,n- Roz-
wazmy szkielet F% (N —2) kowymiaru 2 tej konfiguracji, tzn. zbiér liniowych podprzestrzeni PV kowymiaru
2 wycigtych przez hiperplaszczyzny konfiguracji Fy,. Wezmy teraz te liniowe podprzestrzenie kowymiaru
2, gdzie przecinaja sie przynajmniej 3 sposrdéd hiperptaszczyzn. Podobnie jak w Definicji 12 oznaczamy
przez RF 3 (N — 2), zawezona konfiguracje liniowych podprzestrzeni kowymiaru 2 (zob. [Hab6], section 3).
Nastepny wynik otrzymany wspolnie z Grzegorzem Malarg, uogdlnia wynik Harbourne’a-Seceleanu i nasze
Twierdzenie 13.
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Twierdzenie 14 (Podprzestrzenie kowymiaru 2, [Hab6, Theorem 1]) Niech I bedzie idealem zde-
finiowanym przez RFR (N — 2). Wtedy
10 ¢ 12

Podobnie jak poprzednio, elementem nalezacym do I, ktéry nie nalezy do I2, jest wielomian Fnp.
Dowéd w tym przypadku jest bardziej skomplikowany niz w przypadku N = 3. Kluczowa obserwacja jest
to, ze konfiguracje RF ¥ (N — 2) mozna podzieli¢ na (/N + 1) stozkéw, ktorych wierzchotki sa w punktach
fundamentalnych PV, Zatem ideat I jest przecieciem (N + 1) idealéw, ktérych struktura jest znacznie
prostsza. Z drugiej strony wprowadzamy w pracy specjalny nawias, utatwiajacy zapis, ktéry posiada szereg

uzytecznych wlasnosci:
(i) .. x| = H(x?p — :ch)

p<q
Stad, w szczegdblnoscei,
FN,n = [.%'0 . .xN].
Przyjmijmy, ze zapis [zy, ... T;; ... ;] oznacza [zi, ... 24, i, - - - Ty, ). Nastepny Lemat przedstawia wia-

snosci nawiasu udowodnione w [Hab6].

Lemat 15 ([Hab6, Lemma 1, Lemma 2, Lemma 3, Lemma 4]) Niech 2 < k < N bedzie liczbg na-
turalng. Wtedy

o [xio e xikilxik] = [xio ce l‘ikil] H?;& [xijxik],

o [Tiy... T ] = Z?ZO(—I)j+km” ﬁx&[mm .. fz\]xzk],

70 5

o dla kazdego u € {0,..., N} zachodzi rowno$é

k
[Tiy ... x| = Z[xlo T Ty T,
j=0
e dla dowolnych zmiennych pomocniczych yi, ...,y mamy
k .
[xo...xE] = Z(fl)j [xo...7j ... xk][xju1] - .. [Ty
j=0

Lemat 15 utatwia zapis i pozwala na obliczenia zwiazane z generatorami ideatu I.

Propozycja 16 ([Hab6, Proposition 1]|) Przyjmijmy oznaczenia jok w Twierdzeniu 14 dla liczb natu-
ralnych N > 2 in > 3.
a) Jesli N = 2M jest liczbg parzystq oraz A = {i1,...,ip} jest podzbiorem M elementow ze zbioru
{0,1,..., N}, natomiast B = {jo,...,jm} zbiorem dopelniajgcym, to ideal I jest generowany przez wszyst-
kie wielomiany postaci

A = Tiy oo Tipy [Tiy - Tigg) [T - - T

b) Jesli N = 2M + 1 jest liczbg nieparzystq oraz A = {ig,...,in} jest podzbiorem M + 1 elementdw
zbioru {0,1,..., N}, natomiast B = {jo,...,jm} zbiorem dopelniajgcym, to ideal I jest generowany przez
wszystkie wielomiany postact

gA = 331'0 . l‘iM [ﬂjio . l‘iMHl‘jO .. .SCjM].

Propozycja 16 pozwala, po zmudnych rachunkach z wykorzystaniem wtasnosci z Lematu 15, na przepro-
wadzenie dowodu Twierdzenia 14. Szczegdly sa przedstawione w pracy [Hab6].
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4.3 Istnienie niespodziewanych hiperpowierzchni

Fundamentalnym obiektem badan geometrii algebraicznej sa systemy liniowe dywizoréw. Podstawowym
pytaniem zwiazanym z systemami liniowymi jest okreSlenie ich wymiaréw. Zawezmy rozwazania do syste-
moéw liniowych hiperplaszczyzn ze skonczonym zbiorem punktéow bazowych ustalonej krotnosci. Zazwyczaj
interesuja nas warunki zadawane przez punkty ogélne na systemy liniowe, ktére moga byé¢ definiowane
przez symetryczne uklady punktéw. Pytanie, jakie sie nasuwa, mozemy sformutowaé nastepujaco.

Problem 17 Dia danego systemu lintowego W hiperpowierzchni w przestrzeni rzutowej ¢ skonczonej liczby
punktow ogolnych z ustalonymi krotnosciami, wyznaczyé wymiar podsystemu W ztozZonego z tych elementow
W, ktore przez ustalone punkty przechodzq co najmniej z ustalong krotnosciq.

Ten, elementarny w swojej wypowiedzi, problem byl rozwazany, w tej lub innej formie od wielu lat. Mo-
zemy go znalez¢ w pracach Etienne Bézouta z XVII wieku. W XIX wieku pojawial si¢ w pracach Juliusa
Pliickera, Luigiego Cremony, Maxa Noethera, Eugenio Bertiniego, Corrado Segre i innych. Wazny wktad w
badania nad tym problemem w XX wieku mieli Guido Castelnuovo, Federigo Enriques, Francesco Severi,
Alessandro Terracini, Benjamin Segre, Andre Hirschowitz, Brian Harbourne, Robert Lazarsfeld, Ciro Ci-
liberto i mnoéstwo innych matematykéow. Motywacja do badan w tym zakresie pochodzi z réznych dzialéw
matematyki, zob. np. [34], a odpowiedZ moze znalez¢é zastosowanie w jeszcze innych dzialach, zob. np. [32].

Problem 17 jest, w takim ogdélnym sformutowaniu, jak do tej pory, nierozwiazany. Oczywiscie jest
mnoéstwo bardziej szczegdtowych pytan i hipotez, ktore pozostaja nierozwiazane od wielu lat. Przypomnijmy
jedna z nich, za Nagata [34].

Hipoteza 18 (Nagata, 1959) Niech Pi,..., Py bedzie zbiorem s > 10 punktéw ogélnych w P2. Niech C
bedzie krzywq stopnia d przechodzgcq przez wszystkie punkty z krotnoscig co najmniej m. Wtedy

d > my/s.

Hipoteza Nagaty zaklada w szczegdlnodci, ze system liniowy krzywych plaskich stopnia d znikajacych do
rzedu co najmniej m w s ogélnych punktach w P? jest pusty dla d < m+/s. Jesli s nie jest kwadratem liczby
naturalnej, to nie wiadomo, czy tak rzeczywiscie jest.

Jedli krotnosci punktow sa mate, wtedy mozemy powiedzie¢ wiecej o zadanym przez nie systemie. Na
przyktad, niech Z = {Py,..., P,} bedzie zbiorem punktéw ogélnych w PY. Wtedy

h? (PN, Opn (d) ® I(Z)) = max {O, (d }N> - s} .

Innymi stowy, punkty ogdlne z krotnoécia 1 zawsze zadaja niezalezne warunki na formy dowolnego stopnia
d w przestrzeni rzutowej dowolnego wymiaru N.

Podobny wynik, dla punktéw krotnoéci 2 zostal wykazany przez Alexandra i Hirschowitza. Ich rezultat,
nawiasem moéwiac, poprzedzony byl dwudziestoletnia praca.

Twierdzenie 19 (Alexander, Hirschowitz) Niech Z bedzie zbiorem s punktow PV . Wtedy

1 (BY, Opn(d) @ 1(2)®) = max {o, (N; d) _s(N + 1)} ,

poza nastepujgcymi przypadkams
o d=22<s<N;
o N=2d=4,5s=05;
e N=3d=4,5=09;
o N=4,d=4,s=14;
e N=4,d=3s=T.
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Jezeli chodzi o punkty z krotnoécia 3 i wiecej, to nie ma nawet sformutowanej hipotezy. Idac w troche innym
kierunku, zauwazmy, ze pojedynczy ogdlny punkt zadaje niezalezne warunki bez wzgledu na krotnosé¢:

h (PN’ Opn (d) ® I(P)(m)) = max {0, (N; d) - (N +]7\771 - 1) } ‘

Okotlo 2013 roku Di Gennaro, Ilardi i Valles [14] odkryli zadziwiajacy fakt, ze powyzsze stwierdzenie moze
nie zachodzi¢ dla niezupelnego systemu liniowego. Niech W C |Opn(d)| bedzie podsystemem liniowym
hiperpowierzchni stopnia d. Wtedy moze sie¢ zdarzy¢, ze

Nam—1
dimyW®I(P)m|>max{dimW—< +;\7 >,—1}. 9)

Pierwszy przyklad tego typu zostal skonstruowany nastepujaco. Niech Z bedzie zbiorem punktéw:

P=(1:0:0), P=(0:1:0), P3=(0:0:1),
P,=(1:1:0), P;=(1:-1:0), Ps=(1:0:1), (10)
P;=(1:0:-1), Ps=(0:1:1), Py=(0:1:-1)

w P2 i niech W = |H® (P?, Op2(4) @ I(Z)) |. Latwo sprawdzié, ze dim W = 5. Zatem, jesli N =2 im =3
prawa strona (9) jest réwna —1, czyli nie spodziewamy sie, ze istnieje krzywa stopnia 4 znikajaca w Z
i znikajaca do rzedu 3 w punkcie ogélnym P = (a : b : ¢). Okazuje sie jednak, ze taka krzywa istnieje! Jej
istnienie zostalo udowodnione w [14]. Natomiast w pracy [Hab2] podaliémy jej dokladne réwnanie

fe(z:y:2) =3a(? — ) - 22yz + 3b(c? — a?) - xy?z + 3c(a® — V?) - zy2?

11
+ad Pz —ad a0 e+ BBy — 3 (1)

Rysunek 5 przedstawia ta krzywa. Punkty oznaczone kropkami sa dokladnie punktami z (10).

Rysunek 5: Wizualizacja niespodziewanej krzywej stopnia 4

Cook II, Harbourne, Migliore i Nagel odkryli w [11], ze powyzszy przyklad jest tylko manifestacja
znacznie ogdlniejszego zjawiska. Ich przelomowa praca [11] otworzyla drzwi do intrygujacej nowej teorii.
W tej czesci przedstawie swoj wklad w jej rozwdj.

Autorzy pracy [11] wprowadzili okreSlenie niespodziewanej hiperpowierzchni, zaczne wiec od przypo-
mnienia jej definicji.
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Definicja 20 (Niespodziewana hiperpowierzchnia) Niech W C |H° (]P’N , O[pN(d)) | bedzie systemem

liniowym i niech P € PN bedzie punktem ogdlnym. Mowimy, Ze dla liczby naturalnej m > 1 system W
zawiera niespodziewang hiperpowierzchnie, jesli

dim(W ® I(P)™) > max {dimW - (N +]7\7; N 1) : —1} .

Warto zauwazy¢, ze jesli m = 1, to wtedy nie istnieja niespodziewane hiperpowierzchnie.

W dalszej czesci skoncentrujemy sie na systemach liniowych z punktami bazowymi, W =
|H° (PN ,Opn (d) @ T (Z)) |, analogicznie jak w pierwszym przykladzie opisanym powyzej. Zatem ist-
nienie niespodziewanych hiperpowierzchni moze by¢ postrzegane jako wlasnosé zbioru Z.

Definicja 21 (Zbiory punktéw dopuszczajace niespodziewane hiperpowierzchnie) Niech
Z C PN bedzie niepustym, skoticzonym zbiorem punktéw w PN . Méwimy, e Z dopuszcza niespodziewang
hiperpowierzchnie stopnia d z krotnoscig m, jesli dla ogdlnego punktu P € PN mamy

B0 (PN, Opn (d) ® 1(Z) @ I(P)™) > max {0, B0 (PN, Opn (d) © 1(2)) — (N +§L - 1> } . (12)
Warto tutaj podkresli¢, ze nie ma znaczenia, czy sam zbiér Z zadaje niezalezne warunki na formy stopnia
d, czy nie. Latwo zauwazy¢, ze zawsze istnieje podzbiér Z/ C Z, ktéry sklada sie z punktéw, ktore zadaja
niezalezne warunki. Zazwyczaj taki podzbior nie jest wyznaczony jednoznacznie.

Istnieje wiele naturalnych uogdlnien Definicji 21. Po pierwsze, nie musimy ograniczaé sie tylko do
punktéw bazowych. Mozna zalozyé, ze Z jest dowolnym podschematem PV i przeformutowaé warunek (12)
dla Z bedacego schematem. Pewne wyniki w tym kierunku pojawily sie w przypadku, gdy Z jest zbiorem
og6lnych prostych, zob. [8], [17].

Inny kierunek, przedstawiony w mojej pracy [Habl], dopuszcza wieksza liczbe ogdlnych punktéw z usta-
lonymi krotnosciami.

Definicja 21’ Niech Z C PN bedzie niepustym, skoticzonym zbiorem punktéw w PN . Méwimy, ze Z do-
puszcza niespodziewang hiperpowierzchnie stopnia d z krotnosciami my, ..., m,, jesli dla ogélnych punktow
Pi,...,P. € PN mamy

W0 (PN, Opn (d) @ 1(Z) @ I(P)™ ... @ I(P,)™)

>maX{O,hO(PN,OPN(d)@)[(Z)) _ <N+xll> o <N+zr1>}.

Uwaga 22 Od tej pory zawezamy sie do przypadkow, gdzie prawa strona nieréwnosci w Definicjach 21
1 217 jest rowna 0. W tych przypadkach bedziemy nazywaé niespodziewanymi wszystkie hiperpowierzchnie
zdefiniowane przez sekcje globalne snopow z lewych stron nierowno$ci w tych Definicjach. Zazwyczaj jest
tylko jedna taka hiperpowierzchnia.

4.3.1 Punkty dualne do prostych konfiguracji Fermata

W pracy [Hab4] zauwazytam, ze punkty w (10) sa dualne do prostych z konfiguracji w P? okreslonej przez
liniowe czynniki wielomianu

Frp9 = zyz(z® — y°)(a® — 2%)(y° — 2°),

gdzie oznaczenie jest zaczerpniete z [Hab4, Example 3.5]. Sekcja 4 w [Hab4]| uogélnia ten przykltad w
nastepujacy sposob.

16



Twierdzenie 23 ([Hab4, Theorem 4.4, Theorem 4.5, Theorem 4.6]) Niech Z bedzie zbiorem
punktéow dualnych do konfiguracji zdefiniowanych przez wielomiany

o Fhg1=ay(z® —y?) (2 - 2*)(y* — 2%), n =3,
o Fhyo=ua(x* —yt)(a* — 2N (y* — 2%), n =4,
o Fh, = (2" —y")(a" —2")(y" — 2"), n = 5.

Wtedy Z dopuszcza niespodziewang krzywq stopnia n + 2 z krotnoscig m =n + 1.

Dla n > 5 teza zostala udowodniona w [11, Theorem 6.12]. Natomiast przypadki n = 3 i n = 4 sa nowe.
W pracy [Hab4] (zob. dowéd Twierdzenia 4.6) podalam réwniez réwnania tych niespodziewanych krzywych,
ktére uogdlniaja réwnianie (11):

fpn(z:y:z)=u1ayz (n+1)( (B + (—1)"+ )z

+ b(an + (_1)n+lcn)yn—1 + C(an + (_1)n+1bn)zn—1>

141
+ an—&-le + bn—l—le + Cn+1GZ,

-2
+ nz:(_l)iﬂ (” + 1) (anfibz#lxiynfifl R O e bnici+1yizni1)‘|

gdzie
Ge =yz(y" — (=2)"), Gy = z2(z" — (=2)"), G- = 2y(@" — (—y)"),

4.3.2 Punkty osobliwe konfiguracji Fermata hiperptaszczyzn

Jak juz bylo wspomniane, ideal I = I(Z) zbioru punktéw przeciecia prostych zdefiniowanych w (5) dostar-
czyl pierwszego kontrprzykladu, dla ktérego zachodzi I3 ¢ I2. Zbiér Z dopuszcza réwniez niespodziewang
krzywa stopnia 5 z krotnoscia 4. Obserwacja ta uogélnia sie (zob. [Habl, Theorem 5]) na wszystkie n > 3.
W pracy [Habl] podalam réwniez réwnania niespodziewanych krzywych dla kazdego n > 3.

Twierdzenie 24 (Niespodziewane krzywe z punktem krotnosci 4, [Habl, Theorem 5]) Niech
Z bedzie uktadem punktow w P2, ktére sq punktami przeciecia prostych zdefiniowanych przez liniowe
czynniki wielomianu Fa,, dla m > 3. Niech P = (a : b : ¢) bedzie punktem ogdlnym w P2. Zdefiniujmy

nastepugjgce liczby:
n 1 n—1 n+1
u = — v = w = .
2 ’ 2 ) 2

Qp(x:y:z) = —coy((ub™+vc")(2" —x™) + (ua" + vc™)(y
—bxz((ua™ + vb™)(y" — 2™) + (uc™ + vb"™)(x
—ayz((ub™ +va™)(z" — 2™) + (uc™ + va™)(z"™ —
+wa" hex? (y" — 2") + wab™ey? (2" — 2™)
+wabc" 122 (2" — y")

Wtedy wielomian

—2"))

—y))

n
n
n

definiuje niespodziewang krzywq stopnia n + 2 z krotno$cig 4 w punkcie P.

Twierdzenie 24 uwypukla zadziwiajaca wlasnoéé¢ tych przyktadéw. Mianowicie krotnosé punktu ogdélnego
pozostaje caly czas stata, podczas gdy stopien niespodziewanej krzywej ro$nie wraz ze wzrostem n. War-
to wspomnieé, ze w pracy [11] autorzy zajmowali si¢ tylko niespodziewanymi krzywymi stopnia o jeden
wiekszego niz krotno$é punktu, jak to mialo miejsce w pierwszym przykladzie w [14].
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W pracy [11] autorzy rozpatrywali tylko niespodziewane krzywe w P2. Natomiast pierwszy przyklad
niespodziewanej hiperpowierzchni wyzszego wymiaru pochodzi z pracy [Hab2]. Konstrukcja ta jest oparta
na punktach przecigcia ptaszczyzn zdefiniowanych przez liniowe czynniki wielomianu Fj33. Dokladniej,
rozwazmy zbiér Z punktéw, ktére leza na co najmniej 6 plaszczyznach z konfiguracji. Tych punktow jest
doktadnie 31, 4 punkty fundamentalne i 27, ktore tworza zupelne przeciecie

I(Z) = (2° =y, y° = 2%, 2% —w®) N (2,9, 2) N (z,y,w) N (2, 2,w) N (y, 2, w).

Ideal I(Z) jest idealem dwumianowym, a jego generatory sa, w pewien sposéb, symetryczne ze wzgledu
na wystepujace w nich zmienne.

Lemat 25 ([Hab2, Lemma 1)) Ideal 1(Z) jest generowany przez 8 dwumiandw stopnia 4:
2(y’ —2°), 2(2° —w?), y(a® = 2%), y(=® —w?),
2(2° —y?), 2(y° —w?), w(z® —y?), wy® - 27).

Forma tych generator6w ma istotny wplyw na dowéd gléwnego wyniku z pracy [Hab2].

Twierdzenie 26 (Niespodziewana powierzchnia stopnia 4 w P?, [Hab2, Theorem 1]) Zbiér Z
zdefiniowany powyiej dopuszcza niespodziewanq powierzchnie Sp stopnia 4 z osobliwo$cig krotnosci 3
w punkcie ogélnym P = (a : b: c:d). Powierzchnia Sp jest zbiorem zer wielomianu

f=f(z:y:z:w),(a:bic:d) =0*(c* —d) - 2’y + a*(d® — ) -2y’ + A(&® — %) - 2°2
+ad -8+ a2 (VP — d3) 22+ 03(dP - ad) - y2d
+d2(0® = &) - Bdw+ (3 - ) - P+ dP(a® - bP) - PBw
+a2(® = b3) - zw® + 0?(a® — 3) - yw? + A0 — a®) - zwd.

f o= = =) a(y )+ () a(y — )
+b%(c? —a?) - y(23 — w3) — b3 (3 — d3) - y(23 — 23 13
—02(d3 o b3) . Z(w3 _ $3) 4 C2(d3 - a3) Z(w3 o y3) ( )
+d%(a® — &3) - w(2® — y3) — d*(a® - b?) - w(zd — 23)

Dowdd tego Twierdzenia mozna znalezé réwniez w pracy [Habl, Theorem 7).

4.3.3 Niespodziewane hiperpowierzchnie z kilkoma ogdélnymi punktami wielokrotnymi

W pracy [Habl] rozwazam wyzej wymiarowe uogélnienie konstrukeji opisanej w sekcji 4.3.2. Badania te
byly zainspirowane pytaniem, czy istnieja zbiory Z jak w Definicji 21’ dla r > 2. Gléwnym wynikiem pracy
[Habl] jest pozytywna odpowiedZ na to pytanie.

Przechodzac do szczegbéléw, niech Zy bedzie zbiorem punktéw w PV, ktéry jest suma zupelnego prze-

ciecia zdefiniowanego przez ideat

3 3 .3 3 3 3
(xﬂ_xlaxO_x27'--7xO_xN>

oraz (N + 1) punktéw fundamentalnych.
Nastepny Lemat jest uogélnieniem Lematu 25.

Lemat 27 ([Habl, Lemma 6]) Ideal I(Zy) jest generowany w stopniu 4 przez wielomiany
zi(wiyy — )

dlaie€{0,...,N} oraz j € {0,...,N}\ {i,i + 1}.
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Narzucenie warunkéw znikania na elementach [I(Zy)]4 prowadzi do pierwszego przyktadu niespodziewane;
hiperpowierzchni z dwoma ogdlnymi punktami wielokrotnymi.

Twierdzenie 28 ([Habl, Theorem 10]) Zbiér Zy, zdefiniowany powyzej dla N = 5, dopuszcza w P°
niespodziewang hiperpowierzchnie stopnia 4 z krotnoscig 3 w punkcie ogdlnym Py = (ag : ... : as) i z krot-
noscig 2 w punkcie ogdlnym Py = (bg : ... : bs).

Dowéd Twierdzenia 28 jest w pewnym stopniu geometryczny i opiera si¢ na metodzie ustozkowienia,
wprowadzonej przeze mnie i uzywanej réwniez w dowodach faktéow dotyczacych problemu zawierania.
Pomyst polega na rozwazaniu stozkéow 2;; w P° (z wierzchotkami, ktére sa 1-wymiarowymi podprze-
strzeniami liniowymi, a dokladniej prostymi L;; taczacymi dwa punkty fundamentalne E;, Ej;, gdzie
Ey = V(zo,..., %k 1,Zk41,---,25)) nad niespodziewanymi powierzchniami stopnia 4 w P3, ktérych ist-
nienie zostalo pokazane w Twierdzeniu 26. Te powierzchnie stopnia 4 sg brane wzgledem odpowiedniego
rzutowania punktu P;. Otrzymane stozki generuja liniowy system kwartyk w P5, znikajacych w punk-
cie P; do rzedu co najmniej 3. Okazuje sie, ze wystarczaja tylko stozki o wierzchotkach w prostych
Lo1, Loz, Loz, L12, L13 oraz Lo3.

Niech wj;(xo : ... : x5) bedzie réwnaniem €;;. Stad w;; zalezy tylko od zmiennych o indeksach {0, ...,5}\
{i,7} 1 wspélrzednych punktu P; z tymi samymi indeksami. Na przyktad

wor(zo : ... x5) = f((we 1 x3: 24 : w5), (a2 : ag : aq : as)),

gdzie f jest wielomianem zdefiniowanym w Twierdzeniu 26. Wtedy jednoznacznie wyznaczona niespodzie-
wana hiperpowierzchnia stopnia 4 z Twierdzenia 28 dana jest réwnaniem

LUQg(b(]' :b5)-w0,1(x0: ::U5)—w13(b0- 'b5)-w0’2(m0:...:x5)
+ wo 3(b b5) W172($0 H ) + w1 2(b b5) wo’g(l‘o R 1'5)
— Wo 2(b b5) W173($0 N )+u)0 1(b b5) w273(x0 et 1‘5).

Zauwazmy, ze wspolrzedne punktu P sa ukryte w wielomianach w; j, czyli powyzszy wielomian zalezy od
nich w istotny sposéb.

Przypuszczam, ze konstrukcja opisana w Twierdzeniu 28 w przypadku P° rozszerza sie do przestrzeni
rzutowej dowolnego nieparzystego wymiaru.

Hipoteza 29 (see [Habl, Section 5]) Dla k > 1 niech N = 2k + 1. Zbiér Zy C PN dopuszcza niespo-
dziewang hiperpowierzchnie stopnia 4 znikajace do rzedu 3 w punkcie ogdlnym Py = (ag : ... : ay) i do
rzedu 2 w punktach ogdlnych P; = (bf : ... : by) dlai=2,... k.

Hipoteza ta zostala udowodniona dla k = 1 w pracy [Hab2|, k = 2 w [Habl] oraz zweryfikowana kompute-
rowo dla k = 3 i k = 4. Ponadto, podatam hipotetyczne rownanie rekurencyjne wy dla niespodziewanych
hiperpowierzchni stopnia 4 w PV, ktére opiera sie na metodzie ustozkowienia

N+i
Za Z K(i, j) u)N z(bo 3b§v)'$i (m?iJrl mod (N+1)) _:E?j mod (N+1))>v
=0 Jj=1i+2

gdzie K(i,j) = sgn(j — i) - (—=1)77* jest funkcja znaku oraz wj\’,J;Q jest niespodziewana hiperpowierzchnia
stopnia 4 w zmiennych o, ..., zN, gdzie T;, T(j mod (N+1)) S8 pominigte.

4.3.4 BMSS dualnosé

W pracy Di Gennaro, Ilardi i Vallesa [14] istnienie niespodziewanej krzywej wynika z nieznikania pew-
nej grupy kohomologii. Autorzy nie podjeli préby wypisania jej rownania. Podobnie, badania Cooka II,
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Harbourne’a, Migliore’a oraz Nagela w [11] sa czysto teoretyczne. W pracy [Hab2] podaliSmy réwnianie
niespodziewanej krzywej (11), ktéra dopuszcza system pierwiastkowy Bs oraz niespodziewanej powierzch-
ni (13), ktéra dopuszcza zbiér punktéw osobliwych konfiguracji typu Fermata w P2, Wyniki te rzucity
dodatkowe Swiatlo na problem i otworzyly nowe mozliwosci badan. Pomyst jest bardzo prosty, réwnanie
niespodziewanej hiperpowierzchni, np. niespodziewanej krzywej stopnia 4 w (11) albo powierzchni w (13),
moze by¢ zapisane jako wielomian zmiennych, ktére odpowiadaja wspoélrzednym ogélnego punktu. Na
przyklad (11) moze byé rozpatrywane jako wielomian zmiennych (a : b : ¢). W ogdlnosci, otrzymujemy
wielomian dwujednorodny

fllag:...:an),(zo:...:2N)), (14)
gdzie P = (ag : ... : ay) jest punktem ogélnym.

Ta prosta obserwacja z pracy [Hab2] ma znacznie bardziej ogdlne konsekwencje. Po pierwsze zauwaz-
my, ze jesli f definiuje niespodziewana hiperpowierzchnie stopnia d z krotnosciag m w punkcie P, to f ma
stopienn d ze wzgledu na drugi zbiér zmiennych i stopien wiekszy lub réwny m ze wzgledu na pierwszy
zbiér zmiennych. Znaczna czesé pracy Harbourne’a, Migliore’a, Nagela i Teitlera [25], ktéra jest natural-
na kontynuacja pracy [11], jest inspirowana ta obserwacja. W szczegdlnosci autorzy wprowadzili nazwe
BMSS dualno$é (inspirowana inicjalami autoréw pracy [Hab2]). Badania w tym kierunku podsumowuje
nastepujace twierdzenie (por. [25, Theorem 4.4]).

Twierdzenie 30 Niech f(a,x) = f((ap : a1 : a2),(xo : 1 : x2)) bedzie dwujednorodnym wielomianem
dwustopnia (m,m + 1) takim, Ze

e dla punktu ogdlnego P = (ag : a1 : a2), wielomian f(P,(xo : 1 : x2)) jest zredukowany i nierozkla-
dalny oraz;

e dla ustalonego punktu P = (ag : a1 : a2), f znika do rzedu m w punkcie P (jako wielomian zmiennych
(zo:x1:x2)), a takze;

e dla ustalonego punktu Q = (x¢ : x1 : x2), f znika do rzedu m w punkcie Q (jako wielomian zmiennych
(ap : ay : a2)).
Wtedy f(a,x) opisuje stozek styczny do krzywej {f(P,z) =0} w punkcie x = P.

Nasza ostatnia praca [16] kontynuuje badania nad BMSS dualnoscia z innego punktu widzenia, to znaczy
taczy dualnoéé z pewnymi wlasnosciami odpowiedniej macierzy interpolacji.

Przykltad 31 (see [Hab2, Section 2]) W konkretnej sytuacji niespodziewanej krzywej (11) Twierdzenie
30 pozwala utozsamié zbior

{(z:y:2) €P?:3x(y® — 2%) - a®bc + 3y(2 — x?) - ab®c + 3z(2* — y?) - abc?
+ 22 e—22 b+ P acd — P e+ 2P adh— 2P ab® =0}
ze stozkiem stycznym do krzywej
{3a(b? — c2) - 22yz + 3b(c? — a?) - xy*z + 3c(a® — V?) - xy2?
+ad Pz —ad yB 0 -0+ By — By =0}

w punkcie P = (a:b:c).
Warto zauwazy¢, ze Twierdzenie 30 nie jest do konca satysfakcjonujace, poniewaz po pierwsze dziata tylko
dla krzywych, a po drugie mamy zalozenie, ze stopien krzywej i krotnos$¢ punktu ogdlnego réznig sie
o 1. Mozna przypuszczaé, ze BMSS dualnos¢ wyjaénia geometrie stozkoéw stycznych do niespodziewanych
hiperpowierzchni w punkcie ogélnym przy mniej restrykcyjnych zalozeniach. Pewne kroki w tym kierunku

zostaly podjete w pracy [16]. Dalsza dyskusje na ten temat mozna znalezé réwniez w naszej pracy [15].
Niemniej jednak, do pelnego rozwiazania problemu jest jeszcze daleko i wymaga to dalszych badan.
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4.3.5 Przestrzenie oskulujace i rozmaitosci stowarzyszone

Niespodziewane hiperpowierzchnie sg zwigzane z pewnymi wtasnosciami geometrii réozniczkowej odwzoro-
wan typu Veronese na przestrzeniach rzutowych. Zaczniemy od przypomnienia klasycznej konstrukeji.

Niech X bedzie gladka, zupelng rozmaitoscia zespolong wymiaru n i niech L bedzie wigzka liniowa na
X. Niech V = H°(X, L). Wiazka m-dzetéw wiazki L nazywamy snop koherentny

In(L) = (p)«(P3L ® Ox xx JT(A)™H1),
gdzie A C X x X jest przekatna, natomiast py, p2 sa odpowiednimi rzutowaniami

X xX

X V & X
"3")

Snop ten jest lokalnie wolny rzedu , a jego widékno w punkcie P moze by¢ utozsamiane z

In(L)p = H*(X,L ® Ox/Z(P)™*),
gdzie Z(P) jest idealem snopéw w P € X.

Definicja 32 (m-ta przestrzen oskulujaca) m-tg przestrzeniq oskulujgcg Oscgn) (X) w punkcie P € X
nazywamy urzutowienie P(ji p(V)) C P(V) obrazu odwzorowania

Jrp:V — HYX,L® Ox/Z(P)").

Oczekiwany wymiar (rzutowy) przestrzeni Oscgn)(X ) w punkcie ogélnym P € X jest réwny (”J{Im) —1.
Jesli wymiar ten, w kazdym punkcie, jest mniejszy niz (";m) — 1, to za Shifrinem [40] rozmaitos¢ X
nazgywamy hypo-oskulujgcg rzedu m. Dokladniej, réznica ta dla przestrzeni oskulujacej X jest mierzona
liczba rownan Laplace’a, spelnianych przez X.

Definicja 33 (Réwnania Laplace’a) Mowimy, Ze rzutowa rozmaitosé X C PN wymiaru n spetnia § nie-

zaleznych réwnan Laplace’a rzedu m, jesli dla ogolnego punktu P € X zachodzi nieréwnosé dim Oscgom) X <

min{("—zm) -1, N} oraz istnieje

§ = min { <" * m) - 1,N} — dim Osc\™ X.

n

Istnienie niespodziewanej hiperpowierzchni stopnia d dopuszczanej przez zbiér Z w PV jest zwigzane z ist-
nieniem przestrzeni oskulujacej wymiaru mniejszego niz oczekiwany wymiar obrazu PV poprzez wymierne
odwzorowane zdefiniowane przez system liniowy wielomianéw jednorodnych stopnia d w C[zg, ..., x| zni-
kajacych we wszystkich punktach Z.

Doktadniej, niech Z C PN bedzie zbiorem punktéw, ktére dopuszczaja niespodziewana hiperpowierzch-
nie stopnia d z krotnogcia m w punkcie ogélnym. Niech V' C H(PN, Opy (d)) bedzie podprzestrzenia sekcji
znikajacych na Z, tzn. V = HO(PY, Opy (d) ® Z(Z)). Istnieje zatem wzajemnie jednoznaczne przyporzad-
kowanie pomiedzy elementami z V' a jednorodna czescia (I(Z))q stopnia d ideatu I(Z) zbioru Z. Elementy
V zadaja odwzorowanie wymierne

Py PN - PM ,

gdzie M = dim(V') — 1. Problem ze zbiorem Z, gdzie odwzorowanie ¢y nie jest okreslone, moze by¢ tatwo
rozwiazany przez przejicie do rozdmuchania 7 : Y — PV w punktach Z. Otrzymany morfizm oznaczamy

przez oy
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Lemat 34 Niech X = gy (Y') bedzie domknieciem obrazu oy . Wtedy X spelnia co najmniej jedno réwnanie
Laplace’a rzedu (m — 1).

Mozna to tatwo uzasadnié¢ nastepujaco. Istnienie niespodziewanej hiperpowierzchni Hp stopnia d z krot-

noscia m w punkcie ogbélnym P jest réwnowazne z tym, ze wymiar oczekiwany Oscg;)( P) X jest > M.
7 drugiej strony niespodziewana hiperpowierzchnia Hp odpowiada elementowi w systemie V, a zatem

réwniez w Opum (1), wycinajacym na X dywizor Dp z krotnoscia mult;v(P) Dp > m, co pokazuje, ze

. (m)
dim OSC(ZV(P) X < M.

Powyzsze rozumowanie w zestawieniu z BSMM dualnoscig pozwala zdefiniowaé pojecie rozmaitosci
stowarzyszonej, ktére wprowadzitam w pracy [Hab3]. Sama idea jest bardzo prosta. Niech Z bedzie zbiorem
punktéw w PV, ktéry dopuszcza niespodziewang hiperpowierzchnie stopnia d z krotnoécig m w punkcie
ogblnym P = (ap : ... : ay). Niech gy, ..., gar beda generatorami ideatu [1(Z)]4. Réwnanie niespodziewanej
hiperpowierzchni (14) moze by¢ zapisane w postaci

M
F((a():...:aN),(.T()2...21:N)):Zhi(a0:...:aN)gZ‘(l’oi...Z.CEN).
=0

Definicja 35 (Rozmaito$¢ stowarzyszona, zob. [Hab3, Subsection 4.4]) Przy powyzszych zaloze-
niach, niech X bedzie obrazem odwzorowania wymiernego okreslonego przez go, ..., gy . Rozmaito$cig sto-
warzyszong X' do X nazywamy obraz odwzorowania wymiernego okreslonego przez ho, ..., hyy.

Warto sie tutaj zastanowi¢, jakie wlasnosci geometryczne wyrédzniaja rozmaitosci stowarzyszone wérodd
wszystkich wymiernych rozmaitosci lub, bardziej precyzyjnie, rzutowan rozmaitosci Veronese. W pracy
[Hab3] udowodnilam nastepuje twierdzenie.

Twierdzenie 36 (zob [Hab3], Proposition 4.12) Niech Z bedzie zbiorem punktéw w P? wyznaczonych
przez system pierwiastkowy Bs. Wtedy rozmaitosé stowarzyszona X' okreslona przez niespodziewang krzywq
stopnia 4, ktorg dopuszcza zbiér Z, jest gladkq powierzchnig stopnia 9 w P5 spelniajgcq jedno réwnanie
Laplaca rzedu 2.

W pracy [Hab3] pokazalam réwniez, ze w przypadku systemu Bs algebra Clz,y, z]/{(g0,91,.-.,95) jest
artinowska. Zatem, w szczegdlnosci, odwzorowanie wymierne okreslone przez gy, . .., gs jest morfizmem.

Wyniki te sa bardzo zaskakujace i zapoczatkowaly dalsze badania. W najnowszym preprincie [15],
pokazaliSmy nowe przyktady i pewne ciekawe witasnosci. Sadze, ze mozna wkrétce oczekiwaé wiekszej liczby
prac z tej tematyki.

4.3.6 Podsumowanie
Sekcja ta przedstawia méj najwazniejszy wklad w opisang galaZz badan.

1. Wprowadzenie i systematyczne badanie konfiguracji hiperptaszczyzn typu Fermata w przestrzeniach
rzutowych ustalonego wymiaru. Pojawiaja sie one w pracach [Habl|, [Hab2], [Hab4], [Hab5] oraz
[Hab6].

2. Potaczenie istnienia niespodziewanych hiperpowierzchni z przestrzeniami oskulujacymi wyzszych rze-
déw w [Hab3] oraz wprowadzenie rozmaitosci stowarzyszonych.
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3. Rozpoczecie systematycznych badan nad przestrzenia parametréow konfiguracji Boroczkyego w [Hab7].

Metoda algebraiczna zastosowana w tym przypadku jest uniwersalna i moze byé¢ uzyta réwniez w ba-
daniu innych typéw konfiguracji.

4. Wprowadzenie i systematyczne stosowanie ustozkowienia w perspektywie algebraicznej. Prace [Habl],

[10]

[11]

[12]

[13]
[14]

[Hab5] oraz [Hab6] pokazuja, ze metoda ta dobrze pracuje przy réznego rodzaju problemach.
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4.4 Inne wyniki

W tej czesci oméwie pokrétee wyniki, ktore nie sg czescia zaprezentowanego osiagniecia habilitacyjnego,
a ktére zostaly opublikowane po obronie pracy doktorskiej i nie sa z nia zwigzane tematycznie. Sa one
przedstawione w pewnych grupach, tak aby omdwienie to bylo zwiezte i stosunkowo kroétkie.

A. Asymptotyczne niezmienniki idealéw jednorodnych

W ostatnich latach zaobserwowano, ze spojrzenie asymptotyczne na pewne problemy w algebrze prze-
miennej i geometrii algebraicznej czesto pozwala na osiagniecie znacznie lepszych rezultatéw niz te, otrzy-
mywane dla izolowanych przypadkéw. W tym wlasnie duchu pojawily sie niezmienniki asymptotyczne
i ich badanie. Niektére z nich maja glebokie korzenie w matematyce. Na przyktad stopien inicjujacy «(I)
ideatu jednorodnego I definiujemy jako najmniejszy stopien niezerowego elementu w I. Asymptotycznym
odpowiednikiem «(7) jest stala Waldschmidta a(I), ktéra bierze pod uwage réwnoczesnie wszystkie potegi
symboliczne ideatu I

m
a(I) = inf a2

nf — (15)
Okazuje sig, ze ten niezmiennik zdefiniowany w (15) okoto 2010 roku, studiowany byt juz znacznie wezedniej
w analizie zespolonej przy wyzej wymiarowych odpowiednikach Lematu Schwarza. Doktadniej, Moreau
udowodnil, ze zachodzi nastepujaca wersja Lematu Schwarza dla zmiennych zespolonych [33, Theorem

1.1].

Twierdzenie 37 (Moreau) Niech Z C C" bedzie skoniczonym zbiorem punktéw. Dla kazdej dodatniej
liczby naturalnej m € Z, istnieje liczba rzeczywista ry(Z) taka, Ze dla kazdego R > r > r(Z) i dla kazdej
funkcji holomorficznej f znikajgcej co nagmniej do rzedu m w kazdym punkcie Z mamy

Z)

2e"/ 2y ol

< (5T e (10
gdzie |fls = sup.<, |f(2)], natomiast a(kW) jest majmniejszym stopniem wielomianu znikajgcego we

wszystkich punktach skoniczonego zbioru W co najmniej do rzedu k.

W pracach [A1, A2, A3, A4] rozwazamy stale Waldschmidta z rozmaitych punktéw widzenia. Praca [A7] ma
nieco inny charakter. Studiujemy w niej warto$é réznicy stopnia inicjujacego drugiej potegi symbolicznej
oraz tego stopnia dla samego ideatu. Okazuje si¢, ze mata wartos¢ réznicy ma powazne konsekwencje dla
geometrii zbioru punktéw opisanych przez ten ideatl.

Pomyst taczenia obiektéw geometrii zespolonej z wielomianami jest od dawna obecny w geometrii alge-
braicznej w formie wieloScianéw Newtona. W przypadku systeméw liniowych wieloSciany Newtona zostaty
uogdlnione w pracach Okounkova okoto 1995 roku, a nastepnie byly systematycznie stosowane do rozwigzy-
wania waznych probleméw w teorii pozytywnosci przez Lazarsfelda, Mustata oraz Kaveha, Khovanskiiego
okoto 2006 roku. Ogdlng obserwacja stojaca za ta konstrukcja jest to, ze obiekty geometryczne koduja rézne
numerycznie niezmienniki réwnoczeénie, w tym stala Waldschmidta. W pracy [A8] badamy pewne wlasno-
sci bryl Newtona-Okounkova, z kolei w [A5], [A6] rozwazamy koncepcje ksztaltu granicznego zwiazanego
z rodzing idealéw z gradacja. Pokazujemy, w szczegdlnodci, jak odczytywaé wazne wlasnosci tych rodzin,
stala Waldschmidta, asymptotyczna regularnosé i asymptotyczna funkcje Hilberta z odpowiadajacych im
ksztaltéw granicznych.

[A1] Dumnicki, M., Fashami, M. Z., Szpond, J., Tutaj-Gasiniska, H.: Lower bounds for Waldschmidt
constants of generic lines in P3 and a Chudnovsky-type theorem, Mediterr. J. Math. 16 (2019), Art
id: 53

[A2] Szemberg, T., Szpond, J.: Waldschmidt constants for Stanley-Reisner ideals of a class of graphs,
Multigraded algebra and applications, 159 — 167, Springer Proc. Math. Stat., 238, Springer, Cham
2018
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[A3] Malara, G., Szemberg, T., Szpond, J.: On a conjecture of Demailly and new bounds on Waldschmidt
constants in PV, J. Number Theory, 189 (2018), 211 — 219

[A4] Farnik, L., Gwozdziewicz, J., Hejmej, B., Lampa-Baczynska, M., Malara, G., Szpond, J.: Initial
sequences and Waldschmidt constants of planar point configurations, Internat. J. Algebra Comput. 27
(2017), no. 6, 717 — 729

[A5] Dumnicki, M., Szpond, J., Tutaj-Gasinska, H.: Asymptotic Hilbert Polynomial and limiting shapes,
J. Pure Appl. Algebra, 219 (2015), 4446 — 4457

[A6] Dumnicki, M., Szemberg, T., Szpond, J., Tutaj-Gasinska, H.: Symbolic generic initial system of star
configurations, J. Pure Appl. Algebra, 219 (2015), 1073 — 1081

[A7] Baczynska, M., Dumnicki, M., Habura, A., Malara, G., Pokora, P., Szemberg, T., Szpond, J., Tutaj-
Gasinska, H.: Points fattening on P! x P! and symbolic powers of bi-homogeneous ideals, J. Pure Appl.
Alg. 218 (2014), 1555 — 1562

[A8] Blum, H., Malara, G., Merz, G., Szpond, J.: Notes on local positivity and Newton-Okounkov bodies,
In: Alberich-Carraminana M., Galindo C., Kiironya A., Roé J. (eds) Extended Abstracts February
2016. Trends in Mathematics, vol 9. pp. 105 — 111, Birkhauser, Cham, 2018

B. Kombinatoryczne aspekty geometrii algebraicznej

Konfiguracje prostych sa klasycznym obiektem w geometrii. W pracach przedstawionych w tej czesci
uwaga skoncentrowana jest na pewnych aspektach kombinatorycznych zwiazanych z konfiguracjami. Prace
[B2] oraz [B3] stanowia wprowadzenie w zagadnienie. Pomimo, ze metody zastosowane tutaj sa kombina-
toryczne (przede wszystkim w [B1]) rozwiazywane problemy sa mocno zakorzenione w algebrze i geometrii
algebraiczne;j.

Jeden z takich problemdéw jest motywowany hipoteza o ograniczonej negatywnosci, ktéra przewiduje,
ze na dowolnej gladkiej zespolonej powierzchni rzutowej istnieje ograniczenie z dolu na samoprzecigcie
wszystkich nierozkladalnych krzywych zawartych w tej powierzchni. Hipoteza ta nie zostala zweryfikowana
nawet w przypadku powierzchni wymiernych. Pewne zainteresowanie w tym kontekscie zyskaly powierzchnie
powstajace poprzez rozdmuchanie P? w punktach osobliwych konfiguracji prostych. Liniowe state Harbo-
urne’a, badane w [B4] oraz [B7] koncentruja si¢ na takich powierzchniach.

Praca [B6] z kolei, jest motywowana zainteresowaniem konfiguracjami prostych z duza liczba punktéw
krotnosci co najmniej 3 w kontekscie konstruowania kontrprzykladéw na zawieranie I®) C I2. Podali$my
peing klasyfikacje konfiguracji do 11 prostych z maksymalng liczbg punktéw potréjnych. Przedyskutowana
zostala réwniez mozliwo$é realizacji tych konfiguracji w zaleznosci od ciata nad ktéorym sa rozpatrywane.
Wynik ten jest kompletny i poprawia wczesniejsze rezultaty w tym kierunku.

Z kolei praca [B5| nawiazuje do znanego Twierdzenia Sylvestera-Gallaia, ktére pokazuje, w szczegdl-
nosci, ze nie istnieje konfiguracja prostych na rzeczywistej plaszczyznie rzutowej (inna niz pek prostych),
o tej wlasnosci, ze przez kazdy punkt przeciecia dwéch prostych, przechodzi dodatkowa prosta. W pracy
[B5] uogdlnilismy ten wynik na konfiguracje stozkowych na rzeczywistej plaszczyZnie rzutowej i zadali$my
pytanie, czy zalozenie o ciele liczb rzeczywistych jest konieczne w tym przypadku. Wynik ten zostal ostat-
nio uogdélniony na przypadek krzywych stopnia 3 przez Alexa Cohena i Franka de Zeeuwa w pracy ”A
Sylvester-Gallai theorem for cubic curves” (arXiv:2010.01513).

[B1] Dumnicki, M., Gwozdziewicz, J., Szpond, J.: An elementary, geometric proof of the non-existence
of a projective plane of order 6, Contrib. Discrete Math. 15 (2020), 1 — 9

[B2] Szpond, J.: A few introductory remarks on line arrangements, Analytic and Algebraic Geometry 3,
§.6dz University Press 2019, 201 — 212
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[B3] Szpond, J.: On Hirzebruch type inequalities and applications, In: Alberich-Carraminana M., Galindo
C., Kiironya A., Roé J. (eds) Extended Abstracts February 2016. Trends in Mathematics, vol 9. pp.
89 — 94, Birkh&user, Cham 2018

[B4] Dumnicki, M., Harrer, D., Szpond, J.: On absolute linear Harbourne constants, Finite Fields Appl.
51 (2018), 371 — 387

[B5] Czaplinski, A., Dumnicki, M., Farnik, ¥.., Gwozdziewicz, J., Lampa-Baczynska, M., Malara, G., Szem-
berg, T., Szpond, J., Tutaj-Gasinska, H.: On the Sylvester-Gallai theorem for conics, Rend. Sem.
Mat. Univ. Padova 136 (2016), 191 — 203

[B6] Dumnicki, M., Farnik, L., Gléwka, A., Lampa-Baczynska, M., Malara, G., Szemberg, T., Szpond,
J., Tutaj-Gasinska, H.: Line arrangements with the maximal number of triple points, Geom. Dedicata,
180 (2016), 69 — 83

[B7] Szpond, J.: On linear Harbourne constants, British Journal of Mathematics & Computer Science,
8(4) (2015), 286 — 297

C. Systemy liniowe i pytania o pozytywnosé

Wyniki zwiazane z systemami liniowymi sa chyba najmniej spéjne tematycznie. Z jednej strony, praca
[C3] nawiazuje do hipotezy o ograniczonej negatywnosci i bada krzywe o samoprzecieciu ujemnym na
rozdmuchaniach P? w pewnych symetrycznych zbiorach punktéw. Gléwnym wynikiem pracy [C4] jest
natomiast twierdzenie, ktére podaje ostre ograniczenie na mozliwe wartodci statych Seshadriego szerokich
wiazek liniowych na powierzchniach. Wiadomo, ze jesli L jest szeroka wiazka liniowa na gtadkiej powierzchni
zespolonej X, to jej stala Seshadriego £(L; 1) jest albo maksymalna, tzn. jest réwna VL2, albo jest mniejsza
od tej liczby i wymierna. Seria wynikéw Szemberga taczy mozliwe wartosci stalych Seshadriego e(L;1)
obliczanych w bardzo ogdlnym punkcie P z rozwigzaniem roéwnania Pella

y? —da® =1, (17)

gdzie d = L?. Nasze Twierdzenie podaje dodatkowe zalozenia na e(L; 1), ktére poérednio wynikaja z prac
Kiironyi i Lozovanu.

Twierdzenie 38 Niech X bedzie gladkq powierzchniq rzutowq, x € X, niech L bedzie szerokq wigzkq
liniowg na X takq, ze (L?) = d nie jest kwadratem. Niech (p,q) bedzie dowolnym rozwigzaniem réwnania

Pella (17). Wtedy albo

e(L;1) > =d,

Q3

albo
5(L;1)€{1,2,...,Lﬂj}u{z takie, Ze 1<%<9d oraz 2<b<q2}.
q

Prace [C1] oraz [C2] dotycza problemu wyznaczenia funkcji Hilberta. W [C2] uogdlniamy wynik Hartshorna
i Hirschowitza pokazujacy, ze skonczony zbiér s prostych ogdlnych P ma oczekiwana funkcje Hilberta, tzn.
zadaje on spodziewana liczbe s(d 4+ 1) warunkéw na formy stopnia d. Pokazujemy, ze zachodzi to réwniez
przy zalozeniu, ze jedna z tych prostych ma niezredukowana strukture. W pracy zostaly wprowadzony zig-
zagi, czyli pewne degeneracje ogblnych prostych, ktoére pozwalaja zastosowaé¢ metode Castelnuovo rozbicia
problemu liczenia funkcji Hilberta na podschemat $ladowy i rezydualny w potaczeniu ze specjalizacja
wyjéciowego schematu.

W pracy [C1] badamy funkcje Hilberta zbioru punktéw, z ktérych jeden ma niezredukowang strukture.
Jak juz wspomniano w sekcji 4.3, w tym przypadku, funkcja Hilberta moze sie rézni¢ od oczekiwanej.
Problem badamy poprzez analize macierzy interpolacji.
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[C1] Dumnicki, M., Farnik, L., Harbourne, B., Malara, G., Szpond, J., Tutaj-Gasinska, H.: A matrixwise
approach to unexpected hypersurfaces, Lin. Alg. and Appl. 592 (2020), 113 — 133

[C2] Bauer, T., Di Rocco, S., Schmitz, D., Szemberg, T., Szpond, J.: On the postulation of lines and a
fat line, J. Symbolic Comput. 91 (2019), 3 — 16

[C3] Dumnicki, M., Farnik, b.., Hanumanthu, K., Malara, G., Szemberg, T., Szpond, J., Tutaj-Gasinska,
H.: Negative curves on special rational surfaces, Analytic and Algebraic Geometry 3, £.6dz University
Press 2019, 6 — 78

[C4] Farnik, L., Szemberg, T., Szpond, J., Tutaj-Gasinska, H.: Restrictions on Seshadri Constants on
Surfaces, Taiwanese J. Math. 21 (2017), 27 — 41

D. Potegi symboliczne i inne, motywowane geometrycznie, operacje na ideatach jednorodnych

Ostatnia grupa prac oscyluje wokét poteg symbolicznych idealéw jednorodnych i ich zwiazkéw z pote-
gami algebraicznymi. Praca [D4] zawiera pierwszy kontrprzyklad na zawieranie I () ¢ I? nad cialem liczb
zespolonych. Zbudowany jet on na bazie konfiguracji Boroczkyego. Wspédlna praca [D2] z Malarg przedsta-
wia pierwszy wymierny kontrprzyklad symplicjalny. Praca przegladowa [D3] z Szembergiem zawiera zbiér
najnowszych (w momencie jej powstania) informacji na temat problemu zawierania, jak i zestaw proble-
mow i sugestii, ktére wplynety na badania w tym kierunku w nastepnych latach. W szczegdlnosci badania
Grifo z jej ostatnich prac zostaly zainspirowane naszymi wynikami. Artykul [D1] podsumowujacy prace
grupy badawczej z warsztatéw w Oberwolfach w 2015 roku po$wiecony jest potegom symbolicznym. Praca
nawiazuje do naturalnego pytania, kiedy symboliczne i algebraiczne potegi sa sobie rowne. Oczywiscie jest
to prawda dla idealéw bedacych zupelnym przecieciem, ale nie tylko. Nasz gléwny wynik, przytoczony
ponizej, przedstawia eleganckie i efektywne kryterium na sprawdzenie, kiedy symboliczne i algebraiczne
potegi sa réwne dla idealéw Cohena-Macaulaya kowymiaru dwa.

Twierdzenie 39 Niech I = Ix bedzie wysaturowanym idealem jednorodnym definiujgcym podschemat
X C P taki, ze codim(X) = 2, X jest arytmetycznie Cohena-Macaulaya oraz X jest lokalnie zupelnym
przecieciem. Wtedy nastepujace warunki sq¢ réwnowazne:

(a) 1M =17,
(b) I(™ = I™ dla kazdego m > 1;
(¢) I ma co najwyzej n generatoréw minimalnych.

To stwierdzenie jest interesujace, poniewaz dla schematéow X takich jak w Twierdzeniu zachodzi réwnosé
I&-m) = I dla m < n. Zatem n-ta potega jest ta, ktora decyduje o réwnosci wszystkich poteg. W pracy

rozwazamy réwniez podschematy kowymiaru 3 przy zalozeniu ze sa one arytmetycznie Gorensteina.

[D1] Cooper, S., Fatabbi, G., Guardo, E., Lorenzini, A., Migliore, J., Nagel, U., Seceleanu, A., Szpond,
J., Van Tuyl, A.: Symbolic powers of codimension two Cohen-Macaulay ideals, Communications in
Algebra, vol. 48 (11) (2020), 4663 — 4680

[D2] Malara, G., Szpond, J.: The containment problem and a rational simplicial arrangement, Electron.
Res. Announc. Math. Sci. 24 (2017), 123 — 128

[D3] Szemberg, T., Szpond, J.: On the containment problem, J. Rend. Circ. Mat. Palermo, II. Ser 66
(2017), no. 2, 233 — 245
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[D4] Czaplinski, A., Gléwka, A., Malara, G., Lampa-Baczynska, M., Luszez-Swidecka, P., Pokora, P.,
Szpond, J.: A counterexample to the containment I C I? over the reals, Adv. Geometry, 16
(2016), 77 — 82

5 Informacja o wykazywaniu sie istotng aktywnoscig naukowsq albo artystycznag
realizowana w wiecej niz jednej uczelni, instytucji naukowej lub instytucji kultury,
w szczegollnosci zagranicznej

e Polska, Instytut Matematyczny PAN, specjalne stanowisko badawcze, pazdziernik 2020 — wrzesien
2022,

e Niemcy, Oberwolfach Research Fellow, wrzesien, 2020,

e Stany Zjednoczone, University of Nebrasca-Lincoln, wrzesien 2019,

e Niemcy, University of Marburg, marzec 2018,

e Szwecja, KTH Stockholm, listopad, 2017,

e Szwecja, KTH Stockholm, listopad, 2016,

e Polska, Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk, kwiecien — czerwiec, 2016,
o Witochy, University of Catania, listopad, 2015,

e Niemcy, University of Freiburg, czerwiec, 2015.

6 Informacja o osiggnieciach dydaktycznych, organizacyjnych oraz popularyzujacych
nauke lub sztuke

Osiggniecia dydaktyczne:

e Prowadzone kursy: geometria, Differential Geometry (w jezyku angielskim dla studentéw progra-
mu Erasmus), algebra liniowa, algebra przemienna, topologia, analiza matematyczna, metody nu-
meryczne, matematyka dyskretna, efektywne metody w geometrii algebraicznej, efektywne metody
w matematyce dyskretnej (dla studentéow studiéw doktoranckich).

e Autor skryptu dla studentéw:
J. Szczawinska, J. Szpond, Geometria elementarna. Notatki do wykladu, Wydawnictwo Szkolne
OMEGA, Krakéw, 3 wydania: 2016, 2017, 2019.

e Promotor: 23 prac licencjackich i 16 prac magisterskich.

Osiggniecia organizacyjne:

e Kierownik Katedry Geometrii w Instytucie Matematyki Uniwersytetu Pedagogicznego w Krakowie,
wrzesien 2017 — wrzesien 2020.

e Wspodlorganizator nastepujacych wydarzen:

— Konferencja satelitarna ICM 2022 ” Recent Advances in Classical Algebraic Geometry”, Krakow,
Polska, 28 czerwca — 2 lipca 2022,

— Konferencja ”MEGA 2022”7, Krakéw, Polska, 20 — 24 czerwca, 2022,
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— Konferencja ”Oblicza Algebry IV”, Krakéw, Polska, 27 — 30 maja, 2021,

Konferencja ”Lefschetz Properties in Algebra, Geometry and Combinatorics”, Oberwolfach,
Niemcy, 27 wrzesnia — 3 pazdziernika, 2020,
— Konferencja ”Oblicza Algebry 111", Krakéw, Polska, 1 — 4 czerwca, 2019,

Mini - Warsztaty ” Asymptotic Invariants of Homogeneous Ideals”, Oberwolfach, Niemcy, 30
wrzesnia — 6 pazdziernika, 2018,

Warsztaty ” The Twentieth Andrzej Jankowski Memorial Lecture Introductory Workshop”, Kra-
kéw, Polska, 20 — 22 kwietnia, 2018,

Konferencja ”Oblicza Algebry 11”7, Krakéw, Polska, 1 — 4 czerwca, 2017,

— Warsztaty ” The Nineteenth Andrzej Jankowski Memorial Lecture Introductory Workshop”, Kra-
kéw, Polska, 21 — 23 kwietnia, 2017,

— Koordynator Malopolskiej Nocy Naukowcow (MSCA-NIGHT), Krakéw, Polska, 2016, 2017,

— Koordynator Young Researchers Seminar — jako poddziatania w Simons Mini-Semester ”Polish
Algebraic Geometry mini-Semester”, IM PAN, Warszawa, Polska, kwiecien — czerwiec, 2016,

— Konferencja ”Oblicza Algebry”, Krakéw, Polska, 29 maja — 1 czerwca, 2015,
— Konferencja IMPANGA 15, Centrum Banacha, Bedlewo, Polska, 12 — 18 kwietnia, 2015.

e Czlonek Komisji Rekrutacyjnej na Studia Doktoranckie w Instytucie Matematyki Uniwersytetu Pe-
dagogicznego w Krakowie, 2011 — 2019.

Osiggniecia popularyzatorskie:

e Autor dwoch ”snapshot of modern mathematics from Oberwolfach”:

— On the containment problem, No. 3/2016, 10.14760/SNAP-2016-003-EN (2016), (z T. Szember-
giem),

— A few shades of interpolation, No. 7/2017, 10.14760/SNAP-2017-007-EN (2017).

e Wykonawca w ”Laboratorium Twoérczej Matematyki”, grancie Narodowego Centrum Badan i Roz-
woju nr POWR.03.01.00-00-C008/16, wrzesieni 2017 — sierpien 2019.

e Koordynator i wykonawca w ”Exploratorium Tworczej Matematyki”, grancie Narodowego Centrum
Badan i Rozwoju nr POWR.03.01.00-00-U126/17-01, wrzesien 2018 — sierpien 2020.

e Organizator warsztatow: Are lines straight (forward)? podczas EuroMath 2018, Krakéw, Polska.

7 Oproécz kwestii wymienionych w pkt. 1-6, wnioskodawca moze poda¢ inne informacje,
wazne z jego punktu widzenia, dotyczgce jego kariery zawodowej

e Redaktor Naczelny czasopisma Annales Universitatis Paedagogicae Cracoviensis Studia Mathematica,
od 1 stycznia 2017.

e Recenzent Zentralblatt MATH.

e Recenzent réznych czasopism (np. Iranian Mathematical Society, Annales Polonici Mathematici,
Communications in Algebra, Journal of Pure and Applied Algebra, Bulletin of the Malaysian Mathe-
matical Sciences Society, Journal of Number Theory, Comptes Rendus Mathématique, Mathematics,
Journal of Algebraic Combinatorics, Collectanea Mathematica).

e Granty naukowe:
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— Narodowe Centrum Naukowe, Opus 18 Grant Nr 2019/35/B/ST1/00723, wykonawca, czerwiec
2020 — czerwiec 2023,

— Narodowe Centrum Naukowe, Harmonia Grant Nr 2018/30/M/ST1/00148, wykonawca, marzec
2019 — marzec 2022,

— Narodowe Centrum Naukowe, Miniatura 2 Grant nr 2018/02/X/ST1/00519, kierownik, gru-
dzien 2018 — grudzien 2019,

— Narodowe Centrum Naukowe, Opus 8 Grant Nr 2014/15/B/ST1/02197, wykonawca, lipiec 2015
— lipiec 2018,

— Solidarity travel grant European Mathematical Society, czerwiec 2017.

Promotor pomocniczy pracy doktorskiej: The effect of points fattening on del Pezzo surfaces dr
Magdaleny Lampy-Baczynskiej z Uniwersytetu Pedagogicznego w Krakowie, 2017.

Wyréznienie w konkursie im. Edyty Szymanskiej na najlepszy wynik naukowy (lub serig takich wyni-
kéw) z zakresu matematyki 1 informatyki teoretyczne]j przez kobiete zwigzang z polskim $rodowiskiem
matematycznym, 2019, 2021.

Nagroda rektora za osiggniecia naukowe w 2018, 2019.
Medal Komisji Edukacji Narodowe]j za szczegdlne zastugi dla o$wiaty i wychowania, 2018.

Brazowy medal za dlugoletnia stuzbe, 2016.
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