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Rozdziat 1

Wstep

Sposrod czterech znanych obecnie oddziatywan fundamentalnych, dwa — elek-
tromagnetyczne i grawitacyjne — pojawiaja sie juz na poziomie makroskopo-
wym w postaci pol dtugozasiegowych, opisywanych w ramach fizyki klasycz-
nej przez elektrodynamike Maxwella i ogolng teorie wzglednosci Einsteina.
Co wiecej, akceptujac pewne, w miare tagodne zalozenia, dotyczace kwanto-
wego opisu relatywistycznie niezmienniczych oddziatywan dtugozasiegowych,
mozna wywnioskowac, ze sa to jedyne oddziatywania, ktére moga sie poja-
wi¢ na poziomie klasycznym [1], [2] (nalezy jednak doda¢, ze przy zalozeniu,
ze czasoprzestrzen nie jest asymptotycznie plaska, otwieraja sie dodatkowe
mozliwosci [3]). O ile oddzialywania elektromagnetyczne mozna uwazaé za
dobrze rozumiane, zarébwno na poziomie klasycznym jak i kwantowym (o za-
dziwiajacej zgodnosci miedzy wynikami do§wiadczalnymi a przepowiedniami
teoretycznymi), to problem relacji miedzy klasycznym opisem pola grawita-
cyjnego, oferowanym przez ogblng teorie wzglednosci, a mechanikg kwantowa,
pozostaje otwarty. W istocie, jest to jeden z najwazniejszych problemow fi-
zyki wspotczesne;j.

Analiza wptywu pola grawitacyjnego na propagacje fal elektromagne-
tycznych ma z kolei wielkie znaczenie w astronomii obserwacyjnej, astro-
fizyce i kosmologii. Jestesmy $wiadkami niezwyklego rozwoju technik ob-
serwacyjnych, pozwalajacych siega¢ bardzo daleko w glab Wszechswiata (i,
tym samym, czasu). W szczegolnosei dotyczy to soczewkowania grawitacyj-
nego [4], [5], [6], waznego narzedzia astronomii obserwacyjnej, zwiazanego z
tak egzotycznymi efektami, jak pierscienie Einsteina i krzyz Einsteina.

Innym waznym powodem badania propagacji pola elektromagnetycznego
w zakrzywionej czasoprzestrzeni jest fakt, ze wciaz istnieje wiele otwartych
pytan, dotyczacych grawitacji i struktury Wszechswiata: problem czarnej ma-
terii i czarnej energii, rola efektéw kwantowych etc. Moze sie okazaé, ze nawet
juz na poziomie klasycznym réwnania Einsteina powinny zosta¢ zmodyfiko-



wane; zaproponowano rézne takie modyfikacje, mniej lub bardziej ad hoc. W
celu ich weryfikacji nalezy uwzgledni¢ ograniczenia wynikajace z obserwacji,
w szczegblnosci zwigzane z propagacja promieni $wietlnych.

W ogoélnej teorii wzglednosci zachowanie pola elektromagnetycznego w
obecno$ci grawitacji tatwo opisa¢: wystarczy zapisa¢ réwnania Maxwella w
dowolnym krzywoliniowym uktadzie wspotrzednych i skorzystaé¢ z zasady
rownowaznosci. Tak jak w przypadku plaskiej czasoprzestrzeni, gdy typowa
dhugosé fali elektromagnetycznej jest mata w poréwnaniu z parametrami o
wymiarze dtugosci, charakteryzujacymi dany uklad, mozna rozwigzaé¢ row-
nania Maxwella w przyblizeniu stacjonarnej fazy, otrzymujac opis propagacji
w ramach optyki geometrycznej. Kluczowym pojeciem optyki geometrycznej
jest promien $wietlny i jego trajektoria. W plaskiej czasoprzestrzeni §wiatto
rozprzestrzenia sie wzdtuz linii prostych, wiec zasada réwnowaznosci impli-
kuje, ze trajektorie promieni §wietlnych w zakrzywionej czasoprzestrzeni sg
geodezyjnymi zerowymi (co, oczywiscie, wynika z rownan Maxwella w przy-
blizeniu krotkofalowym).

Alternatywny opis propagacji $wiatta w ramach optyki geometrycznej ofe-
ruje zasada najkrotszego czasu Fermata. To zasada wariacyjna dajaca bardzo
elegancki opis trajektorii promieni $wietlnych. Uogo6lnienie zasady Fermata
na przypadek statycznego pola grawitacyjnego podano w pracach Weyla [7]
i Pauliego [8] (por. réwniez obszerna monografie [9]). Ogolniejszy przypadek
pola stacjonarnego analizowali Quan [10] i Brill [11]. Szczegolnie eleganckie
wprowadzenie mozna znalez¢ w podreczniku Landaua i Lifszyca [12], gdzie
zasade Fermata wyprowadzono bezposrednio z zasady rownowaznoSci.

Zasada Fermata jest szczegdlnie uzyteczna przy badaniu soczewkowania
grawitacyjnego [13], [14], [15]. Mozna wtedy zalozyé, ze pole grawitacyjne
zmienia si¢ w sposob znaczacy w skali czasu duzo wiekszej niz czas przej-
Scia promienia $wietlnego. Pole grawitacyjne mozna zatem traktowaé jako
statyczne/stacjonarne.

Moze sie jednak okazaé, ze procesy grawitacyjnego ogniskowania sg istotne
rowniez w przypadkach, gdy pole grawitacyjne nie moze by¢ traktowane jako
state (struny kosmiczne [16], fale grawitacyjne [17]). Warto wiec rozwazy¢
uogolnienie zasady Fermata na przypadek dowolnych pol grawitacyjnych.
Zostalto ono zaproponowane w pracy Kovnera [18| i zanalizowane w publika-
cjach [19-21]. Interesujace podejscie, oparte na zasadzie minimum Pontria-
gina, zaproponowal Frolov [22].

Przedstawiona rozprawa dotyczy sformutowania zasady Fermata dla do-
wolnych pol grawitacyjnych i wynikajgcych z niej wtasnosci i zastosowan.
Polozono nacisk na fakt, ze zasade Fermata mozna zanalizowa¢ w ramach
(uogoblnionej) mechaniki analitycznej i teorii drgan nieliniowych. Pozwala
to zastosowaé¢ zaawansowane metody zapozyczone z tych dziedzin do no-



wego spojrzenia na propagacje swiatta w polu grawitacyjnym. Punktem wyj-
Scia jest obserwacja, ze zasade Fermata w stacjonarnym polu grawitacyj-
nym mozemy sformulowaé¢ nastepujaco: rozwigzujemy réwnanie (5—5)2 =0
(ds* = gy da# da”, zas o jest parametrem afinicznym) wzgledem <& 1 trak-
tujemy otrzymane wyrazenie jako lagranzjan; wynikajace zen réwnania La-
grange’a wyznaczaja trajektorie promieni §wietlnych. W takim sformutowa-
niu zasada Fermata daje sie uogélni¢ na przypadek dowolnego pola gra-
witacyjnego. Trajektorie promieni §wietlnych sa rozwiazaniami rownan La-
grange’a dla lagranzjanu L = 1g,,(2)E2 9 spelniajacymi warunek zero-
wania sie calki .energii”, L = 0. W rozdziale 2.2 dowodzimy prostego twier-
dzenia: jezeli L jest autonomicznym niezdegenerowanym lagranzjanem, be-
dacym jednorodna funkcja drugiego stopnia (w istocie dowolnego stopnia
n # 1) w predkosciach uogoélnionych, to rozwiazujac rownanie L = E wzgle-
dem jednej z predkosci uogo6lnionych, otrzymujemy lagranzjan opisujacy rzut
wyjsciowych trajektorii (o energii F) na zredukowana przestrzen konfigura-
cyjna, otrzymang przez pominiecie odpowiedniej wspotrzednej uogolnionej.
Ten prosty wynik ma jednak swoja cen¢: pominieta wspolrzedna staje sie
zmienng dziatania, a otrzymana funkcja Lagrange’a staje sie, w ogdlnosci,
zalezna od dziatania. Na szczeScie standardowa mechanika lagranzowska daje
sie uogolni¢ na przypadek lagranzjanéw bedacych funkcjami dziatania; od-
powiedni formalizm nosi nazwe zasady wariacyjny Herglotza i jest dobrze
rozpracowany |23-35]. W szczegolnosei, formalizm Herglotza mozna przed-
stawi¢ w wersji hamiltonowskiej, udowodni¢ odpowiedniki pierwszego i dru-
giego twierdzenia Noether, etc.

Twierdzenie udowodnione w rozdziale 2.2 stosujemy w nastepnym roz-
dziale, 2.3, do lagranzjanu opisujacego zerowe geodezyjne. W wyniku otrzy-
mujemy funkcje Lagrange’a (w uogolnionym sensie) opisujaca trajektorie pro-
mieni §wietlnych w trojwymiarowej ,podprzestrzeni”. Wspohrzedna 2° = ¢
gra tutaj role dziatania. Pokazujemy, ze sformutowanie zaproponowane przez
Kovnera [18] wynika bezposrednio z zasady wariacyjnej Herglotza. Rowniez
formalizm Frolova [22] mozna wywiesé z podanego tu sformutowania, gdyz
zasada minimum Pontriagina moze by¢ powigzana z zasada wariacyjng Her-
glotza [28]; nie dyskutujemy jednak tego zagadnienia bardziej szczegolowo.

Lagranzjan otrzymany w wyniku zastosowania powyzszej procedury jest
(poniewaz E = 0) jednorodna funkcja pierwszego stopnia w predkosciach
uogoblnionych. Odpowiednie rownania Lagrange’a sa wiec niezmiennicze na
reparametryzacje. Mozemy zatem zrezygnowaé z parametru afinicznego jako
parametru ewolucji (ktorego znalezienie w przypadku geodezyjnych zerowych
moze by¢ ktopotliwe [36]) i wybra¢ dowolny inny. W szczegolnosci, wygodnie
jest wybraé jedna ze wspolrzednych, np. kat azymutalny ¢. W ten sposob



ilos¢ stopni swobody redukujemy do dwoch.

Ogoélnosé¢ twierdzenia udowodnionego w rozdziale 2.2 pozwala je zasto-
sowa¢ rowniez do przypadku geodezyjnych typu czasowego, tzn. propagacji
czastek masywnych (E # 0). W tym przypadku nie mamy do czynienia z nie-
zmienniczo$cig na reparametryzacje; musimy pozosta¢ przy liniowej funkcji
czasu wlasnego. Niemniej, otrzymujemy wersje zasady Fermata dla czastek
masywnych, ponownie rownowazna propozycji opisanej w [18].

W rozdziale 2.5 opisujemy formalizm Hamiltona dla sformutowanej po-
przednio zasady Fermata. W przypadku propagacji czastek masywnych jest
to bezposrednie zastosowanie hamiltonowskiej wersji formalizmu Herglotza.
Sytuacja komplikuje sie w przypadku opisu propagacji $wiatta. Odpowiedni
lagranzjan jest zdegenerowany (niezmienniczo$¢ na reparametryzacje), wiec
bezposrednie przejécie do formalizmu Hamiltona nie jest mozliwe. Sa dwie
drogi rozwigzania tego problemu. Mozemy wybra¢ konkretny parametr ewo-
lucji (ustali¢ cechowanie); wtedy przejscie do sformutowania hamiltonow-
skiego jest bezposrednie. Alternatywnie, mozemy probowaé¢ uogdlnié¢ forma-
lizm Diraca [37] na teori¢ Herglotza lagranzjanoéw zaleznych od dzialania.
Nie robimy tego w pelnej ogolnosci, pokazujac jedynie, ze w przypadku nie-
zmienniczosci na reparametryzacje wynikajacy z niej wiaz na pedy mozna
wykorzystaé¢ jako hamiltonian, otrzymujac poprawne réwnania ruchu.

W dwoéch innych rozdziatach pierwszej czesci, 2.6 1 2.8, analizujemy row-
nania geodezyjnych wynikajace z zasady Fermata i przyjecia kata azymutal-
nego jako parametru ewolucji.

W koricu, w rozdziale 2.7 rozwazamy propagacje $wiatla w metryce
Schwarzschilda—de Sittera, w tzw. wspolrzednych wspotporuszajacych sie.
Ze wzgledu na symetrie sferyczna mozemy, bez zmniejszenia ogélnosci, poto-
zy¢ 0 = 7, za$ wykorzystujac niezmienniczoS¢ na reparametryzacje wybrac
kat azymutalny ¢ jako parametr ewolucji. Pozostaje wiec tylko jeden sto-
pien swobody, r. Metryka zalezy jawnie od czasu, zatem musimy zastosowaé
pelny formalizm Herglotza. W standardowym formalizmie mechaniki anali-
tycznej efektywne catkowanie rownan ruchu umozliwia istnienie catek ruchu.
Twierdzenie Noether, uogélnione na formalizm Herglotza, prowadzi do calek
ruchu, ktore sa nielokalne w czasie. Na szczescie, czynnik nielokalny ma cha-
rakter uniwersalny, niezalezny od konkretnej postaci transformacji symetrii.
Dzieki temu stosunek dwoch catek noetherowskich, wynikajacych z dwoch
niezaleznych transformacji symetrii, jest zwykta lokalng stata ruchu. W roz-
dziale 2.7 pokazujemy, jak mozna wykorzysta¢ ten pomyst do efektywnego
catkowania réwnan opisujacych propagacje promieni Swietlnych w metryce
Schwarzschilda—de Sittera. Nalezy jednak podkresli¢, ze ten przyktad zasto-
sowania pelnego formalizmu Herglotza nie jest najogoélniejszy, gdyz mozna
w metryce Schwarzschilda—de Sittera wprowadzi¢ niezalezny od czasu uktad
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wspotrzednych.

Trzeci rozdziat rozprawy jest poS$wiecony opisowi propagacji $wiatta przy
duzej wartodci parametru zderzenia. Rownania wyznaczajace trajektorie pro-
mieni $wietlnych pokrywaja sie wtedy z rownaniami opisujacymi male drga-
nia uktadéow nieliniowych (lub przechodza w nie asymptotycznie); w przy-
padku metryk o nizszej symetrii sa to uktady réwnan opisujacych oscylacje
nieliniowe. Mozna wtedy zastosowaé¢ dobrze znane metody teorii drgan nieli-
niowych. Jednym z uzytecznych narzedzi tej teorii jest formalizm Lindstedta—
Poincarégo. Pozwala on efektywnie sumowaé¢ podszeregi szeregu perturba-
cyjnego w (malej) amplitudzie drgan, tak by dosta¢ sukcesywne przybli-
zenia doktadnego rozwigzania, jednostajne w zmiennej opisujacej ewolucje.
Kolejne wyrazy tak otrzymanego szeregu przyblizeni sa kombinacjami linio-
wymi funkcji trygonometrycznych wielokrotnosci czestosci podstawowej, wy-
znaczanej perturbacyjnie rzad po rzedzie z warunku, by w kolejnych rze-
dach nie pojawiaty sie cztony rezonansowe. Wynikajacy stad szereg nie tylko
prowadzi do przyblizen jednostajnych w zmiennej niezaleznej, ale réwniez
poprawnie odtwarza jakosciowe cechy doktadnego rozwiazania, takie jak pe-
riodyczno$é. Przeciwnie, naiwny szereg rachunku zaburzen jest kombinacja
iloczynéow wielomianéw w zmiennej niezaleznej (stopnia rownego, z grubsza,
potowie rzedu danego cztonu) i funkeji trygonometrycznych od wielokrotno-
Sci czestosci drgan niezaburzonych; jako taki, stanowi duzo gorsze narzedzie
analizy drgan nieliniowych.

W rozdziale trzecim stosujemy formalizm Lindstedta—Poincarégo do ana-
lizy geodezyjnych w obszarze asymptotycznym metryk Schwarzschilda, Reiss-
nera—Nordstroma oraz, w plaszczyznie rownikowej, Kerra. Jako przykltad za-
stosowania wyliczamy katy odchylenia promieni $wietlnych w tych metrykach
w kolejnych rzedach rozwiniecia w odwrotnosci niezmienniczego parametru
zderzenia. Zastosowana metoda wymaga tylko operacji algebraicznych, bez
koniecznosci rozwazania funkcji eliptycznych i ich rozwinie¢ w szeregi pote-
gowe czy szeregi Fouriera. Oczywiscie, takie same wyniki dla kata odchylenia
mozna otrzyma¢ stosujac naiwny rachunek zaburzen [38], [39]; rozwiniecia
wielkosSci niezaleznych od zmiennej niezaleznej, otrzymane réznymi metodami
musza sie pokrywa¢. Metoda oparta na formalizmie Lindstedta—Poincarégo
jest jednak efektywniejsza w wyzszych rzedach rozwiniecia; poza tym mozna
ja wykorzysta¢ do otrzymania doktadniejszych wyrazen dla kata odchylenia,
bedacych czesciowymi sumami podszeregdw szeregu perturbacyjnego.

Rozdzial czwarty rozprawy dotyczy problemu catkowalnosci rownan tra-
jektorii promieni $wietlnych na przykladzie metryki Kerra. Przy opisie geo-
dezyjnych zerowych w tej metryce za pomoca lagranzjanu L = %g‘w%%ﬁ:
mamy nastepujace oczywiste caltki ruchu: L(= 0), wynikajaca z autonomicz-
nosci dynamiki oraz p; i pe, bedace konsekwencja cyklicznosci wspotrzednych
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t i ¢. Potrzebna jest jeszcze jedna calka - jest to tzw. stata Cartera [40]. Je-
zeli oprzemy opis trajektorii promieni §wietlnych na zasadzie Fermata, mamy
do czynienia z dwuwymiarowym (r i ) uktadem dynamicznym. Jego caltko-
walno$¢ wymaga istnienia dwoch catek ruchu; jedng z nich jest hamiltonian
H. Druga calka powinna by¢ odpowiednikiem stalej Cartera. Z postaci H
trudno od razu wnioskowa¢, ze dodatkowa calka istnieje: H nie ma standar-
dowej formy dopuszczajacej bezposrednia separacje zmiennych w réwnaniu
Hamiltona—Jacobiego. Aby uzyska¢ wglad w mechanizm separacji zmiennych
wykorzystamy formalizm opisany w [41] i bedacy uogoblnieniem zapropono-
wanej przez Hietarinte i in. [42] metamorfozy stalej sprzezenia. Istota tej me-
tody jest obserwacja, ze state sprzezenia, wchodzace do definicji wyjéciowego
hamiltonianu, mozna uzalezni¢ od catek ruchu danego uktadu, w szczegdlno-
Sci od samego hamiltonianu. W ten sposob, rozwiazujac uwiktane rownanie,
dostajemy nowy hamiltonian, taki ze (niesparametryzowane) trajektorie w
przestrzeni fazowej wyjsciowego i koricowego hamiltonianu pokrywaja sie;
istnieje tez jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy symetriami i catkami ruchu
obu uktadéw. Stosujac ten formalizm do hamiltonianu zwigzanego z zasada
Fermata otrzymujemy elegancki hamiltonian kwadratowy w pedach uogol-
nionych i bedacy funkcja wymierna wspotrzednych, o strukturze dopuszcza-
jacej separacje zmiennych w rownaniu Hamiltona—Jacobiego. W ten sposob
otrzymujemy druga catke ruchu, odpowiednik stalej Cartera, w formalizmie
zwigzanym z zasada Fermata. W rozdziatach 4.3 i 4.4 pokazujemy, ze otrzy-
mana nowa forma dynamiki prowadzi do poprawnych wynikéw, odpowiednio
w granicy Schwarzschilda i dla ruchu w ptaszczyznie réwnikowej metryki
Kerra. W koricu, w rozdziale 4.5 krétko dyskutujemy problem doktadnego i
przyblizonego catkowania naszych réwnan wyznaczajacych trajektorie pro-
mieni $wietlnych w czasoprzestrzeni Kerra. Pokazujemy, jak przez wprowa-
dzenie odpowiednika czasu Mino [43] (ktory okazuje sie blisko spokrewniony
z parametrem ewolucji, pojawiajgcym sie w dosé naturalny sposéb w forma-
lizmie wprowadzonym w [41]) mozna dokona¢ calkowitej separacji szukanych
wielkosci. Otrzymujemy uktad trzech oddzielnych réwnan dla 6, r oraz ¢ w
funkcji ,,czasu Mino”. Dopuszczaja one separacje zmiennych i rozwiazania w
terminach funkcji eliptycznych. Sa réwniez wygodnym punktem wyjscia do
obliczenn przyblizonych, opartych na rozwinieciu potegowym w odwrotnosci
parametru zderzenia.

Krotka czesé pigta jest poSwiecona zastosowaniu zasady Fermata do ana-
lizy zamknietych trajektorii $wietlnych. Podajemy prosty dowod faktu, ze
kotowa trajektoria Swietlna w ptlaszczyznie réwnikowej metryki Kerra od-
powiada minimum czasu obiegu, mierzonego przez obserwatora w nieskorn-
czonosci, dla wszystkich krzywych zerowych, ktorych rzut na plaszczyzne
rownikowa jest okregiem o srodku w poczatku uktadu.



W konicu, czesé szosta zawiera krotkie podsumowanie.

Uzupetnieniem rozprawy jest kilka dodatkow. Czesé z nich zawiera in-
formacje literaturowe (metoda Lindstedta—Poincarégo, inne sformulowanie
zasady Fermata, podstawowe informacje o zasadzie wariacyjnej Herglotza).
Dodatek poswiecony formalizmowi Herglotza obejmuje zmodyfikowane wy-
prowadzenia niektorych wtasnosci tego formalizmu, blizsze duchem klasycz-
nym podrecznikom mechaniki analitycznej; podajemy tez nieco ogélniejsze
sformutowanie twierdzenia Noether i jego wersje hamiltonowska. Pozostate
dodatki zawieraja obliczenia i rozwazania pominiete w gléwnym tekscie roz-
prawy.

Rozprawa oparta jest na nastepujacych pracach:

1. J. Gonera, P. Kosinski, J. Piwnik, Fermat’s principle in constant gra-
vitational field, Int. Journ. Mod. Phys., D30 (2021), 2150094;

2. J. Piwnik, J. Gonera, P. Kosinski, Fermat’s principle in general re-
lativity via Herglotz variational formalism, Nucl.Phys.B1010 (2025),
116744;

3. J. Piwnik, J. Gonera, P. Kosinski, Fermat’s principle and weak deflec-
tion angle from Lindstedt—Poincaré method, arXiv: 2405.14462;

4. J. Piwnik, J. Gonera, C. Gonera, P. Kosinski, Integrable dynamics from
Fermat’s principle, arXiv: 2409.11896.
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Rozdzial 2

Zasada Fermata dla propagacji
Swiatta w dowolnym polu
grawitacyjnym

2.1 Propagacja swiatla w stalym polu grawita-
cyjnym

Zgodnie z ogdlna teoria wzglednosci pole grawitacyjne jest zwiazane z geo-
metrig czasoprzestrzeni, zdefiniowang przez element dtugosci

ds® = g, (z) dz* dz". (2.1)

Pole grawitacyjne nazywamy stalym, jezeli mozna wybra¢ taki uktad wspot-
rzednych, by skladowe g, (x) tensora metrycznego nie zalezaly od wspohrzed-
nej czasowej x°. Jezeli dodatkowo go;(z) = 0 dla i = 1,2, 3, pole nazywamy
statycznym; w przeciwnym przypadku moéwimy o polu stacjonarnym.

Rozchodzenie sie §wiatta w polu grawitacyjnym opisane jest przez roz-
wigzania rownan Maxwella w zakrzywionej czasoprzestrzeni. W przyblizeniu
malej dtugosci fal mozna odwotac sie do optyki geometrycznej z jej podstawo-
wym pojeciem promieni $wietlnych. W plaskiej czasoprzestrzeni trajektorie
promieni $wietlnych sa wyznaczone przez zasade Fermata. Jej uogodlnienie
na stale pola grawitacyjne jest stosunkowo proste. Zasade Fermata dla pol
statycznych przedyskutowano w wielu pracach (np. [7-9]); podano rowniez
jej rozszerzenie na przypadek stacjonarny, [10-12].

Eleganckie wyprowadzenie zasady Fermata dla statych pol grawitacyjnych
(statycznych i stacjonarnych) podali Landau i Lifszyc [12]|. Punktem wyjscia
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jest zasada Fermata dla ptaskiej czasoprzestrzeni,

5/1@-019;%' = 0; (2.2)

tutaj k; sa (kowariantnymi) sktadowymi wektora falowego, a catkowanie prze-
biega wzdluz trajektorii promienia $wietlnego. Zasada réwnowaznosci po-
zwala wywnioskowad, ze (2.2) obowiazuje rowniez w przypadku zakrzywionej
czasoprzestrzeni; wyrazenie podcatkowe nalezy przy tym wyrazi¢ przez staly
(mierzong w jednostkach czasu x° wzdluz promienia) czestosé.

W rezultacie otrzymujemy nastepujaca postac¢ zasady Fermata:

di Goi ;
5/( ——dxz) =0, 2.3
v/9oo  goo ( )

gdzie

di? = v, dao' da? = <—gij  J0idoy ) det da? (2.4)
goo
jest przestrzennym elementem dtugosci.

Alternatywnym sposobem wyprowadzenia rownania dla trajektorii pro-
mienia Swiatta w polu grawitacyjnym jest zastosowanie zasady réwnowaz-
nosci do nastepujacej wltasnosci promieni §wietlnych w plaskiej czasoprze-
strzeni: (cztero)wektor falowy jest staly wzdluz trajektorii [12]. W rezultacie
otrzymujemy roéwnanie geodezyjnej

A2zt " dz® da?
SE i
do? B do do ’

(2.5)

gdzie o jest odpowiednio dobranym parametrem (tzw. parametr afiniczny).
Rownanie (2.5) mozna otrzymac z zasady wariacyjnej

da# dz”
5/glw(x)$ e do = 0. (2.6)

Do rownania (2.5) nalezy doda¢ warunek

dzt dav

g;w<$>a dO' :0 (27)

na jego calke, wynikajacy z faktu, ze czterowektor falowy jest wektorem ze-
rowym. Opis oparty na réwnaniach (2.6) i (2.7) prowadzi do tych samych
trajektorii, co zasada Fermata (2.2). Z drugiej strony, w przeciwienistwie do
tej ostatniej, nie wymaga zatozenia o stalosci pola grawitacyjnego. Nasuwa
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sie pytanie, czy mogltby shuzyé¢ za punkt wyjscia do sformutowania zasady
Fermata dla przypadku dowolnego pola grawitacyjnego.
Zauwazmy, ze rozwigzujac rownanie

ds* =0 (2.8)
wzgledem dz otrzymujemy
goo v/ 900

Wybierajac w rownaniu (2.9) gorny znak widzimy, ze zasade Fermata (2.2)
mozna przedstawi¢ w postaci

dz? =

(2.9)

5/ dz® =0, (2.10)

przy czym wybieramy kierunek propagacji w przysztos¢ wedlug wskazan ze-
garow zsynchronizowanych wzdhuz trajektorii (patrz nizej). Zasade waria-
cyjna opisana rownaniami (2.2) lub (2.10) mozna przestawi¢ w formie la-
granzowskiej

5/£da:0, (2.11)

gdzie funkcja Lagrange’a ma postaé

- 0 A
c=cf(z)odr L A guded (2.12)
do do V9oodo  goo do
)

a ¥ = (2!, 22, 23). Zauwazmy, ze dzieki zalozeniu o stalosci pola grawitacyj-
nego, funkcja £ (f, %) nie zalezy od 2°, co umozliwia zastosowanie standar-
dowego formalizmu Lagrange’a.

Zasada wariacyjna (2.11) implikuje réwnania Lagrange’a determinujace

trajektorie promieni $wiatta:

oc  d (o L da
dr  do (ajci) 0 rE (2.13)

Takie sformutowanie zasady Fermata ma dwie wazne whasnosci:

i) rownanie (2.9) ma dwa rozwiazania. Do wyznaczenia przestrzennej tra-
jektorii potrzebne sa warunki poczatkowe: potozenie poczatkowe i war-
tos¢ wektora stycznego do trajektorii w punkcie poczatkowym. Z dru-
giej strony, rozwiazanie rownania (2.5) jest zadane przez ustalenie punk-
tu poczatkowego i zerowego czterowektora stycznego do trajektorii w
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czterowymiarowej czasoprzestrzeni. Majac wektor styczny do trajek-

torii przestrzennej mozemy wyznaczy¢ sktadows zerows czterowektora

ds

stycznego, korzystajac z réwnania (5)2 = (0. Réwnanie to ma dwa

rozwigzania dla %, otrzymujemy wiec dwie geodezyjne, ktérych rzuty
na wspohzedne !, 22, 2® zadane sa przez wyjsciowe warunki poczat-
kowe dla trajektorii trojwymiarowych i rownania Lagrange’a genero-
wane przez lagranzjany

1/ 9oo do  goo do '

Latwo zrozumieé, jaki sens ma wybor konkretnego znaku w réwnaniu
(2.14). Przepisujac réwnanie (2.9) w postaci

da® + P gt = + d!
oo V900
i wykorzystujac wyniki dotyczace synchronizacji zegarow w ogolnej teo-
rii wzglednosci [12] wnioskujemy, ze wybor znaku plus (minus) oznacza
wybor geodezyjnej propagujacej sie w przyszlosé (przesztosé) wedlug
wskazan zegaréow zsynchronizowanych wzdtuz geodezyjne;j.

Ly ==+

(2.14)

(2.15)

ii) Lagranzjan (2.12) jest jednorodna funkcja predkosci i’ = % pierw-
szego stopnia; oznacza to, ze o moze by¢ dowolna parametryzacja tra-
jektorii, niekoniecznie wyjSciowym parametrem afinicznym, wchodza-
cym do czterowymiarowej zasady wariacyjnej (2.6). W szczegolnosei,
czesto wygodnie jest wybra¢ (przynajmniej lokalnie) za o jedna ze
wspotrzednych .

Zauwazmy, ze z rownan (2.10)-(2.12) wynika, ze wspolrzedna czasowa z°

pelni role dzialania w naszym formalizmie Lagrange’a.
W przypadku dowolnego pola grawitacyjnego rownanie (2.12) przyjetoby
postac

0 = 1 . i
dl’ ﬁ (_, d—xyl'o) dl gO’L d.’lj (216)

~\"ao do g

E - N v/ 9oo do goo do’

Poréwnanie rownania (2.16) z rownaniem (A.7) z Dodatku A sugeruje, ze
zasada Fermata dla dowolnego pola grawitacyjnego moze byé¢ sformutowana
w ramach uogolnienia formalizmu Lagrange’a podanego przez Herglotza [23].
Punkt wyjscia do pokazania, ze tak w istocie jest, stanowi zasada wariacyjna
dla geodezyjnych w czasoprzestrzeni. Rownanie (2.6) mozna przepisaé¢ w po-
staci

5/Lda =0, (2.17)
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gdzie
da# 1 da* dzv .

L=1L <SE“, E) = §gluy<$)$ do ) (218)

rownanie (2.17) nalezy uzupelni¢ warunkiem (2.7), specyfikujacym geode-
zyjne zerowe. Przypomnijmy, 7ze w rownaniu (2.17) o musi by¢ parametrem
afinicznym (zdefiniowanym z doktadnoscia do transformacji afinicznej). Na-
lezy wiec udowodni¢, ze zasada wariacyjna (2.17) pozwala sformulowaé za-
sade Fermata w ramach formalizmu Herglotza. W nastepnym rozdziale udo-
wodnimy nieco ogoélniejsze stwierdzenie.

2.2 Zredukowana dynamika dla jednorodnych
lagranzjanow

Rozwazmy uktad lagranzowski o n + 1 stopniach swobody i wspotrzednych
uogolnionych

a=("¢",....d") =(¢"), p=0,1,2,..,n (2.19)
Zalozmy, ze spelnione sa nastepujace warunki:
i) lagranzjan L nie zalezy jawnie od parametru ewolucji o (,czasu”);
ii) L jest niezdegenerowany:

82L
D§rog”

} £0, =3, (2.20)

o

det [

iii) L jest jednorodna funkcja predkosci uogoélnionych ¢* stopnia 2.,

oL
'— = 2L. 2.21
" e (2.21)
Najprostszym i jednocze$nie najwazniejszym przyktadem takiego lagranzjanu
jest

1 e
L= 59w (@) d"q", det[gu (a)] #0. (2.22)
Rownania Lagrange’a, wyznaczajace trajektorie, maja postac
oL d (0L
— = — | =— =0 =0,1,2,...,n. 2.23
ogr do (8@#) oM » 2y &y T ( )
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7Z i) iiii) wynika, ze ,energia”

. ., OL
E:E(q,q):q“a—q_ﬂ—L:2L—L:L (2.24)
jest catka ruchu. Ustalmy warto$¢ energii ' i rozwazmy podzbior trajektorii
odpowiadajacych tej wartosci F,
L(q,q) =F. (2.25)
7 zatozenia, ze L jest niezdegenerowany wynika, ze g—q.LO # 0. Zatem réwnanie
(2.25) moze by¢, przynajmniej lokalnie, rozwiazane wzgledem g,

= (L TGE), 7= (a0 = (@) (2:26)
Zachodzi wiec tozsamos¢:
L(d"q.d (¢ 0.0 F).q) = F. (2:27)

Rozniczkujac tozsamosé (2.27) wzgledem ¢', ¢° oraz ¢, otrzymujemy naste-
pujace relacje:

dq° OL (0L
8¢  OL (9L\™'
o~ ~ai (o7 2
dq° OL (OL\ "
a6 =~ (o7) 0
Potraktujmy wspohrzedna uogolniona ¢" jak nowa zmienna dzialania
¢’ =5, (2.31)

pozostawiajac niezmieniong interpretacje pozostalych wspotrzednych uogol-
nionych. Zdefiniujmy tez nowy, zalezny od dzialania S (oraz ustalonej wyj-
Sciowej energii F), lagranzjan

c(saip)=d (¢ aiE). (2.32)
Rownania (2.26)-(2.32) implikujg nastepujace relacje:

0L d (oL\ ocLocL
9¢  do \9¢ ) " aSai

oL\ '/ d /oL oL
(a—q-o) (% (aqz-)‘aﬁ (2:33)

(9L (d (oL oL\ oL

q° do \ 0¢° dq° ) Oq¢+
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Z rownan (2.26), (2.32) i (2.33) wynika, ze jezeli spelnione sa wyjsciowe
rownania Lagrange’a (2.23), to zachodza rowniez relacje:

ds .
oL d [oCL\ OLOLC

A (08 L OEOL )
o¢  do (aqz> * 950¢ (2:35)

Poréwnujac rownania (2.34) i (2.35) z (A.9) wnioskujemy, ze rzuty wyjscio-
wych trajektorii, odpowiadajgcych ustalonej energii £, na wspotrzedne ¢, ...,
q", sa opisane przez zasade wariacyjng Herglotza dla lagranzjanu £, danego
rownaniem (2.32).

Odwrotnie, zatézmy ze rownania (2.34), (2.35) dopuszczaja jednoznaczne
rozwigzanie, spetniajace warunki poczatkowe

¢'(00) = g5 (2.36)
i'(00) = di (2.37)
S(00) = So. (2.38)
Uzupetiajac warunki poczatkowe przez
. d¢’(o - 5
§°(00) = qd((; ) =L (SO7QO7QO;E) 5 (2.39)
o=0(

mozemy znalez¢ (jednoznaczne wobec warunku (ii)) rozwiazanie rownan La-
grange’a (2.23). Rzut tak otrzymanych trajektorii na wspotrzedne ¢', ..., ¢"
daje rozwigzanie, z ktorego wystartowaliSmy.

2.3 Propagacja swiatla w dowolnym polu gra-
witacyjnym

Zastosujmy rozumowanie z poprzedniego podrozdziatu do lagranzjanu (2.18).
Opisana powyzej procedura prowadzi do lagranzjanu (2.12); tym razem jed-
nak zalezy on réwniez od zmiennej x°:

L 2° 7, —) = — = 2.40
( do Voo do goo do ( )

Rownania (2.34), (2.35) przyjmuja odpowiednio postac:

dz? . di
oL d /0L oL 0L
o7 do <ag;~i) o or (2.42)
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Widzimy wiec, ze do sformutowania uogélnionej zasady Fermata mozemy
zastosowaé formalizm Herglotza, identyfikujac wspohrzedng 2° ze zmienng
dziatania:

S = a°. (2.43)

Do uogélnionej zasady Fermata stosuja sie podobne uwagi jak w przypadku
zasady Fermata dla statych pol grawitacyjnych:

i) rownanie ds? = 0 definiuje dwa lagranzjany:

v/ 9oo do  goo do '

Przy zadanych warunkach poczatkowych dla trajektorii przestrzennej
(poczatkowy punkt w czasoprzestrzeni i sktadowe przestrzenne wek-
tora stycznego w punkcie poczatkowym), dostajemy dwie geodezyjne
zerowe, odpowiadajace dwoém mozliwym wyborom sktadowej czasowej
wektora stycznego do geodezyjnej w punkcie poczatkowym. Sg one opi-
sane przez rownania Lagrange’a dla lagranzjanéw L. i odpowiadaja
propagacji w przysztos¢ lub w przesztos¢ wedtug zegaréw zsynchroni-
zowanych wzdtuz geodezyjnej;

Li=+ (2.44)

ii) lagranzjan (2.40) jest jednorodna funkcja pierwszego stopnia predkosci
%. Wobec tego parametr o, pierwotnie afiniczny wzdtuz geodezyjnej,
mozna zastapi¢ dowolna parametryzacja trajektorii. W szczegdlnodei
rowniez w ogbélnym przypadku mozna, przynajmniej lokalnie, wybraé
jako parametr jedna ze sktadowych z'. Co wiecej, jest to wygodne, bo
w przypadku czasoprzestrzeni niewykazujacych symetrii, jawna cha-
rakteryzacja parametru afinicznego geodezyjnych zerowych jest nietry-
wialnym problemem [36]. Z drugiej strony, jezeli z° nie jest zmienng
cykliczna, otrzymany lagranzjan zalezy od parametru ewolucji.

Zasada Fermata dla dowolnych pol grawitacyjnych zostata podana w kilku
pracach [18-21]. Mozna ja sformulowaé nastepujaco [18,19]:

Zalozmy, ze $wiatto emitowane jest z punktu P czasoprzestrzeni i dociera
do obserwatora O w punkcie @ na jego linii §wiata A (Rys. 2.1). Oznaczmy
przez N zbioér krzywych zerowych wychodzacych z P i docierajacych do A.
Trajektoria promienia $wietlnego wyznaczona jest przez warunek, ze jest ona
stacjonarna w N.

Tak sformutowana zasada Fermata ma nastepujace znaczenie. Wybierzmy
dowolna parametryzacje 7 linii $wiata obserwatora. Kazdej krzywej nalezacej
do N odpowiada warto$¢ parametru 7 punktu przeciecia tej krzywej z .
Rzeczywista trajektoria promienia Swietlnego odpowiada krzywej, dla ktorej
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wartos$¢ 7 jest stacjonarna ze wzgledu na wariacje krzywej nalezace do zbioru
N. Innymi stowy, krzywe zerowe z infinitezymalnego otoczenia rzeczywistej
trajektorii, wychodzace z punktu P i przecinajace A, przecinaja ja w tym
samym punkcie Q.

Zo

&2

Rysunek 2.1: Geometryczna ilustracja uogolnionej zasady Fermata.

Zredukowane krzywe, odpowiadajace krzywym z infinitezymalnego sa-
siedztwa zredukowanej trajektorii promienia swietlnego, zaczynaja sie w pun-
kcie @, i konicza w 7.

Odwrotnie, rozwazmy zredukowane krzywe z infinitezymalnego sasiedz-
twa zredukowanej trajektorii promienia $wietlnego. Odpowiadaja im krzywe
zerowe, przechodzace przez punkt P. Zgodnie 7 (2.43) wspotrzedna x° iden-
tyfikujemy ze zmienng dzialania. Zasada wariacyjna Herglotza implikuje, ze
wartos¢ z° punktu koncowego, lezacego na linii §wiata ¥ = T, jest stacjo-
narna. Oznacza to, ze krzywe zerowe z infinitezymalnego otoczenia trajektorii
rzeczywistej, przecinajace linie Swiata & = ¥, koncza sie¢ w punkcie Q. Sa
to te same krzywe, co opisane powyzej w omdwieniu uogblnionej zasady Fer-
mata w wersji Kovnera [18| (gdyz wyznaczaja je jednoznacznie trajektorie
zredukowane i warunek propagacji w przod w czasie).

Istnieje jeszcze inne podejscie do zasady Fermata, oparte na zasadzie mi-
nimum Pontriagina [22|. Zasada Pontriagina zwiazana jest z formalizmem
Herglotza [27], tak 7ze wyniki otrzymane w pracy [22| mozna otrzymaé w
ramach prezentowanego tu formalizmu.
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2.4 Zasada Fermata dla czastek masywnych

Odpowiednik zasady Fermata mozna réowniez sformulowaé¢ dla czastek ma-
sywnych [18,19]. Formalizm opisany w podrozdziale 2.2 jest dostatecznie
og6lny, by obja¢ réwniez ten przypadek. Trajektorie czasoprzestrzenne cza-
stek masywnych sa rozwiazaniami rownan Lagrange’a dla lagranzjanu (2.18)

przy warunku
( )dx“ dx”

v\T)——
In do do

> 0. (2.45)

W tym przypadku parametr afiniczny o jest liniowa funkcja s; ktadac o = s
mamy
dz* dx¥

Odpowiednia funkcja Lagrange’a ma postac

dz d:L“O go; del (%)2 +1

ds ds goo ds v/ 900
Tak jak w przypadku bezmasowym, wybor znaku odpowiada propagacji w
przod lub w tyt w czasie. Z drugiej strony, w przeciwienstwie do geodezyjnych

zerowych, nie mamy tu do czynienia z niezmienniczoscia na reparametryzacje.

2.5 Formalizm Hamiltona

Zasada wariacyjna Herglotza dopuszcza sformutowanie hamiltonowskie, opi-
sane w Dodatku A. Rozwazmy najpierw przypadek propagacji czastki ma-
sywnej, ktory jest prostszy, gdyz przy braku niezmienniczosci na transforma-
cje reparametryzacji funkcja Lagrange’a L jest niezdegenerowana. 7 row-
nania (2.47) (przy wyborze L) dostajemy

da’

oL i 1 i ds
p= o= -2y ik (2.48)
(ds) doo  +/9oo /(%) +1
skad ,
dz? . .
Uy, VI gy, VIO (2.49)
ds 1 — gooll2 V1= gooll?
gdzie
_ Goi
= pi+ 2 (2.50)
A Goo _
12 = ’YUHiHj — _giJHZ,Hﬁ (2.51)
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(gdyz 47 = —g" [12]).
Korzystajac z (A.29) mozemy napisac

7 1 — H2
= e VI Gl (2.52)

ds v/ oo

Zgodnie z (A.30) rownania opisujace trajektorie czastki maja postac

dzt  OH

= o (2.53)
& on P (2:54)
da? oH

. 2.

ds pi 3pi H ( 55)

Przypadek trajektorii zerowych jest bardziej ztozony. Lagranzjan (2.40) (po-
nownie wybieramy £ = £, ) z rownaniami (2.41) i (2.42) definiujg dynamike
niezmiennicza na redefinicje parametru ewolucji (por. Dodatek C). W rezul-
tacie mamy do czynienia ze zdegenerowana funkcja Lagrange’a. Rownanie
(2.48), definiujace ped uogolniony, przybiera postaé

dzd

i 1 vias
pi=—P — Tdr (2.56)

Jgoo /Yoo %

skad wida¢, ze nie mozna wyrazi¢ predkosci C(li—‘i przez ped p;. Rownanie (2.56)
implikuje bowiem nastepujacy wiaz:

900y ILIL; =1 =0 (2.57)

Niezmienniczo$¢ na reparametryzacje prowadzi do znikania kanonicznego ha-
miltonianu

H=00

Konstrukcja formalizmu hamiltonowskiego wymaga rozszerzenia teorii Di-
raca [37] na przypadek formalizmu wariacyjnego Herglotza. Opis tego forma-
lizmu (szczegolnie w wersji hamiltonowskiej), zamieszczony w Dodatku A,
sugeruje, ze teoria Diraca moze by¢ uogolniona na lagranzjany zalezne od
dziatania. W naszym kontekscie mamy do czynienia z pojedynczym wiezem
(2.57), ktory, jako jedyny, jest oczywiscie pierwszego rodzaju. Zaktadajac,
ze w tym przypadku prosty przepis na konstrukcje formalizmu Hamiltona
dla teorii z wiezami jest poprawny, wnioskujemy, ze funkcja Hamiltona jest
proporcjonalna do lewej strony rownania (2.57) i ma postac:

H = p1 (gooy”ILIL; — 1), (2.59)

—L=0. (2.58)
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gdzie p jest odpowiednim mnoznikiem Lagrange’a. Rownania (2.53)-(2.55)
przyjmujg postac

@' =2 gooy” 1, (2.60)
pi=—p 0 (QOO’YM) eIl — 24 goo’Yklaingz
— p(I; — g;) Oo (9007“) II,IL, (2.61)
— 20 (I1; = ;) goo™ Bogwlly
% =t (907" (px — g1) T + 1) , (2.62)
gdzie
gi= 2% (2.63)
goo
W szczegblnodcei, rownanie (2.60) daje
m, — 2t (2.64)
241900
Stad i z rownania (2.57) dostajemy
1 [yaiad
n=g o (2.65)

(drugie rozwigzanie, rézniace sie znakiem, prowadzi do tych samych wnio-
skow).

Rozniczkujac po o rownanie (2.60) i wykorzystujac relacje (2.61), (2.62) i
(2.65) wnioskujemy, ze wspolrzedne z° spetniaja rownania rézniczkowe dru-
giego rzedu, réwnowazne rownaniom Herglotza

i’ =L (2.66)
oL d [OL\ 0L IL
9 do (ajﬂ) T owan (267)

Nieco skomplikowane rachunki opisane sa w Dodatku C. Konkludujac, wi-
dzimy, ze formalizm Diraca daje sie w bezposredni sposéb uogdélnié¢, przynaj-
mniej w przypadku teorii niezmienniczych na reparametryzacje, na przypa-
dek lagranzjanéw zaleznych od dziatania.

Alternatywne podejécie do formalizmu hamiltonowskiego polega na usta-
leniu cechowania. Szczeg6lnie wygodny warunek cechowania otrzymujemy
wybierajac za parametr ewolucji o jedng ze wspotrzednych, np. o = 23. W
og6lnosci, taki wybor mozliwy jest tylko lokalnie. W tym cechowaniu lagranz-
jan £ = L, przyjmuje postaé¢ (por. Dodatek C)

a . 1
:—glx“—@—i-

goo goo 1/ 900
22

Va2 + 27438 + Y33, (2.68)



przy czym sumowanie po a, b przebiega od 1 do 2. Rownania Lagrange’a
mozna napisa¢ w formie:

oL d oL oL oL

Ox? B da3 (81‘“) - 010 e - O’ a = 172 (269)
da?
s L (2.70)

W tym cechowaniu funkcja Lagrange’a zalezy na ogo6t od parametru ewolucji;
opisywany nig uktad dynamiczny jest autonomiczny, jezeli 23 jest zmienng
cykliczna.

Po ustaleniu cechowania formalizm Lagrange’a definiuje niezdegenero-
wang metryke i mozemy w standardowy sposob przejé¢ do sformutowania
hamiltonowskiego. Pedy uogo6lnione majg postac:

/yabj:b + Ya3
/900 VYead e + 2737° + Va3

oL
= 2.71
Pa= g0 = ~9at (2.71)

przy czym indeksy a, b, ¢, d przebiegaja wartosci 1,2. Réwnania (2.71) mozna

rozwiaza¢ wzgledem 1% = ii
Y33 — Y°© %3%3 ~ad ~ad
- g 2.72
% = \/goo \/ ~ o070, Hd’Y —Yd3Y (2.72)

gdzie II, sa zdefiniowane wzorem (2.50) oraz

~a 1 a.
F2 = % — 4", (2.73)

7

Wykorzystujac powyzsze relacje mozemy wyliczy¢ hamiltonian
H=1i",— L (2.74)

lub

1-— yab T1,11
=% 50, \/ goo T b (2.75)
goo v/ 9oo

Majac hamiltonian mozemy opisa¢ propagacje Swiatla w terminach formali-
zmu Hamiltona wedtug schematu opisanego w Dodatku A.
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2.6 Geodezyjne dla metryki sferycznie syme-
trycznej
Element dltugosci w metryce o symetrii sferycznej mozna napisa¢ w postaci
[44]
ds* = B(r)dt* — A(r)dr® — r*D(r) (d6* + sin” 6 d¢?) , (2.76)

gdzie A(r), B(r) i D(r) sa funkcjami bezwymiarowymi. Ze wzgledu na sy-
metrie sferyczna, geodetyki leza w ptaszczyznach przechodzacych przez po-
czatek uktadu wspotrzednych; bez zmniejszenia ogdlnosci mozemy zatozyc,
ze 0 = 7. Metryka (2.76) redukuje si¢ wtedy do

ds* = B(r)dt* — A(r)dr? — r*D(r) d¢*. (2.77)

Linie geodezyjne opisane sg réwnaniami Lagrange’a, wynikajacymi z zasady
wariacyjnej

5/Lda =0, (2.78)

L— % <B(r) (%)2 A (S—Z;)Q —2D(r) (j—f)Q> @79

a o jest parametrem afinicznym. L nie zalezy od t i ¢, co implikuje zacho-
wanie odpowiednich pedéw uogodlnionych. W rezultacie dynamika opisana
rownaniami (2.78) i (2.79) jest calkowalna, gdyz posiada trzy poissonowsko
komutujace catki ruchu H = L, p; i py, gdzie

gdzie

0L ot
oL . . d
Py = 8_¢ =—1’D(r)g, ¢= ﬁ- (2.81)

Calki ruchu zaleza od wyboru parametru afinicznego, zdefiniowanego z do-
ktadnoscia do transformacji afinicznej, 0 — ao + d. Istotny fizycznie, nie-
zalezny od wyboru o, niezmienniczy parametr zderzenia jest zdefiniowany

wzorem )
po| _ r°D(r) |d¢

D B(r) |dt|

Dla geodezyjnych zerowych L = 0 i lagranzjan (2.40) przyjmuje postac

i) T ) e
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Ze wzgledu na niezmienniczo$¢ na reparametryzacje mozemy potozyé o = ¢;

wtedy
A(r) (dr 2 r2D(r)
L=¢|—F|— . 2.84
\/B<r> (5) + 56 259
Zagadnienie wyznaczenia trajektorii zerowych sprowadza si¢ do jednowymia-

rowej dynamiki z ¢ jako parametrem ewolucji. Poniewaz L nie zalezy od ¢,
senergia” &£,

oL
E=r—-—-L 2.85
" or (2.85)
jest calka ruchu. Z (2.85) dostajemy
_p2D()
£= BQ(T) . (2.86)
A(r) ( dr r2D(r)
\/ B (%) * B0
Uwzgledniajac, ze dt = £ d¢ dostajemy z (2.82) i (2.86):
b=1&]. (2.87)
Rownania (2.86) i (2.87) daja
A(r)B(r) (dr\* LB 1 (2.88)
r*D2(r) \d¢ r2D(r)  b* '

Oznaczajac przez ro wspotrzedna punktu najblizszego centrum, mamy

B(ro) 1
D0 = (2.89)

Rozdzielajac zmienne w rownaniu (2.88) i uwzgledniajac (2.89), dostajemy

Joo= [\ (Bane () ) - e

W szezegolnodcei, dla kata odchylenia (por. rys (2.2)) otrzymujemy [44]

=2 [\ (oo (2) 1) = em

T0
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Rysunek 2.2: Geometria kata odchylenia promienia $wietlnego.

2.7 Zasada Fermata dla metryki Schwarzschilda—
de Sittera

Szczegdlnym przyktadem metryki sferycznie symetrycznej jest metryka
Schwarzschilda—de Sittera, opisujaca czarna dziure w czasoprzestrzeni ze statgy
kosmologiczna [45]. Odpowiedni element dlugosci ma postaé¢ (2.76), przy
czym (wspoOlrzedna radialna i czasowa oznaczamy odpowiednio przez R i
T):
2
B(R) = AR 1 I 3R (2.92)
D(R) =1 (2.93)

oraz A > 0 (dla A < 0 mamy do czynienia 7 przestrzenia Schwarzschilda—
anty-de Sittera). Zakladajac, ze

1
0<A< §M2, (2.94)
wnioskujemy [46,47|, ze rownanie

B(R) =0 (2.95)
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ma trzy pierwiastki rzeczywiste
R <0< Ry < Rg (296)

oraz

B(R) > 0dla Ry < R < Rs. (2.97)

Zatem miedzy dwoma horyzontami, R = Ry 1 R = R3, mamy obszar metryki
statycznej. Dla pozostalych wartosci A > 0 obszar statyczny nie istnieje [46,
47]. W dalszym ciagu bedziemy zaktadaé, ze nierownosci (2.94) sa spelnione.

Jak pokazano w poprzednim paragrafie, rownania geodezyjnych dla me-
tryki sferycznie symetrycznej sa catkowalne w sensie Arnolda-Liouville’a.
W szczegbdlnym przypadku metryki Schwarzschilda-de Sittera odpowiednie
rozumowanie, nie zakladajace, ze ruch odbywa si¢ w plaszczyznie 0 = 7,
przytaczamy w Dodatku E.

Dokonujac transformacji wspotrzednych

R =ar(1+ p)? (2.98)
T =t+((R), (2.99)
gdzie
a(t) = V3t = oHt (2.100)
M
= Tl (2.101)
de = Hh , (2.102)

dR ,
Vi B 0= -4

otrzymujemy metryke McVittie [48], [47]:
1— u\2
ds? = (H—“) dt* — (1 + p)*a®(t) (dr® 4+ r*(d6* + sinfd¢?)) . (2.103)
v

Dla M = 0 dostajemy metryke Friedmana-Lemaitre’a-Robertsona-Walkera
(FLRW). Z kolei dla A = 0 metryka McVittie przyjmuje postac

9 l—zM ’ 2 M ! 2 2 2 : 2 2
ds? = 1_,_&? de? — 1—1—5 (dr? + 7% (6 +sin* 0 d¢?)) . (2.104)

2r

Definiujac

2
p=r (1 + 2—) : (2.105)
T



mozemy przepisa¢ (2.104) w postaci

2M dp?
ds? = (1 — 7) de? — ; pQM — p? (d92 + sin26d¢2) , (2.106)
p

opisujacej standardowa metryke Schwarzschilda. Konkludujac, metryka McVit-
tie opisuje czarng dziure w rozszerzajacym sie Wszechswiecie.

Aby opisa¢ propagacje promieni §wietlnych w metryce (2.103), postuzymy
sie zasadg Fermata. Zauwazmy, ze metryka ta zalezy jawnie od czasu, wiec
nalezy zastosowac zasade Fermata w najogolniejszej postaci.

Z rownania ds® = 0 i formuly (2.103) otrzymujemy funkcje Lagrange’a
zalezna od dzialania S = t:

dt (1+pu)?

E(T,T",t) = % = ﬁa(t) V 7"2 —+ 7'2 (2107)
. dr

gdzie niezmienniczos¢ na reparametryzacje wykorzystaliSmy do wyboru kata
¢ jako parametru ewolucji, za$ niezmienniczo$¢ na obroty do wyboru ¢ = 7.
Oznaczmy

(1+p)

3
hir,t) = - a, (2.109)

tak, ze
L(r,7,t) = h(r, Vi +17. (2.110)

Roéwnania Lagrange’a w wersji Herglotza:

t=L(r,rt) (2.111)
oL d (oL OLIL
o o (§> + 5 g =0 (2.112)

daja
t = hV72 4 12 (2.113)
, Onh

. .9
ry — 2% —r° —
or

Wykorzystamy teraz uogélnione twierdzenie Noether, opisane w Dodatku A,
do znalezienia calek ruchu. Transformacja symetrii

r(i? +r?) = 0. (2.114)

G = Gi + 0 (2.115)
t—t+ 6t (2.116)
S5+ 68 (2.117)
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prowadzi do nastepujacej catki ruchu:

oL

d /
o (6t£ + (8¢; — ¢;0t) g‘,c — 53) : (2.118)
4q;

C=c¢e

o a

W naszym przypadku t — ¢, ¢ — r, S — t. Calka (2.118) ma charakter
nielokalny ze wzgledu na wyktadnik zawierajacy wyrazenie zalezace od tra-
jektorii w przedziale czasu (0,t). Jednakze, jak wyjasniono w Dodatku A,
czynnik nielokalny jest uniwersalny, niezalezny od konkretnej postaci trans-
formacji symetrii. Wobec tego, majac n niezaleznych transformacji symetrii
mozemy utworzy¢ n — 1 lokalnych catek ruchu tworzac ilorazy wyj$ciowych
catek.

Lagranzjan £ nie zalezy jawnie od parametru ewolucji ¢. Korzystajac z
rownan (A.23)—(A.26) widzimy, ze transformacja

5 =1 (g—;ﬁ = 0) (2.119)
5r =0 (2.120)
5t =0 (2.121)

jest transformacja symetrii. Rownanie (2.118) daje wiec

OR
L (ﬁ — 7’"8—£> : (2.122)

C’lze

C—w

or

czyli
4
— [ GiVitrtdg hr?

Ci=e 0 _— 2.123
1 VA (2.123)
Rozwazmy z kolei transformacje
ot =71 (= const) (2.124)
A
or = —Hrr = —4/ 37T (2.125)
0¢p = 0. (2.126)

Ponownie rownania (A.23)—(A.26) implikuja, ze jest to transformacja syme-
trii. Odpowiednia caltka ruchu (2.118) ma postac

—¢%d¢
Cy=ce i % (,c_Hrg—E,—1) (2.127)
r
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lub jawnie

 on sz .
- [ 9P e2de ( Hh
Cym—e 1 (# + 1) . (2.128)
lloraz catek C i O jest lokalng catka ruchu
: JrZ 2
SIS NS (0 I A g (2.129)
4 r hr?

Wykorzystujac rownania (2.113), (2.114) tatwo sprawdzi¢, ze C jest rzeczy-
wiscie catkg ruchu, C' = 0.
Réwnania (2.100), (2.101) i (2.113) implikuja

Y =] (2.130)
W

r
skad wynika, ze

o2 mr= LT ey (2.131)
(14 p)°
Prawa strona rownania (2.131) pokrywa sie z caltka ruchu otrzymang w Do-
datku F bezposrednio z réwnan ruchu we wspotrzednych statycznych.
Pierwotny uktad réownan ruchu (2.107), (2.108) sprowadza sie wiec do
uktadu dwoch réwnan pierwszego rzedu:

t=hVr2 +r2 (2.132)

Hi —
qr VU o (2.133)
r hr?

Rownania (2.132), (2.133) daja sie scatkowaé przez kwadratury. Zauwazmy
najpierw, ze wynikajaca z nich catka (2.131) prowadzi do réwnania pierw-
szego rzedu w p, ktore catkujemy przez rozdzielenie zmiennych, otrzymujac
funkcje p = pu(¢). Wprowadzajac zmienna

T=Inr (2.134)
mozemy przepisa¢ rownanie (2.133) w postaci
Hi + F(u)V7 +1=0C, (2.135)

gdzie
gy — 2= )
W) =3 1o
M (1+ p3)
jest znang funkcja ¢, F(¢) = F(u(4)). Rownanie (2.135) jest rownaniem al-
gebraicznym dla 7. Rozwigzujac je wzgledem 7 i catkujac, dostajemy funkcje

(2.136)
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r = r(¢). Nastepnie, podstawiajac p = p(¢), r = r(¢) do rownania (2.132)
przepisanego w postaci

. 1 3
A iy 2, (2.137)

I —p

znajdujemy funkcje t = t(¢).

W rozpatrywanym przypadku mamy do czynienia z uogélnieniem Her-
glotza formalizmu Lagrange’a. Nie jest to jednak przypadek najogolniejszy,
gdyz przejscie do wspotrzednych sferycznych (por. (2.98), (2.99)) sprowadza
zagadnienie do standardowych réwnan Lagrange’a.

2.8 Metryki z symetriag aksjalng

Rozwazmy bardziej ogblny przypadek metryki o symetrii aksjalnej. Ograni-
czymy sie przy tym do ruchu w plaszczyznie rownikowej i rozwazymy metryke
postaci

ds* = B(r)dt* — A(r) dr* — r’D(r) d¢? + 2r F(r) dt d¢. (2.138)

Duza czesé dyskusji dotyczacej przypadku sferycznie symetrycznego mozna
powtorzy¢ dla metryki aksjalnie symetrycznej. Lagranzjan opisujacy ruch po
geodezyjnych ma postac

L=; {B(r) (3—2)2 —Ar) (j_;) o) (%f (2.139)

dt de
+2TF(’I")$£} s

gdzie o, jak zwykle, jest parametrem afinicznym. Posta¢ L implikuje istnienie
dwoch catek ruchu:

oL dt do
= = B(r)— F(r)— 2.140
oL 9 do dt
= =—r°D(r)— F(r)—. 2.141
po= 5y = DO, + 0N (2.141)
Inwariantny parametr zderzenia ma teraz postac
—r2D(r) + rF(r)L
g (d)t s | (2.142)
Dt B(r)gs +rF(r)
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Zasada Fermata nadal obowigzuje, wiec wyliczajac dt z réwnania ds? = 0
dostajemy zasade wariacyjna w postaci

5/£dgb =0, (2.143)
gdzie
—rF(r) 1 dl
L= + — 2.144
Br) /B0 ¥ (214
z elementem dlugodci przestrzennej postaci
2F2
di? = A(r)dr* + (7*D(r) + ) de*. (2.145)
B(r)
Lagranzjan £ nie zalezy jawnie od ¢, wiec energia”’ jest zachowana
» oy — % .
2 2 F2(r)
) rD(r) + r* 5
g=s25 _p_TE0) R (2.146)

o~ B(r) \/m\/A(r)f2+T2D(T)+%

jest calkg ruchu.
Tak jak w przypadku sferycznie symetrycznym, relacja dt = £d¢ impli-
kuje
b=IE|. (2.147)

Rozdzielajac zmienne w rownaniu (2.146), otrzymujemy rownanie trajektorii
r = r(¢). Calkujac rownanie o rozdzielonych zmiennych po r, otrzymaliby-
$my odpowiednik wyrazenia (2.91) na kat odchylenia promieni $wietlnych w
czasoprzestrzeni o symetrii aksjalnej. Nie bedziemy go tu przytacza¢, gdyz
jest dos¢ skomplikowany.

Przyktadem metryki aksjalnie symetrycznej jest metryka Kerra, opisujaca
obracajaca sie czarng dziure. W terminach zmiennej u mamy

1

Alu) = e (2.148)
B(u)=1-2u (2.149)
D(u) =1+ Z—Zum + 2u) (2.150)
F(u) = L (2.151)

m

32



Korzystajac z tych relacji mozemy rownanie (2.146) przeksztalci¢ do postaci

2
1—2u+ k—ZuQ) ( k2 L2 2
-2 ( m 3 2, M
Wl = . 2(1——)u—(1——2)u +—2>, (2.152)
(R N )" e
co pokrywa sie z rownaniem (11) z [49]. W nastepnym rozdziale wykorzy-

stamy (2.152) do policzenia kata odchylenia promieni $wietlnych w metryce
o symetrii aksjalnej.
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Rozdzial 3

Trajektorie promieni Swietlnych
przy duzym parametrze zderzenia

Zajmiemy sie teraz przyblizonym opisem trajektorii promieni $wietlnych w
przypadku, gdy tzw. niezmienniczy parametr zderzenia ma duza wartos$é
(np. w poréwnaniu z promieniem horyzontu). Réwnania ruchu, wynikajace
z zasady Fermata, sprowadzaja sie wtedy do réwnan opisujacych dynamike
nieliniowego oscylatora. Te ostatnie mozna rozwiazywaé perturbacyjnie. Jak
wiadomo [50-52| (por. réwniez Dodatek D), bezposrednie zastosowanie ra-
chunku zaburzen prowadzi do pojawiania sie tzw. cztonéw rezonansowych.
W rezultacie otrzymujemy rozwigzania w postaci szeregdéw, ktorych wyrazy
zawieraja wielomiany w parametrze ewolucji. Odpowiednie rozwigzania przy-
blizone, wynikajace z ograniczenia sie do pierwszych wyrazow szeregu per-
turbacyjnego, dajg rozsadne przyblizenie tylko dla matych wartosci parame-
tru ewolucji. Rachunek zaburzen mozna poprawi¢, modyfikujac go metoda
Lindstedta—Poincarégo [50-52] (Dodatek D), ktorego istota jest eliminacja,
w kazdym rzedzie rachunku zaburzen, cztonéw rezonansowych przez wziecie
pod uwage poprawek do czestosci oscylacji.

Zastosowanie metody Lindstedta—Poincarégo pozwala na elegancki opis
asymptotycznych trajektorii promieni $wietlnych.

3.1 Metryka sferycznie symetryczna
Punktem wyjscia jest metryka (2.77), opisujaca sferycznie symetryczna cza-
soprzestrzen (jak zwykle, ze wzgledu na symetrie sferyczna mozemy zatozyc,

ze ruch odbywa si¢ w plaszczyznie réwnikowej, § = 7). Odpowiednia funkcja
Lagrange’a L, wynikajaca z zasady Fermata, zdefiniowana jest rownaniem
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(2.84). Z roéwnani (2.86) i (2.87) otrzymujemy

A(r)B(r)i*  B(r) _ 1
D%(r) r*  r2D(r) b* (3.1)

Zauwazmy, ze w réwnaniu (2.132) wystepuja tylko stosunki 4 i £. Wynika
to z faktu, ze geodezyjne zerowe sg konforemnie niezmiennicze, wiec pokry-
waja sie (z doktadnoscia do reparametryzacji) z geodezyjnymi zerowymi dla
metryki ds? = D~!(r)ds?®. Wprowadzajac nowa zmienng

U= (3.2)
Agzi()r) = A(u) (3.3)
B0) _ g, (3.4)

mozemy napisa¢ rownanie (3.1) w postaci
i 2 27 m?
A(u)i” +u*B(u) = h (3.5)
Przypadek duzego parametru zderzenia, b*> > m? oznacza, ze
2
m
o <L (3.6)

Zacznijmy od metryki Schwarzschilda. Wtedy

Alw) =1 3.7)
B(u) =1-2u 8)
i calka ruchu (2.132) przybiera postac¢
w  our o, om?
— 4 D= 3.9
2 T TV T (3.9)
i jest rébwna energii ruchu jednowymiarowego w potencjale
L 3
V(u) = Fu —u (3.10)
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(przy czym kat ¢ jest tu parametrem ewolucji). Rozniczkujac (3.9) po ¢
otrzymujemy roéwnanie ruchu (ktore, oczywiscie, mozna réwniez otrzymac z
lagranzjanu L):

i +u — 3u* = 0. (3.11)

Potencjatl V(u) przedstawiony jest na Rys. (3.1).

v

W=
DO [—=

Rysunek 3.1: Potencjal V(u) odpowiadajacy metryce Schwarzschilda.

Energia 55 0dp0w1ada obszarowi oscylacyjnemu, jezeli 55 < ( < %
Dla matych wartosci u, V(u) ~ —u i z rownania (3. 9) Wynlka ze u® S T
Zatem w granicy duzego parametru zderzenia, b* > m?, u < 1, mamy do czy-
nienia z malymi oscylacjami. Mozemy wiec zastosowaé metod@ Lindstedta—
Poincarégo do znalezienia rozwiazania réwnania (3.9) w postaci szeregu per-
turbacyjnego w malym parametrze 7'. W naszym przypadku wy = 1, ap =
-3, a, = 0 dlan > 2, w oznaczeniach z Dodatku D. Rownania (D.18)-(D.21)
daja nastepujace wyrazenie dla u z doktadnoscia do wyrazow czwartego stop-

N\_/
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nia w amplitudzie a:

2

u =a cos(we) + %(3 — cos(2we)) + %a?’ cos(3wq)

| 2 : (3.12)
+ §(57 -3 cos(2we) — B cos(4wg)).
w:1—§a2 (3.13)

7 rozwazan opisanych w Dodatku D wynika, ze aby otrzymac¢ u z doktadno-
Scig do wyrazow czwartego stopnia w a, wystarczy zna¢ w z doktadnoscia do
wyrazow trzeciego stopnia. Co wiecej, wspolczynnik przy a® w rozwinieciu
czestosci w znika.

Fizycznie istotnym parametrem nie jest a, lecz 7. By powigzac te dwie
wielko$ci zauwazmy, ze 4y = U(¢ = 0) = 0. Zatem rownanie (3.9) daje

1 m?
Z drugiej strony, ktadac ¢ = 0 w (3.12) dostajemy
3 27
2 3 4
= — —a". 3.15
U a+a—i—16a+8a (3.15)
Eliminujac uo z (3.14) i (3.15) otrzymujemy zwiazek miedzy a i 3
m 37 /m\3
et 1
=5 +15(7) (3.16)

z doktadnoscig do wyrazow czwartego stopnia. Podstawiajac (3.16) do (3.12)
otrzymujemy rownanie trajektorii u = u(¢) wyrazone w terminach fizycznego
parametru .

Zauwazmy, ze w przeciwienistwie do naiwnego rachunku zaburzen [38],
[39], metoda Lindstedta—Poincaré poprawnie odtwarza okresowo$¢ ruchu w
potencjale (3.10). Mamy do czynienia z malymi drganiami zmiennej dyna-
micznej u. Bezposredni sens fizyczny ma obszar u > 0; §ledzac jednak zmien-
nos¢ u w przeciggu jednego okresu wnioskujemy, ze trajektorie promieni
Swietlnych tacza sie w naturalny sposéb w grupy opisywane przez konkretng
trajektorie nieliniowego oscylatora.

Jako prosty przyktad zastosowania policzymy kat odchylenia § promienia
Swietlnego z doktadnoscig do wyrazow trzeciego stopnia w 5. Odpowiednig
geometrie obrazuje Rys. 2.1. Z rysunku tego wynika, ze

§ = 2o — T, (3.17)
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przy czym kat ¢, wyznaczamy z rownania r(¢s) = 00, czyli

w(¢oo) = 0. (3.18)

Kladac cos(wos) = y dostajemy 7 (3.12)

3 ( . (43 55 1
9 — ) + a4 — (22 _ 2.2 L4\ _g 1
y+ a( y)+16a(y 3y) +a 1Y oY 0. (3.19)

Rozwiagzanie tego réwnania, dazace do 0 przy a dazacym do zera, z dokltad-
noscig do wyrazow trzeciego stopnia w a, ma postac

63

y=—2a— ga:}. (3.20)
Ktadac
Whoo = g +A (3.21)
mamy
63
sin A = 2a + ga?’. (3.22)

Dla a < 1 mamy A < 1, sin A ~ A — £A? i rownanie (3.22) daje

221
A ~ 2+ —ad. 2
a -+ 24a (3.23)

Zatem, z doktadnoscia do wyrazéw trzeciego rzedu

2A 221 15
5:2¢OO—7[':7T+ —r~ (T4 da+ ==a? 1+ —a*) -7
w 12 4
157 401
~Adg 4+ g2+ g8 24
a+ 1 a” + B a (3.24)
lub, uwzgledniajac zwiazek (3.16) miedzy a i 7,
m  15m /mN\2 128 /m)\3

o 1T () 128 gy .
v 1 ) TG (3.25)

w zgodzie z rezultatem otrzymanym w [53|, przez rozwiniecie w szereg w
calki eliptycznej otrzymanej z rozdzielenia zmiennych w réwnaniu (3.9).

Jako drugi przyktad rozwazmy metryke Reissnera—Nordstroma, opisujaca
natadowana czarna dziure. Ma ona posta¢ (2.77) z

m
b

B(r) = Aér) =1- 2Tm + z—z, D(r) =1, (3.26)
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gdzie ¢ jest tadunkiem czarnej dziury. Z (3.3) i (3.4) otrzymujemy
~ ~ q2
A(u)=1, B(u)=1-2u+ —2u2. (3.27)
m

Calka ,energii” (3.9) przybiera postac

W our g\2ut  m?
o2 ) = 3.28
> T3 “+<m>2 202’ (3.28)
za$ rownaniem ruchu jest
2 q\?
i+ u—3u +2(—> WP = 0. (3.29)
m

Ponownie mamy do czynienia z jednowymiarowym ruchem w potencjale

1 1 2
V(u) = §u2 —u® + 5 (%) u' (3.30)

Czarna dziura istnieje, gdy (%)2 < 1; w przeciwnym przypadku mamy do
czynienia z tzw. naga osobliwoscig. Ksztalt potencjalu pokazany jest na ry-
sunku (3.2); uy i u_ odpowiadaja zewnetrznemu i wewnetrznemu horyzon-

towi: - (%)2 (1 e (%f) . (3.31)

Dla matych wartosci 7, V' (%) < Vhiu < uy mamy do czynienia z matymi
drganiami anharmonicznymi.

Rownanie (3.29) opisuje oscylator nieliniowy, przy czym, w oznaczeniach z
Dodatku D

2
a=wi=1, ay=-3, a3:2<%>, a, =0, n>4 (3.32)
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Vo

Rysunek 3.2: Potencjal odpowiadajacy czarnej dziurze Reissnera—
Nordstroma.

7 doktadnoscia do wyrazéw czwartego stopnia w a, rozwigzanie rownania
(3.32) ma, zgodnie z (D.18)-(D.29), postac
2

% (3 — cos(2wo)) + a® (% + % (%)2) cos(3wg)

57 15 7 q\?2 59 31 /q\?2
+ (§ - (E) ) at + (_E + 15 (E) ) a*cos(2we)  (3.33)
1

_ (1_16 oo (%)2) a* cos(4wa).

Zwiazek miedzy czestoscig i amplituda, z doktadnoscia do wyrazéow trzeciego
stopnia, przybiera na mocy (D.24), (D.26), (D.28), postac

N

Wykorzystujac fakt, ze ponownie 4y = (¢ = 0) = 0 dostajemy z (3.28)

u =a cos(we) +

2 2
w2 — 23+ (%) uh = (3.35)
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Z drugiej strony, ktadac ¢ = 0 w (3.33) mamy

3 1 /q\2 27 15 1 q\?
2 3 4
to=ama (16 16 (m) )a < 8 8 (m) )a ' (3:36)

Eliminujac ug z (3.35) i (3.36), dostajemy uogoélnienie relacji (3.16):

(@) e

Podstawiajac wyrazenie na a do (3.33), otrzymujemy réwnanie trajektorii

u = u(¢), wyrazone w terminach fizycznego parametru 7.

Ponownie kladac y = cos(wods) dostajemy z (3.33) rownanie

y+a2—y°) +d (1% + % (%)2) (4y° — 3y)
(TR0 GRG0 e

L 1 /q\? 4 2
(== (L C82 1) =0,
(16+16<m>>(8y 8y°+1) =0

Rozwigzujgc z doktadnoscia do wyrazéow proporcjonalnych do a?, otrzymu-

jemy
63 43 /1 q\2
= 2 ———(—> 3 3.39
yo o ( s 8 \m ) ¢ (3.39)
lub, kladac y = —sin A ~ —A 4+ A%
221 43 /g \?
A=2q+ (222 (—) 3, 4
a+ < 78 \m ) a (3.40)
Stad dla kata odchylenia mamy
2A
5:7T+ -
w

- <7r + da + (% - % (%)2) a3> (3.41)
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Stad i z (3.37) dostajemy ostatecznie

m 15 37/ g\2\ /m\?2 128 g\2\ /m\3

=4(3)+ (z—z(a) ) (7) +(?—16(a) ) (3)

(3.43)
zgodnie z wynikiem otrzymanym w [53] (i innych publikacjach).

Zauwazmy, ze w drugim rzedzie w 5 wklad tadunku do wyrazenia na
kat odchylenia wynika wytacznie z zaleznosci czestosci od amplitudy drgan
(taka zaleznosé jest charakterystyczna cecha drgan nieliniowych). Bierze sie
to stad, ze wspoOtczynnik a3, w ktorym pojawia sie zaleznos¢ od tadunku,
wystepuje w drugim rzedzie tylko w poprawce do czestosci (por. (D.26)).

3.2 Metryka o symetrii aksjalnej

Rozwazmy teraz propagacje promieni $wietlnych w plaszczyznie rownikowej
czarnej dziury Kerra. Z rownania (2.147) mamy

E=s|E| =sb, s=sgné. (3.44)

Rownanie (2.152) mozemy napisa¢ w postaci

_ sk\2 2 2
R [2(1‘@)2“3

Cemegp) [\ mo

m
] sk\? ymy2 9 m 2

B _(E> () )=+ (5) |-
Bezposrednie zastosowanie metody Lindstedta—Poincarégo jest utrudnione
faktem, ze rownanie ruchu otrzymane ze zrozniczkowania (3.45) po ¢ zawiera
jako wspolcezynniki funkcje matego parametru 7. Mozna go wyeliminowac
korzystajac z calki energii (3.45). Wtedy jednak pojawia sie algebraiczne
funkcje u i u; taka posta¢ réwnania Lagrange’a wynika tez bezposrednio z
formy lagranzjanu (2.144). Mozna je rozwina¢ w szereg potegowy w u i a,
lecz otrzymane réwnania, reprezentujace kolejne przyblizenia w parametrze
7, trudno analizowa¢ systematycznie metoda Lindstedta—Poincarégo. Posta-
pimy wiec inaczej, rozwijajac bezposrednio prawa strone (3.45), rozniczkujac

po ¢ i stosujac algorytm Lindstedta—Poincarégo.

Zakres ruchu mozemy wyznaczy¢ z warunku @ = 0. Dla uproszczenia
zapisu wprowadzmy oznaczenia

(3.45)

k
i % <1. (3.46)



Rownanie (3.45) przyjmuje postacé
o (1=2u+02u?)? (2 (1 — af)?u® — (1 — a?B2)u? + 52) (3.47)
u = : .
(1= 2u(1 - ap))’
Warunek 4 = 0 implikuje znikanie jednego z dwo6ch nawiaséow w liczniku
po prawej stronie (3.47). Znikanie pierwszego prowadzi do wartosci r rzedu
promienia horyzontu; znikanie drugiego daje u ~ O (%), wiec opisuje obszar
asymptotyczny. Zatem u nalezy potraktowaé jako wielkosé rzedu 5. Uwzgled-
niajac ten fakt i rozwijajac prawa strone (3.47) z dokladnoscia do wyrazéow
piatego rzedu w [ otrzymujemy

0?2 = 2u® — u? + 5% + 362 8% — 4a8Pu — 2%t
242, 3 3 2 (3.48)
+ 6a” % u” — 8afu”.

Rozniczkujac po ¢, dostajemy rownanie ruchu w postaci
i+ u = 3u® + 30 5%u — 208° — 40*u® + 902 B*u? — 8afiu (3.49)
lub, oznaczajac jak w Dodatku D,
T =wo (3.50)

2

wQ% +u = 3u® + 302 f*u — 2a8% — 4a*u® + 90’ B*u? — 8aBu.  (3.51)
Roéwnanie to rézni sie od dyskutowanego w Dodatku D tym, ze wspolcezyn-
niki stojace przy kolejnych potegach szukanej funkcji zawieraja maly para-
metr § = 7. Podstawowa idea, by unikna¢ cztonéw rezonansowych przez
nierozwijanie w szereg czestosci stojacej w argumencie funkcji trygonome-
trycznych, pozostaje jednak dalej w mocy. Ulega natomiast modyfikacji uktad
rownan (D.18)—(D.29) (z Dodatku D) wyznaczajacych kolejne przyblizenia.
Aby otrzymaé¢ poprawne réwnania, rozwijamy u i w w szereg w parametrze
B. Poniewaz rownanie (3.49) jest przyblizeniem z dokladnoscia do wyrazow
czwartego stopnia, odpowiednie rozwiniecia maja postac

U=1u; + Uz +us+ug+ ... (352)
w=1+w; +wy+ws+ ... (3.53)

Parametrem rozwiniecia jest teraz (3, a nie amplituda matych drgan, algorytm
opisany w Dodatku D ulega wiec pewnej modyfikacji: do standardowego roz-
wigzania rownania oscylatorowego rozwazanego w n-tym rzedzie przyblizenia
dopisujemy rozwiazanie ogdlne A cos 7 réwnania jednorodnego i wyznaczamy
stata A z calki energii (3.47) wypisanej w n + 1-szym rzedzie.
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Podstawiajac (3.52) i (3.53) do (3.51), poréwnujac wyrazy przy 3, 5%, 5% i
B4, nakladajac warunek braku czlonéw rezonansowych i wyznaczajac wspol-
czynnik A z calki energii (3.47) (rozpatrzonej z dokladnoscia do wyrazow
piatego stopnia w ) dostajemy:

uy =0 cosT (3.54)
52
U :?(3 — cos(27)) (3.55)
37 3a? 3 2
ug = (E + %) B cosT — 208 + <E + %) 3% cos(37) (3.56)
225  21a? 1
_ 4 249 Cato2
ug = — 10" cos T + ( 16 + 3 ) ( 6+ 5¢ > cos(27)
1 a?\
(=L 4 .
(16+ 8)/8 cos(47) (3.57)
15 3
w =0, wy= —Zﬁ . w3 = 10ap”. (3.58)

Wracajac do pierwotnych oznaczen, mozemy napisa¢ rownanie trajektorii
m.

promienia $wietlnego z dokladnoscig do wyrazow trzeciego stopnia w 4

sk /m

u = % cos(wo) + % <%>2 (3 — cos(2wg)) — 2% (3)3

() G o (3)

(R E) 6 (i ()

1 1/k\? 4
- (E*g(a> ) 7)) costhur)
oraz
15 /m\2 sk /m\3
w=1-7(5) 10 () (3.60)

Mozemy teraz powtoérzy¢ rozumowanie prowadzace do wyznaczenia kata od-
chylenia w przypadku metryki sferycznie symetrycznej. Kladac y = cos(wooo)
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dostajemy:

2
ﬁy+ﬁ2(2—y2)+(i—g+3%>53 — 203 + (6 a)4y - 3y)

225  2la?
—10aﬁ4y+<16 )54 ( 2) (2y% — 1)

<116 ) B (8y* —8y* +1) =
(3.61)

Powyzsze réwnanie, poprawne z doktadnoscia do wyrazow czwartego stopnia
w [, pozwala wyznaczy¢ y z dokladnodcia do wyrazow trzeciego stopnia w
B. Jest tak dlatego, ze y jest wielkoscig rzedu 5, y = O(f), a lewa strona
zawiera tez wyrazy niezalezne od y, stopnia co najwyzej czwartego w 5. W
rezultacie dostajemy

y=—2B+2ap* - (% + 2a2) 3. (3.62)

Ktadac znowu wo = 5 + A, otrzymujemy z dokladnoscia do wyrazoéw trze-
ciego stopnia w 3

A =28 —2a83% + (%3 + 2a2) B3, (3.63)

co pozwala obliczy¢ kat odchylenia

T+ 2A
w

5= — (3.64)

Korzystajac z (3.60) oraz (3.63) i wracajac do pierwotnych oznaczen (por.
(3.46)), dostajemy

(3.65)

w petnej zgodnosci z wynikiem otrzymanym innymi metodami [49].

Warto zauwazy¢, ze wartosci katéw odchylenia dla r6znych metryk, zapre-
zentowane powyzej, otrzymaliémy metoda czysto algebraiczng, bez koniecz-
nosci obliczania calek czy rozwijania w szereg Fouriera funkcji eliptycznych.
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Rozdzial 4

Calkowalna dynamika z zasady
Fermata dla metryki Kerra

4.1 Stala Cartera

Ponizej zajmiemy sie problemem opisu propagacji promieni §wietlnych w
metryce Kerra; otrzymane wyniki nietrudno uogélni¢ na metryke Kerra—
Newmana, lecz dla uproszczenia rozpatrzymy tylko przypadek metryki Kerra.
Metryke Kerra w ptaszczyzZnie réwnikowej, wyrazong przez zmienng u, zde-
finiowana roéwnaniem (3.2), opisuja rownania (2.138) oraz (2.148)—(2.151).
Petna metryka, nie ograniczona do plaszczyzny réwnikowej i wyrazona w
pierwotnych zmiennych ¢, r, ¢, § ma postaé¢ (wspotrzedne Boyera—Lindquista)

ds® = gy dt* + gpr dr® + gop A0 + gy A + 294 dt dop (4.1)
gdzie
A — Kk%sin® 0
= B (4.2
2
P
o 43
grr = =% (4.3)
goo = —p’ (4.4)
sin (Ak?sin® 0 — (r? + k?)?
G = ( 7 ) (4.5)
—ksin® 0(r? + k? — A)
Gt = 7 (4.6)
A=r?—2mr+k* p*=r?+Ek*cos?h. (4.7)

Trajektorie promieni §wietlnych opisujg rownania Lagrange’a wynikajace
z funkcji Lagrange’a (2.18), uzupelione warunkiem (2.7). Lagranzjan (2.18)
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nie zalezy jawnie od parametru afinicznego o, co prowadzi do zasady za-
chowania ,energii” F = L (= 0); zmienne ¢ i ¢ sa cykliczne, wiec p; i py
sg catkami ruchu. Rozwazany ukiad ma 4 stopnie swobody, wiec aby byt
calkowalny w sensie Arnolda—Liouville’a, potrzebna jest jeszcze jedna catka
ruchu, pozostajaca w inwolucji z pozostalymi (i, oczywiscie, funkcjonalnie
niezalezna) [54]. Caltkowalnos¢ w sensie Arnolda-Liouville’a gwarantuje, ze
roOwnania ruchu sa rozwiazywalne przez kwadratury.

Czwarta calka ruchu, zwana staly Cartera, zostala znaleziona w pracy
[40]. Odpowiednie zmienne kat-dziatanie analizowano w [55], [56], za$ catko-
wanie rownan ruchu opisano, na przyktad, w [57], [58], [59]. Geometryczny
sens statej Cartera opisano w [60|, gdzie powiazano ja z istnieniem tensora
Killinga. W ramach formalizmu hamiltonowskiego tensor Killinga jest zwia-
zany z symetrig opisana przez transformacje kanoniczne nie redukujace sie
do punktowych.

Wyrazenie na stala Cartera otrzymano w [40] poprzez separacje zmien-
nych w rownaniu Hamiltona—Jacobiego. Standardowo para zmiennych ka-
nonicznie sprzezonych separuje sie w réwnaniu Hamiltona—Jacobiego, jezeli
wchodzi do hamiltonianu w postaci jednej funkcji [52]. Odpowiednia stala
separacji jest wtedy catka ruchu. W przypadku catki Cartera sytuacja jest
nieco inna. Odpowiedni hamiltonian (we wspotrzednych Kerra-Newmana)
ma strukture H = p%, gdzie h ma forme dopuszczajaca standardowa sepa-
racje zmiennych. Réwnanie Hamiltona—Jacobiego, H = E, pomnozone przez
p? przyjmuje forme h — Ep? = 0, ktora pozwala rozdzieli¢ zmienne. W tej
postaci mozna je interpretowaé jako rownanie Hamiltona—Jacobiego dla no-
wego hamiltonianu h — Ep?, odpowiadajace zerowej energii. Pierwotna ener-
gia E wchodzi wiec jako parametr do nowego hamiltonianu. Jest to przyktad
tzw. metamorfozy stalej sprzezenia, wprowadzonej przez Hietarinte i in. w
pracy [42] i rozwinietej w [41]. Ponizej zastosujemy te metode do zredukowa-
nej dynamiki, wynikajacej z zastosowania zasady Fermata do metryki Kerra.

4.2 Calkowalnos¢ dynamiki wynikajacej z za-
sady Fermata

Rozwazmy trajektorie promieni $wietlnych w metryce Kerra (4.1)-(4.6). Me-
tryka Kerra opisuje stacjonarne pole grawitacyjne, wiec formalizm Herglotza
sprowadza sie¢ do standardowego formalizmu Lagrange’a-Hamiltona. Odpo-
wiednia funkcja Lagrange’a (por. rozdzial 2.8) ma postac¢

d do\? dr\? do\?
L= —Gt¢£ + \/(Gf¢ — Gy) (d—i) — Gy (é) — Gy (@) , (48)
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gdzie Gy = gtt , Gy = %, G =22, Gy = Zif L, jak wskazano poprzed-
nio, jest Jednorodnald funkcja predkosci pierwszego stopnia, wiec dynamika jest
niezmiennicza na reparametryzacje. Wygodnym warunkiem cechowania jest,
jak wskazaliSmy w rozdziale 2.8, 0 = ¢. Ustalajac w ten sposéb cechowanie

dostajemy z rownania (4.8)

L= Gy + /(G2 — Gug) — Cri® — Goh? (4.9)

gdzie kropka oznacza ro6zniczkowanie po ¢. Otrzymany uktad z dwoma stop-
niami swobody, 7 i 6, jest niezdegenerowany. Mozemy wiec w standardowy
sposob przejé¢ do formalizmu Hamiltona. Odpowiednie pedy uogélnione maja
postac:
by = g_? _ Gt . (4.10)
T (G = Gag) — G — Gyl

oL —Glyoh
Po=— =

00\ [(G2 — Gog) — Crrt? — Gy, 62

(4.11)

za$ hamiltonian przyjmuje forme:

H_TE_'_H%_L Gt(b—q/ t¢_G¢¢ \/ 0. (412)

Ten dwuwymiarowy uktad dynamiczny posiada jedng oczywista catke ru-
chu, hamiltonian H. Aby wykaza¢, ze uktad jest catkowalny w sensie Arnolda—
Liouville’a, potrzebujemy jeszcze jednej caltki ruchu. Wyjsciowy lagranzjan
L, rébwnanie (2.18), definiuje w przypadku metryki Kerra uktad catkowalny.
Calka ,energii” L = 0 definiuje lagranzjan L, a stosunek pedéw uogolnio-
nych, sprzezonych ze zmiennymi cyklicznymi ¢ i ¢, definiuje calke H = &
(oddzielnie oba pedy zaleza od wyboru (z dokladnoscia do transformacji afi-
nicznej) parametru afinicznego). Pozostaje wiec catka ruchu odpowiadajaca
statej Cartera [40]. Poszukujemy zatem odpowiednika catki Cartera dla dy-
namiki zdefiniowanej przez hamiltonian (4.12). Posta¢ hamiltonianu (4.12)
nie pozwala bezposrednio wnioskowac, ze odpowiednie rownanie Hamiltona—
Jacobiego dopuszcza rozdzielenie zmiennych. Mozemy jednak wykorzystac¢
formalizm opisany w [41], bedacy uogolnieniem metody metamorfozy sta-
tej sprzezenia [42]|. Formalizm wprowadzony w [42] jest opisany w zarysie w
Dodatku F.

Punktem wyjscia przy zastosowaniu tego formalizmu do rozwazanego
tu przypadku jest obserwacja, ze hamiltonian H, zdefiniowany rownaniem
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(4.12), spetnia rownanie kwadratowe

~ ~ 2 2
H? = 2G i, H + Gy — (G2 — Gay) ( gr + g—e) —0, (4.13)
rr 00

co pozwala wyrazi¢ H poprzez H2:

~ /2 G2 - @G 2 2
- Gw (G ¢¢)(pr+p9). (4.14)

TG, 3G, 2Gn,  \Gw | G

Naszym celem jest zastapienie wyjsciowego hamiltonianu (4.12) poprzez ha-
miltonian zdefiniowany réwnaniem (4.14). Zgodnie z rozumowaniem opisa-
nym w Dodatku F, mozna tego dokonaé¢ traktujgc wyraz ﬁQ, stojacy po
prawej stronie rownania (4.14), jako parametr (czyli jako staly sprzezenia).
Mozemy jednak osiggnaé wiecej. Rownanie (4.14) staje sie osobliwe w gra-
nicy Schwarzschilda k& — 0, gdyz wtedy Gy — 0. Mozemy pozby¢ sie tej
osobliwosci, stosujac nieco bardziej wyrafinowana forme metamorfozy sta-
lej sprzezenia. W tym celu przepiszmy najpierw rownanie (4.14) w jawnej
postaci, wykorzystujac (4.2)-(4.6):

. —A ,
= ——— + k*sin? 0
= v —A) <p9 Tamzg T )
~ (4.15)
- A2 - E272 - (r? + k2)?
k(2 + k2 — A) \Ir T A AT )
Zgodnie z rezultatami opisanymi w Dodatku F rozwazmy hamiltonian
1/, KX (r?+k?)? 1 9 A2 9 . 9
== — — — ——— + k“sin“ 0
=3 (p" A2 AT ) Taa \Pe T gz T (4.16)
Me(r2 + k2 — A) '
+ Az + A

Kladac A = H i rozwiazujac rownanie (F.3) otrzymujemy na mocy (4.14)
wyjsciowy hamiltonian H.

Zgodnie z wynikami pracy [41], niesparametryzowane trajektorie dla me-
tryki Kerra, opisane hamiltonianem (4.12), pokrywaja si¢ z trajektoriami
wyznaczonymi przez hamiltonian (4.16), pod warunkiem, ze:

(i) po wypisaniu rownan kanonicznych dla H ktadziemy \ = &

(ii) rozwazamy ruch na podrozmaitosci H = £.
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Co wiecej, mozemy réwniez zwigzaé¢ parametry ewolucji dla H i H. Dla
wyjsciowego hamiltonianu parametrem ewolucji jest kat azymutalny ¢. Ozna-
czamy przez 1 parametr ewolucji dla H. Wtedy, zgodnie z rezultatem otrzy-

manym w [41] (por. (F.9), (F.10))
dgb_Q 87—[8)\_/\ 1 +k2 k(r? + k* — A)

dyp — oN OH Asin?f = A2 A2 '
Latwo teraz wyprowadzi¢ wyrazenie dla odpowiednika stalej Cartera. Odwo-
tujac sie ponownie do rezultatow [41] stwierdzamy, ze istnieje jednoznaczna
odpowiednios¢ migdzy catkami ruchu dla H i H, jesli w tych pierwszych
dokonamy podstawienia A\ — H.

H ma standardowa posta¢ dopuszczajaca rozdzielenie zmiennych [52].
Whioskujemy wiec, ze odpowiednik statej Cartera ma postaé

(4.17)

2
C=np;+ S::—w + k? sin” 0. (4.18)

Przypomina on oryginalng stata Cartera, lecz py odnosi sie tutaj do pedu zde-

finiowanego wzgledem v jako parametru ewolucji. Mozna pokazaé, ze otrzy-
mana catka ruchu jest proporcjonalna do oryginalnej statej Cartera.

4.3 Granica Schwarzschilda

Jak juz zauwazyliSmy, hamiltonian H, dany réwnaniem (4.16), dopuszcza
regularng granice £ — 0. Otrzymujemy wtedy

1/, 1 9 A?
IR AN IR DY 41
=5 (p’“ A2> TN <p"+ snZg) T (4.19)

Piszac kanoniczne rownania Hamiltona dla 6 i ps przekonujemy sig, ze 0 = 7,
pe = 0 jest ich rozwigzaniem. Pozostate réwnania maja postac

dr

i 4.20
=P (4.20)

2 4
dpr :_g A__T_ ) (4.21)
dv or \2A 2A2
Co wiecej, poniewaz stala addytywna w (4.16) jest rowna E, dostajemy

15 A2 r

= — = —— ] = 4.22
P <2A ar) =0 (4.22)
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lub, wobec (4.20):

1/ dr)? A2
= — — —— ] =0. 4.2
2(dw) +<2A 2A2> 0 (423)
Roéwnanie (4.17) dla k = 0, 0 = 7 daje:
d¢ A
— = ——. 4.24
WA (4.24)
Wstawiajac (4.24) do (4.23) dostajemy:
X2 dr\? a2 !
W (d_¢> + ﬂ - m =0. (425)
W terminach zmiennej u, (4.25) przyjmuje postaé:
du\? 5 5 m?
(@> + (u” —2u°) = BVE (4.26)

Na koricu musimy polozy¢ A = E, a na mocy (2.147) || = b. Uwzglednia-
jac ten fakt wnioskujemy, ze (4.26) jest rownaniem dla trajektorii promieni
$wietlnych w metryce Schwarzschilda (réwnanie (3.9)).

W przypadku metryki o symetrii aksjalnej nie mozna bez zmniejszenia
ogolnosci zatozy¢, ze 0 = 5. W zwigzku z tym jest rzecza interesujaca prze-
sledzi¢, jak w granicy Schwarzschilda pojawiaja sie rozwiazania odpowiada-
jace dowolnemu potozeniu ptaszczyzny ruchu. Odpowiednie calki ruchu maja
postac:

2 )\2

=C 4.27
1/, C
5(7,—@)‘1'%—0. (428)

Rozwazmy pierwsze rownanie. Rownanie kanoniczne Hamiltona implikuje
40 — 2o wiee (4.27) daje

ap — A
A? 49 Z—v =C (4.29)
dep sin?f '
Biorac pod uwage (4.17), w granicy k — 0 dostajemy
1 /doN? 1 C
— = 4.30
gﬁeQw)+gﬁe N (4.30)
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7 rozwigzaniem ogdlnym

ctgl =1/ % — 1 sin(¢ — ¢y) (4.31)

lub, we wspolrzednych kartezjanskich:

- S - |C . e
a-r=0, az(— ﬁ—lsmqﬁo, p—lcosgbo,—l). (4.32)

W szezegolnosei, ¢p = 0 odpowiada wyborowi przeciecia plaszczyzny ruchu
z plaszczyzna (12) jako pierwszej osi uktadu wspotrzednych.
Rownanie (4.28) mozna przepisaé jako

1 du\? C m?
1—-2 4.33
sin*@ <d¢) abel u) = A2 (4.33)
Z (4.31) otrzymujemy, kladac ¢y = 0,
Podstawiajac (4.34) do (4.33) i rozdzielajac zmienne, mamy
ul d Poo d
[ S —
) - Gw— ) TG
gdzie u; = u(¢1) odpowiada najwiekszemu zblizeniu do centrum:
m?  C
SV ﬁu%(l —2uy) = 0. (4.36)

Prawa strona (4.35) moze by¢ wyrazona przez funkcje elementarne. Lewa
strona daje sie wyrazi¢ przez funkcje eliptyczne. W obszarze stabego odchy-
lenia, 2 << 1, mozna ja rozwina¢ w szereg potegowy w 5 [53]. W najnizszym
rzqdme w2 dostajemy 7 (4.35):

(& C
A2 m v 18P — /32 t8
tg | = 42 = Y2 a . (4.37)
2 CA 14 {7t ¢oo - tg 1

Z rownania (4.31) wynika (dla ¢y = 0, tzn. wspodlnej dla ptaszczyzny ru-
chu i plaszczyzny (12) osi 1), ze kat azymutalny ¢ jest zwiazany z katem
azymutalnym ¢, mierzonym w plaszczyznie ruchu, relacja

¢ te b, (4.38)

tg ¢ = v
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Zatem 7 roéwnania (4.37) otrzymujemy

A2
7T+2 m

kel it (4.39)

W koticu zauwazamy, ze parametr zderzenia b _jest proporcjonalny do catko-
witego momentu pedu, py, podczas gdy A = £ jest proporcjonalne do rzutu
pe catkowitego momentu pedu na trzecig os. Stad

C
Ay 35 = (4.40)

Szczegotowy dowod tej relacji podajemy ponizej. (4.39) i (4.40) prowadza do
standardowego wzoru na kat odchylenia w metryce Schwarzschilda:

5~ 4 (%) . (4.41)

Dla udowodnienia relacji (4.40) napiszmy odpowiednik lagranzajnu (2.79)
uwzgledniajacy nietrywialna dynamike kata 6:

L= % (B(r) (2—5)2 A <j—;>2
—r2D(r) ((%)2 + sin? (%)2» .

Zachowujace si¢ pedy uogoélnione p; i py, odpowiadajace zmiennym cyklicz-
nym t i ¢, majg postaé

_ oL 2 5,40
Py = 3(%) = —r*D(r)sin 95 (4.43)
oL dt
= = B(r)—. 4.44
Pt a(g_;) (T) do ( )
Stad
: d
Ps _ —72D(r) sin® Qé' (4.45)
Dt B(r) do
Z kolei zredukowany Lagranzjan (2.40) wyglada nastepujaco:
dt A(r) (dr\? 2D(r) VAN
e dry= D) [ (do o). 4.46
e\ 303 (1) +7e7 () +» (4:40)
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Standardowo L nie zalezy od parametru ewolucji ¢, wiec ,energia”

- _ D) 2 g
£= gf + eaa—g L= B (4.47)
\/28 72+ TQBD( (92 + sin 9)

jest caltka ruchu; kropka w powyzszych wzorach oznacza, jak poprzednio,
rozniczkowanie po kacie ¢. Poréwnujac (4.45), (4.46) i (4.47) wnioskujemy,
ze
Do _ g(= ). (4.48)
Y2
Wprowadzmy wspolrzedne sferyczne (¢/, 0'), odpowiadajace plaszczyznie ru-
chu jako nowej plaszczyznie (12). Z niezmienniczosci L na obroty dostajemy,
uwzgledniajac, ze ¢/ = T

L= (B( ) (j;) — A(r) (dd—;)g —2D(r) <iﬁ/) ) (4.49)

Wykorzystujac rownanie (4.31), wyznaczajace plaszcezyzne ruchu wniosku-

jemy, ze
do d¢ C do
(5) + sin? 0 <da) (/\2> sin' 0 (da) . (4.50)

Poréwnujac rownania (4.42) i (4.49) dostajemy
de'\? C do

— | = . 4.51

(da) A’ ut (da (4.51)

py = —1r°D(r) (i-f) (4.52)

7 drugiej strony

oraz, z (4.51) 1 (4.43):

C . de /C
py = —r>D(r) ﬁsm29 <£> =1/ 32 Pe: (4.53)

Stad, ostatecznie

C
A2

_ |Py
Dt

p¢>

C C
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4.4 Promienie §wietlne w ptlaszczyznie rowni-
kowej metryki Kerra

Hamiltonian (4.15) prowadzi do nastepujacych catek ruchu:

)\2
P+ —5— + k*sin? = C (4.55)
sin® @
1/, B (24R2\ C ke +k—A)
z — — — — =0; 4.
> ( rT Az AT ) ToA AT A 0; (4:56)

catka (4.56) przyjmuje warto$¢ zerowa, gdyz zgodnie z punktem (ii) naszego
przepisu, musimy na koricu polozyé A = &.
Rownania kanoniczne wynikajace z hamiltonianu (4.16) implikuja:

dr
dg _Pe
@ — Z (4.58)

Eliminujac za pomoca (4.57) i (4.58) pedy uogoélnione, wchodzace do (4.55) i
(4.56) i zastepujac pochodne po parametrze ewolucji ¢ przez pochodne po ka-
cie azymutalnym ¢, rownanie (4.17), dostajemy uktad dwoch réwnan pierw-
szego rzedu, ktorego rozwigzania wyznaczaja trajektorie promieni $wietlnych,
r=r(¢), 0 = 0(¢). W terminach 6 i zmiennej u, zdefiniowanej rownaniem
(3.2), maja one postac:

1 k2 u? —2 1
sinf 1—2u+k2 u2 sm sin 6
m\2 k? .,
<X) wsm H_E (4.59)
1 k—z 242m ko du 2 m\ 2 k?
29 i 10 _<_> (1+ —5u*)?
sin” 0 1—2u+ =25 u? do A m
Kut  C K m\ k4
- +ﬁu(1_2u+ﬁu)+4<X)Eu = 0. (4.60)

Definiujac nowy parametr ewolucji {bv taki, ze:

do_ (- S Am | (4.61)
d¢ Sin 9 1—2U+m
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dostajemy dwa rozseparowane réwnania dla 6 i u. Zauwazmy, ze parametr
ewolucji ¢ spelnia w naszym formalizmie role czasu Mino [43].

Zastosujmy rownania (4.59), (4.60) do przypadku trajektorii w ptaszczyz-
nie rownikowej. Podstawiajac w (4.59) # = 7 dostajemy warunek na staly

Cartera: o ) 12
S=1+(%) (4.62)

22 N m2

Rownanie (4.60) przyjmuje teraz postaé

K2, 2 m k 2 2 9
Lut—2 8 Loy du my 2 k
1_m2 A m et (I 1 2,2\2 V4
< 1= 2u + k2 > (d¢> <>\> (14 k') = Tu
2

+ (1 + <%>2:l—22) w?(1 — 2u + %ﬁ) +4 <%> (%) u® =0,

co, jak tatwo sprawdzié, jest rownowazne (3.47).

4.5 Calkowanie dowolnych trajektorii

Jak wspomniano powyzej, wprowadzenie pomocniczego parametru ewolucji,
odpowiednika czasu Mino, prowadzi do zupelego rozseparowania réwnan ru-
chu. Uwzgledniajac (4.61), rownania (4.59) i (4.60) mozna napisa¢ w postaci:

A m\2 k2 _, C

(dT;) targt (5) el = (4.64)
du\?  ym2 oL, Ko, [(C\ , K
(@) - (3) g = +(ﬁ)“(1_zu+ﬁ“)

+4 (%) (%) w? = 0. (4.65)

Rownania (4.64), (4.65) i (4.61) wyznaczaja trajektorie promieni $wietlnych
w metryce Kerra. Wszystkie daja sie scatkowaé przez rozdzielenie zmiennych
(rownanie (4.61) rozwiazujemy na koricu przez zwykle catkowanie). Oczy-
wiscie, w wyniku otrzymamy znane wzory na trajektorie Swiatta w metryce
Kerra [57-59|. Warto natomiast zauwazy¢, ze otrzymane rownania sa wygod-
nym punktem wyjsciowym do rozwiniecia w odwrotnosci parametru zderze-
nia. B
Rownania (4.61), (4.64) i (4.65) nie zaleza jawnie od parametru ¢. Mo-

zemy wiec wybraé go tak, by punkt ¢ = 0 odpowiadal minimalnemu zblizeniu

do centrum. Co wiecej, symetria aksjalna pozwala na potozenie ¢p(¢) = 0) = 0.
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Mamy wiec nastepujace warunki poczatkowe dla rownan (4.61), (4.64) i
(4.65):

u(t) = 0) = tmao (4.66)
du ,~
—(=0)=0 4.67
p w( ) (4.67)
P(¢=0)=0 4.68)
0(v =0) = by 4.69)
do .
— (¢ =0) = 0b,. 4.70
p ¢(¢ ) = 0o (4.70)
Rozwazmy najpierw rownanie (4.64). Z warunkéw poczatkowych otrzymu-
jemy:
. 1 mA\2 [ k\? C mA\2 [ k\?
2 m Y w2 oY m n
Bt gt (A) <m> sin? = 35 = Co + 1 (A) (m) . (4.71)
gdzie
. 1
=0+ ——>1 4.72
CO 0 + SiHQ 090 - ( )
0<C=sin®6y < 1. (4.73)

We wzorze (4.72) rownogé zachodzi tylko dla 6y = Z, 6, = 0, tzn. dla ruchu
w plaszczyznie rownikowej, ktory rozpatrzyliSmy poprzednio. Ktadac

y=feosh, f= (%) () (47)
dostajemy z (4.64)
2
((%) + (0 +ef)y+y =(-1fF+B+1)fY (4.75)
0=Cy>1, —-1>e=0C1—-2> -2 (4.76)

Rozniczkujac (4.75) po 1;, otrzymujemy rownanie ruchu dla kata 6:

d2y ‘

—Z 4+ (5+efH)y+2y°=0. 4.77
L e (17
Dla duzych wartosci parametru zderzenia, f < 1, rownania (4.76) i (4.77)
opisuja mate drgania nieliniowe. Zauwazmy, ze oba rOwnania zaleza tylko od
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parametru f = k5t ktory znika albo dla k& — 0, albo dla A — co. W pierw-
szym przypadku otrzymujemy metryke sferycznie symetryczng, w drugim —
plaska. W obu przypadkach krzywe geodezyjne sa ptaskie.

Rownanie (4.77) z warunkiem (4.76) mozna rozwiaza¢ standardowa me-
toda Lindstedta—Poincaré. Powtarzajac opisane juz kilkukrotnie kroki, otrzy-
mamy, z doktadnosciag do wyrazéw kwadratowych w %:

cosf = (A+ Bf?) cos(w(v) + 1)) + Bl6J; cos® (1 + o) (4.78)
w=V0+ 2—\1/5 (5 + gAQ) & (4.79)
o’ 2,/6(6 —1) '

Warto$¢ parametru ¢ mozemy znalezé wykorzystujac relacje (4.73), (4.76):
e =—1—cos®bp. (4.81)

Rozwiazanie (4.78) zalezy wiec od dwoch stalych, § i e, wyznaczonych przez
warunki poczatkowe (4.69), (4.70).

W podobny sposdb mozemy rozwiazaé rownanie (4.65). We wprowadzo-
nych wyzej oznaczeniach przybiera ono postac:

2
(j_z%) +(64ef)ut—2(8—2f + (e +2) /%) v

, (4.82)
TR0 =1+ e+ D)) ut = ()
k
co po zrozniczkowaniu daje rownanie ruchu
d*u 2 2\, 2
— + (@0 +ef)u—3(0-2f+(+2)f")u
dip (4.83)

2
+2% (6—1+(+1)f)u’=0.

Ponownie widzimy, ze dla matych f, f < 1, otrzymujemy réwnanie opisujace

male drgania nieliniowe, przy czym u = O(f).
Stosujac ponownie algorytm Lindstedta—Poincarégo mozemy znalezé rozwi-
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niecie perturbacyjne rozwiazania. Pierwsze wyrazy rozwiniecia maja postac:

u= (D cos(QzZ)) + (%2(3 — COS(QQTZ)))

EN2 (5 — -
S <—(m>1 -2, %) D cos(309)
37 9(£)*(5—1 2D ~
i (1_6D3 _ %D?’ — E‘; 5 ) cos(QY) (4.84)

Q=V6+ 2%/5 <€f2 + (—?5 + w> D2> (4.85)
D= (%) %. (4.86)

Warunek brzegowy (4.67) jest automatycznie uwzgledniony w formie roz-
wiazania (4.84). Z kolei stala dowolna ., jest jednoznacznie zwiazana z
parametrem A. B B

Majac jawna posta¢ funkcji 6 = 0(v), u = u(v)), mozemy znalez¢ zaleznosé
o= (;5({/;) catkujac rownanie (4.61) i wykorzystujac warunek (4.68):

v 2
B 1 (£) u? —2fu ~
<b—0/ (SiHQQ B (£)2u2) dap. (4.87)

Faczac technike opisana w [41] z rozwinieciem Lindstedta—Poincaré, mozemy
wigc otrzymac rozwinigcie dowolnej geodezyjnej zerowej w parametrze 5. Do
znalezienia kolejnych rzedoéw rozwiniecia wystarcza proste operacje algebra-
iczne, bez potrzeby odwolywania sie do teorii funkcji eliptycznych. Latwo
rowniez pokaza¢, ze podstawowa relacja wiazaca A = € z Z;}—f (por. (4.48))
pozostaje prawdziwa rowniez dla nieréwnikowych orbit w metryce Kerra.
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Rozdzial 5

Zastosowanie zasady Fermata do
zamknietych trajektorii S§wiatla

Rozwazmy asymptotycznie plasksy czasoprzestrzen opisujaca stale pole gra-
witacyjne. Wtedy zasada Fermata jest rownowazna standardowej zasadzie
wariacyjnej formalizmu Lagrange’a z lagranzjanem (2.12). Z drugiej strony,
mozna ja zapisa¢ (por. (2.10)) jako

5/ dz® = 0. (5.1)

Oznacza to, ze trajektoria promienia $wietlnego jest taka krzywa, ze czas po-
trzebny $wiattu do jej przemierzenia, mierzony przez obserwatora w nieskon-
czonodci, jest stacjonarny ze wzgledu na wariacje tej krzywej o ustalonych
konicach. Tak sformutowana zasada prowadzi do interesujacych wnioskdw,
szczegblnie w przypadku zamknietych trajektorii §wietlnych.

Rozwazmy metryke Kerra i trajektorie kotowe w plaszczyznie rownikowe;j.
W pracy [61] pokazano, ze jezeli wybierzemy dowolny okrag w plaszczyznie
rownikowej i zalozymy, ze obiegamy go z predkoscig $wiatta (mierzona w
uktadzie lokalnie inercjalnym), to czas obiegu bedzie najmniejszy, jesli jest
to rzeczywista trajektoria promienia $wietlnego. Dowdd tej interesujacej wla-
snosci w ramach dyskutowanego tu formalizmu jest bardzo prosty [62]. Za-
tozmy, ze mamy zadang trajektorie promienia Swietlnego, bedaca krzywa za-
mknietg. Rozwazmy infinitezymalne deformacje tej krzywej, bedace rowniez
krzywymi zamknietymi. Zgodnie z (5.1), czas obiegu $swiatta wzdluz takiej
krzywej bedzie stacjonarny ze wzgledu na powyzsze deformacje. Dzieje sie tak
dlatego, ze wktady od czltonéw brzegowych (w ogélnym przypadku znikajace
wskutek ustalenia punktow koncowych krzywej) kasuja sie z warunku perio-
dycznosci. W szczegolnoscei, dla kotowej trajektorii promienia §wietlnego w
plaszczyznie rownikowej metryki Kerra, ten czas jest stacjonarny w poréwna-
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niu z czasem obiegu, z predkodcia §wiatta, wzdtuz sasiednich koncentrycznych
okregow.

Odwrotnie, jesli ten czas jest stacjonarny, to dany okrag jest trajektorig
promienia $wietlnego. Przepiszemy (5.1) w postaci

2T
dz?
5O/d—¢d¢ 0. (5.2)

Rozwigzujgc ds? = 0 dla metryki Kerra, otrzymujemy

d? do\? [dr\?
pre F <r, sin® 6, <£) , <@) ) . (5.3)
Zatem wariacja wyrazenia podcatkowego wzgledem 6 znika dla 6 = 7, za$
wariacja wzgledem r jest stata na kazdym okregu r = const. Wystarczy wiec
rozwaza¢ wariacje z 0r = const; wariacji ¢ nie musimy rozpatrywaé, gdyz
jest to parametr ewolucji (r6wnowaznie: ¢ — ¢ + d¢ opisuje ,wzbudzenia”
bedace czystym cechowaniem). Poniewaz czarna dziura Kerra ma jedna ko-
towa trajektorie $wietlna, dostajemy prosty dowdd wtasnosci sformutowanej
w [61]. Zauwazmy, ze trajektorie obiegu w plaszczyznie rownikowej metryki
Kerra rozpadajg sie na dwie klasy, zaleznie od tego, czy kierunek obiegu jest
zgodny czy przeciwny do kierunku obrotu czarnej dziury. Powyzszy argument

stosuje sie do kazdej klasy z osobna.
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Rozdzial 6

Uwagi koncowe

Niniejsza rozprawa jest poswiecona kregowi zagadnien zwiazanych z rolg
zasady Fermata w opisie propagacji $wiatta w obecno$ci pola grawitacyj-
nego. W przypadku niezaleznego od czasu pola grawitacyjnego stosunkowo
latwo sformutowaé zasade Fermata. Jej uogdlnienie na dowolne pole grawi-
tacyjne zaproponowali Kovner, Nityananda, Samuel i Perlick. Alternatywna
propozycja, ktora przedstawiamy, jest oparta na prostym twierdzeniu, wia-
zacym dynamike lagranzowska, opisang lagranzjanem jednorodnym stopnia
drugiego w predkosciach uogolnionych, z dynamika na zredukowanej (poprzez
pominiecie jednej wspolrzednej uogolnionej) przestrzeni konfiguracyjnej. Tak
zredukowana dynamika opisywana jest przez uogédlniong zasade wariacyjng
Herglotza. Stosujac to twierdzenie do kwadratowego lagranzjanu, opisuja-
cego linie geodezyjne, otrzymujemy ogolna posta¢ zasady Fermata w polu
grawitacyjnym. To sformulowanie jest najblizsze propozycji Frolova opartej
na zasadzie minimum Pontriagina.

Warto zauwazy¢, ze zaproponowane podejscie mozna zmodyfikowaé, wy-
bierajac do eliminacji zamiast 2° inng zmienna, np. 3. Otrzymamy wtedy
wzasade Fermata”, opisujaca trajektorie promienia $wietlnego zrzutowana na
wspoltrzedne 20, b, 22

Rozwazyliémy nastepnie trajektorie promieni $wietlnych w obszarze duzej
warto$ci parametru zderzenia. Réwnania wyznaczajace taka trajektorie (lub
jedno z nich, w przypadku metryk o nizszej symetrii), opisuja wtedy matle
drgania nieliniowe. Mozna wiec zastosowaé dobrze rozwiniete metody teorii
drgan nieliniowych. W szczegdlnosci, dla otrzymania poprawnych przyblizei
rozwigzan dokladnych, mozna zastosowaé formalizm Lindstedta—Poincarégo.
Pokazalismy, ze prowadzi to szybko do eleganckich wyrazen przyblizonych
na trajektorie promieni $wietlnych, oddajace rowniez poprawnie jakoSciowe
cechy takich trajektorii. Na przyktad, trajektorie w metryce Schwarzschilda
opisane sa rownaniem (3.11), ktore dla malych wartosci u jest rownaniem
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drgan nieliniowych wokot lokalnego minimum potencjatu. Trajektoria pro-
mienia Swietlnego odpowiada obszarowi u > 0, co nie zmienia faktu, ze na-
lezy uwzgledni¢ caty zakres u dla poprawnego opisu rozwigzania. Naiwne
rozwiniecie perturbacyjne nie ma tych zalet; zawiera, oprocz funkcji trygo-
nometrycznych, wielomiany w kacie azymutalnym. Pojawiaja si¢ one, gdyz
w argumentach funkcji trygonometrycznych wystepuja wielokrotnosci cze-
stosci oscylatora niezaburzonego; tymeczasem charakterystyczna cecha drgan
nieliniowych jest zaleznos¢ czestosci drgan od ich amplitudy. W istocie, jak
pokazaliémy np. w rozdziale (3.1), poprawki drugiego rzedu do kata odchy-
lenia promienia Swietlnego pochodza od zaleznoSci czestosé - amplituda.

Broniac tezy, ze zasada Fermata dostarcza wyjatkowo uzytecznego na-
rzedzia do analizy propagacji $wiatta w polu grawitacyjnym, czesto porecz-
niejszego niz rownania zerowych geodezyjnych, napotykamy na nastepujacy
problem: efektywny hamiltonian, pojawiajacy sie w formalizmie kanonicznym
zwigzanym z zasada Fermata, jest zwykle bardziej skomplikowany niz wyj-
Sciowy hamiltonian opisujacy trajektorie geodezyjne (por. np. (4.12)). Powo-
duje to, ze pewne wlasnosci propagacji swiatta (np. catkowalno$é¢ odpowied-
niej dynamiki), stosunkowo tatwe do udowodnienia w formalizmie zwigzanym
z pierwotnym hamiltonianem, moga by¢ zupelnie nieoczywiste z punktu wi-
dzenia zasady Fermata. W przypadku metryki Kerra, dla ktorej, jak wykazat
Carter, rownania geodezyjnych (nie tylko zerowych) sa catkowalne w sensie
Arnolda-Liouville’a, catkowalno$¢ dwuwymiarowego uktadu dynamicznego,
opisujacego zasade Fermata, nie wydaje sie oczywista. Pokazaliémy jednak,
wykorzystujac rezultaty pracy o tzw. uogélnionej metamorfozie stalej sprze-
zenia, jak zamieni¢ hamiltonian Fermata na prostszy, o postaci dopuszczaja-
cej standardowa separacje zmiennych, a wiec w oczywisty sposob opisujacy
uktad catkowalny. W konicu, pokazaliémy jak mozna wykorzysta¢ zasade Fer-
mata do wyprowadzenia interesujacej wlasnosci kotowych trajektorii swietl-
nych w czasoprzestrzeni Kerra.

Opisane w rozprawie wyniki mozna uog6lni¢ na rézne sposoby. Zasada
Fermata dla zaleznych od czasu pél grawitacyjnych wymaga zastapienia stan-
dardowego formalizmu mechaniki analitycznej przez formalizm Herglotza.
Oba maja wiele cech wspolnych, co pozwala przypuszczaé, ze ogblna zasada
Fermata moze znalezé¢ kolejne interesujace zastosowania.
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Dodatek A

Zasada warlacyjna Herglotza

Rownania ruchu klasycznej mechaniki newtonowskiej mozna sformutowaé
uzywajac formalizmu Lagrange’a. Podstawowym pojeciem jest tutaj lagranz-
jan L, bedgcy funkcja wspotrzednych uogolnionych ¢ = (ql, e qf), predkosci
uogolnionych (fE (ql, ...qf) oraz, ewentualnie, czasu:

L:L(qjq'jt); (A.1)

dodatkowo zaktadamy zwykle (choé nie jest to konieczne), ze det [%] £ 0.

W dalszym ciagu zalozymy, dla uproszczenia notacji, ze mamy do czynienia
z jednym stopniem swobody, f = 1; uogélnienie na przypadek f > 1 jest
natychmiastowe.

Niech (to,t1) bedzie dowolnym przedzialem czasu. Dla dowolnej krzywej
q=q(t), t € (to,t1), w przestrzeni konfiguracyjnej, definiujemy dziatanie S|q]

t1

Slq] = / L (q(t), (1), 1) dt + So. (A.2)

to

gdzie Sy jest dowolng (ustalong) stala. Réwnania dynamiczne (réwnania La-
grange’a II rodzaju) otrzymujemy z zadania stacjonarnosci funkcjonatu Siq]
wzgledem wariacji krzywej ¢ = ¢(t) o ustalonych koncach,

65[g) =0, 0q(to) = 0 = dq(t1). (A.3)

Powyzsza zasade wariacyjna mozna sformulowaé¢ w nastepujacy rownowazny
sposob. Dla ustalonej krzywej ¢ = ¢(t) rozwazamy réwnanie rozniczkowe

S = Lq(t), d.t) (A.4)
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z warunkiem poczatkowym

S(to) = S(). (A5)

Fizyczna trajektorie otrzymujemy z zadania stacjonarnosci rozwiazania za-
gadnienia (A.4), (A.5) wzgledem wariacji krzywej ¢ = ¢(t) o ustalonych koii-
cach.

Tak sformutowang zasade wariacyjna mozna natychmiast uogolni¢ [23—
35]. W tym celu rozwazmy uogoblniona funkcje Lagrange’a zalezng rowniez
od zmiennej S,

L= L(q,q,t,59). (A.6)

Rozwazmy, dla zadanej krzywej g = ¢(t), rownanie rézniczkowe zwyczajne
$(t) = L (g(t), ()., 5(1)) . S(to) = So. (A7)

Fizyczna trajektorie ¢ = ¢(t) otrzymujemy z zadania stacjonarnodci rozwia-
zania S(t) wzgledem wariacji ¢(t) o ustalonych koricach:

0S[g;t1] =0, dq(to) = 0 = dq(t1). (A-8)

Nietrudno pokazaé [25], ze tak sformutowana zasada wariacyjna prowadzi do
uktadu réownan

4 _1(q,4,t,8) =0
{dt (¢,4,t,S) (A9)

Q_i(@>+8_L3_L:0

dg — dt \ 9q 85 9q

Rozwiazujac ten uklad, znajdujemy fizycznag trajektorie ¢ = ¢(t) i uog6lnione
dzialanie S = S(t), t € (to,t1). Zasada wariacyjna Herglotza ma zastoso-
wanie w opisie uktadow dysypacyjnych, pozwalajac na ich opis przy pomocy
funkcji Lagrange’a, ktore nie zaleza jawnie od czasu [26].

Uogolnienie Herglotza zachowuje wiele zalet oryginalnego formalizmu La-
grange’a. Rownania Lagrange’a definiuja funkcje Lagrange’a z dokladnoscig
do zupelnej pochodnej dowolnej funkcji wspotrzednych uogélnionych i czasu.
W przypadku formalizmu Herglotza fizyczna informacja zawarta jest w tra-
jektorii ¢ = ¢(t). Mozemy wiec rozwazy¢ transformacje

t'=q (A.10)

qd=q (A.11)
, , 05’

§'=5(¢,t,5), Sz #0. (A.12)

Odwracajac relacje (A.12) dostajemy
S = N(q,t,5"). (A.13)
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Z (A.12) dostajemy

28" 9s . 9S' . 0S 9S8
_ - — i+ —1L A.14
5+ aqq+ 855 g+ : (A.14)

S ~ ot T4 s

gdzie w drugiej rownosci wykorzystaliSmy pierwsze z rownarn (A.9). Rownania
(A.14) mozemy napisa¢ w postaci [27|

S"'=1'(q,4,5) (A.15)

os8" 0S8 . o5
L'(q,q,5") = { + q+ L} . (A.16)

ot dg 05 Jsnqes)
Rownanie (A.12) daje S'[g,t1] = S'(q(t1),t1, S[q, t1]) co, wobec dq(t,) = 0,

implikuje S = 0 & 65" = 0. Mozna sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem,
ze rownania (A.9) implikuja (A.15) oraz

oL d (ol oL oL’
_ =0. A7
dq dt(aq)+85’8q (A.17)
W szczegdlnym przypadku
S"'=8+ F(q,t) (A.18)

otrzymujemy standardowa transformacje lagranzjanu o zupelna pochodng.
Zaletg formalizmu Lagrange’a jest prosta reguta transformacji lagranz-
janu przy transformacji czasu i wspotrzednych uogélnionych: nowy lagranz-
jan otrzymujemy po prostu wyrazajac stary lagranzjan przez nowe zmienne i
mnozac przez czynnik uwzgledniajacy redefinicje czasu. Aby uogoélnic¢ te wia-
snos¢ na przypadek formalizmu Herglotza, rozwazmy transformacje postaci

' =#(tq,5) (A.19)
¢ =4q,q,>S) (A.20)
S"'=25'(t,q,S). (A.21)

Wykorzystujac rozumowanie podobne do prowadzacego do wzoru (A.16),
otrzymujemy nastepujace wyrazenie dla nowej funkcji Lagrange’a [27]:
dq’ dt (08" 0Sdgq 05
=8 = — — L).
) (8t+8th+85

L'(t,q (A.22)

v
Wazna konsekwencja formalizmu Lagrange’a jest twierdzenie Noether wia-
zace transformacje symetrii z prawami zachowania. Formalizm Herglotza pro-
wadzi do uogolnienia twierdzenia Noether [32], [30], [29] (i drugiego twier-
dzenia Noether dla symetrii cechowania [31]). Podamy tu nieco prostsze i
ogoblniejsze sformutowanie niz opisane w [32].
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Warunek symetrii oznacza, ze rownania ruchu w nowych zmiennych maja
taka sama posta¢ jak rownania w pierwotnych zmiennych. (A.22) implikuje
wiec nastepujacy warunek, by (A.19)-(A.21) byly transformacjami symetrii:
, dd _dt (85’ 0S5’ dg 8S’L>
At '

/ !
L(t' q S = w \ 7 + g dt + 99 (A.23)
Zauwazmy, ze w przeciwienstwie do standardowego sformutowania, nie u-
wzgledniamy tu jawnie faktu, ze koncowy lagranzjan moze réznié sie od lewej
strony (A.23) o odpowiednik zupelnej pochodnej. Porownujac (A.16) i (A.23)
widzimy jednak, ze wlaczenie tego cztonu spowodowatoby jedynie modyfika-
cje funkeji S'(...).

Rozwazajac transformacje (A.19)-(A.21) w wersji infinitezymalnej,

t' =t +6t(t,q,5) (A.24)
S' = S +65(t,q, 5) (A.26)

i rozwijajac (A.23) z doktadnoscia do wyrazéow pierwszego rzedu, dostajemy
nastepujaca postac¢ noetherowskiej zasady zachowania:

g 0L

W przeciwienstwie do noetherowskiej zasady zachowania w standardowym
formalizmie Lagrange’a, rownanie (A.27) nie jest zbyt uzyteczne. Caltka ru-
chu, ze wzgledu na czynnik wyktadniczy, nie jest lokalng funkcja wspotrzed-
nych i predkosci uogélnionych; przeciwnie, zalezy od ksztaltu trajektorii w
calym przedziale (to,t). Zauwazmy jednak, ze czynnik wykladniczy jest uni-
wersalny, niezalezny od postaci transformacji symetrii. Jezeli wiec mamy n
transformacji symetrii prowadzacych do n funkcjonalnie niezaleznych calek
ruchu (A.27), to biorac ilorazy tych calek otrzymujemy n — 1 lokalnych calek
ruchu. Te wazna wlasnos¢ wykorzystujemy w rozdziale 2.7.

W analogii ze standardowym przypadkiem mozemy wprowadzi¢ odpo-
wiednik formalizmu hamiltonowskiego [25]. W tym celu definiujemy ped
(pedy) uogolniony

oL
= —(t j . A2
p aq< .q,4,5) (A.28)

Zalozenie o nieosobliwo$ci lagranzjanu pozwala wyliczy¢ predkosé uogélniong
jako funkcje pedu uogolnionego i zdefiniowa¢ hamiltonian

H(t,q,p,S) =pi(t,q,p,S) — L(t,q,4(t,q,p,5),S). (A.29)
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Rownania (A.9) sa réwnowazne nastepujacym uogélnionym kanonicznym
rownaniom Hamiltona:

. __ OH
9 =%y
p = —%—ZI —p‘g—g (A.30)
) |

Mozemy tez zdefiniowa¢ uogdlniony nawias Poissona { } (tzw. nawias May-
era) dwoch funkcji f(¢,q,p, S) 1 g(t,q,p,S):

_ 019 W@H(W@ %W> s

{f.9 89S 0q  0S dp

- 0q dp  Op dq

Nawias Mayera ma nastepujace wlasnosci, analogiczne do wlasnosci nawiasu
Poissona:

o {f,9} = —{g, f} — antysymetria;

o {af + Bg,h} = a{f, h} + B{g,h} — liniowosé;

o {f-g,h} = f{g,h} +{f, h}g — whasnos¢ Leibnitza;

o {f{g. 1p}+{g{h, 1Y +{n{f g3} +55{g. h} + 5 {h. [y + 56 { .9} =0

— tozsamos¢ Jacobiego.

Kanoniczne rownania Hamiltona (A.30) mozna zapisac¢ jako jedno réwnanie
dla dowolnej funkcji f = f(t, q,p, S) na przestrzeni fazowej:
: of of
={f,H} —H—=+ —. A.32
fetpmy-noE Y (A32)
Z tozsamosci Jacobiego i rownania (A.32) wynika, ze nawias Mayera spelnia
rOwnanie

: : ) OH
oy ={f 9y +1f. 0k + 5 {f 9} (A.33)
7 tego réwnania otrzymujemy nastepujacy wniosek:
{f,9}e =p{f a}o (A.34)
[ o gy _ oLy
p:egas =e = . (A.35)

W rownaniu (A.34) nawias Mayera po lewej stronie liczony jest wzgledem
zmiennych kanonicznych w chwili ¢, zas po prawej stronie — w chwili ¢ = 0.
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Formalizm Herglotza dopuszcza naturalne rozszerzenie pojecia transfor-
macji kanonicznej. Transformacje

p=p(g,p, S;1) (A.37)
S =5(¢,p, S,1) (A.38)

nazywamy transformacja kanoniczna, jezeli istnieje taka funkcja
H=H(G.p,S,t), (A.39)

ze rownania kanoniczne (A.30) sa rownowazne takim samym réwnaniom w
nowych zmiennych z nowym hamiltonianem H. Mozna pokazaé |25], Ze trans-
formacje (A.36) — (A.38) sa transformacjami kanonicznymi, jesli zachodzi
warunek

Fdij — opdg — (ﬁ — aH) dt = dS — o dS, (A.40)

przy czym o jest niezerowa funkcjg zmiennych kanonicznych.
Zakladajac, ze rownanie (A.36) mozna rozwiaza¢ wzgledem p,

mozemy zdefiniowaé¢ funkcje

S (Q7 67 S7 t) = S (Q7p(q7 67 S7 t)? S7 t) ) (A'42)
co pozwala przepisa¢ rownanie (A.40) w postaci
5di — opdg — (i{“ _ JH) dt —
oS . 08 08 03 (A.43)
—d —dg — = d — dt.
¢ ‘17" 55 q*(as ") St 5

Poréwnujac wyrazy przy niezaleznych rézniczkach dostajemy wzory definiu-
jace transformacje kanoniczna:

p= —ég—g (A.44)
p= ?9_2 (A.45)
o — g_g (A.46)
H=cH-— %. (A.47)



W przypadku gdy hamiltonian H nie zalezy od S, standardowe transformacje
kanoniczne otrzymujemy kladac

S=5+¢(q,q,1t) (A.48)

W wielu przypadkach wygodniej jest uzywaé funkcji generujacej transfor-
macje kanoniczng zaleznej od wyjsciowej wspotrzednej i konicowego pedu.
Zaktadajac, ze rownanie (A.37) mozna rozwiazaé¢ wzgledem p,

definiujemy nowsa funkcje tworzaca

¥(g,p, S, t) =p G(q,plq,p, S, t), S, t) — S (q,p(q,p, S, t), S, t).  (A.50)

Latwo sprawdzi¢, ze w terminach nowej funkcji tworzacej transformacje ka-
noniczne przyjmuja postac:

p= %g—z (A.51)
G= g—? (A.52)
,o 2 59
H=ocH+ %—f. (A.54)

Funkcje tworzaca transformacje infinitezymalne mozna napisa¢ w postaci
(g, P,5,t) = =S5+ qp + 0G(g, p, 5, 1), (A.55)

gdzie generator 0G, bedac wielkoscia infinitezymalna pierwszego rzedu, moze
by¢ traktowany jako funkcja wyjsciowych zmiennych. Kladac ¢ = ¢ + dq,
p=p+0p, S=S+3S, 0 =1+ o dostajemy z (A.51)—(A.54)

5q = i‘;—f (A.56)
op = —p?—g — %S—f (A.57)
08 = p% -G (A.58)
o = —%. (A.59)



Korzystajac z formut (A.56)-(A.59) mozemy bez trudu uogdlni¢ twierdzenie
Noether na przypadek, gdy transformacja symetrii jest transformacja kano-
niczna (niekoniecznie punktows). Warunek symetrii oznacza, ze nowy hamil-
tonian jest taka sama funkcja nowych zmiennych, jak stary hamiltonian —
starych: N B N

H(q,p,S,t)=H(q,p,S,t). (A.60)

Piszac rownanie (A.54) w wersji infinitezymalnej, wykorzystujac rownania
(A.56)—(A.59) oraz rownanie ruchu (A.32) dostajemy

46 OH
4 96 55 =0 (A.61)

co mozna zapisa¢ w postaci zasady zachowania

d [ Joar
T <e do | =0. (A.62)

Z rownania (A.29) wynika, ze %—g = —g—g i otrzymujemy uogoélnienie zasady

zachowania (A.27).
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Dodatek B

Zasada Fermata dla dowolnych
pol grawitacyjnych

Przytoczymy tu elegancki dowod zasady Fermata dla dowolnych poél gra-
witacyjnych, sformutowanej w pracy [18], podany w [19]. Niech A bedzie
linig $wiata obserwatora O. Promien $wietlny wychodzi z punktu P czaso-
przestrzeni i przecina linie $§wiata obserwatora; trajektoria promienia opisuje
rownanie z# = x#(7), 0 < 7 < 1 (7 nie musi by¢ parametrem afinicznym).
Rozwazamy sasiednie krzywe zerowe, z#(7) 4+ dz#(7), wychodzace z punktu
P i przecinajace linie §wiata .

Rysunek B.1: Geometria kata odchylenia promienia §wietlnego.

Warunek, ze krzywa x#(7) + 0x*(7) jest krzywa zerowa, ma posta¢é

d(a* + dzt) d(x” + dx")
dr dr

G (T + 0) =0 (B.1)
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lub, z doktadnoscia do wyrazéw liniowych w dx*

da# dox” . 15 “ da# da”
0w =0T OaGuv—— -
9 dr dr 2 9 dr dr

(B.2)

7 drugiej strony,

gy a9 ar e T

% (déx” 1 dxﬂ)

dz* Déx” dxt <d5x” dxﬁ>

+ 59" (9agps + Os9pa = Dpgas) 62— (B.3)

dr 2
dot doa’ 100 dotde?
2 s dr dr

na mocy (B.2).
Krzywa o = x#(7) jest zerowa geodezyjna, wiec

D (%) = p(n) 2 (B.4)

d [dx* D [dzt dx* Dox

— = =—|——)9 —_— ) B.5

dr <d7’ x”) dr (dT) Tut dr dr (B.5)
Drugi czlon po prawej stronie znika na mocy (B.3). Wykorzystujac (B.4)
dostajemy réwnanie rozniczkowe

d /dz* daH
s (g&"u) = p(7) (?5%) , (B.6)

ktore z warunkiem poczatkowym dz#(0) = 0 (poniewaz wszystkie trajektorie
zaczynaja sie w punkcie P) daje

Mamy dalej

—ox, = 0. (B.7)
Wszystkie trajektorie przecinaja linie Swiata \, wiec
ozt (1) ~ th, (B.8)

gdzie t* jest wektorem stycznym do A w punkcie O; zatem dz#(1) jest wek-
torem typu czasowego. Wektor 4 jest wektorem zerowym, wiec (B.7) im-
plikuje

ozt (1) =0, (B.9)
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czyli warunek stacjonarnodci.
Odwrotnie, zalozmy, ze (B.9) zachodzi; pokazemy, ze z = xH(7) jest
(zerowa) geodezyjng. Niech
t = t"(\) (B.10)

bedzie zbiorem wektoréw otrzymanych z t# przez przeniesienie réwnolegte
wzdluz krzywej o = x#(7). Polézmy

D /dax*
Sa(7) zéa(7)5<df_ ) + Ob(7)t(7), (B.11)
przy czym dz(0) = 0 i (B.9) implikuja
da(0) = 0b(0) = 0 = da(1) = 6b(1). (B.12)
Warunek (B.3) przyjmuje posta¢
0= %Dém“
= I dr dr
dz” da# D? /da*
= gu— | 0a— da Sbt
I d7< dT(dT)+ d2<d)+ ) (B.13)
D /da*\ D [da” dx”
= —da— | — , 4 Obt" g, ——
dr(dr)dr(d )9“ O g7
gdzie wykorzystalismy relacje
D+
- B.14
dr 0 ( )
d dat da” dz¥ D [(da*
= (g ST ) =29, S (S8 B.1
0 dr (g# dr dT) In dr dT(dT> (B.15)
d dz¥ D [da*
0=— Juw —~—7_
dr dr dr \ dr
o (B.16)
L, D (d\D (A | de D (o
“Iwar \Car ) ar Car I a2 \Car )
Rownanie (B.13) pozwala wyznaczy¢ 0b(1) w funkcji da(7):
1
5 D (dzty D (dav
(5[)(1) _ / G,(T)g# dr (dczlz ) dr (dT ) ) (Bl?)
0 t.“ dr

Poniewaz db(1) = 0 dla dowolnych da(7) (da(7) jest dowolne, z wyjatkiem
warunkow da(0) = 0 = da(1)), (B.17) implikuje

D /dz*\ D /daz¥ _0 (B.18)
ngT dr Jdr \dr ) 7 '
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czyli % (%) jest wektorem zerowym.

Z drugiej strony, 2 (%) jest ortogonalny do %= (réwnanie (B.15)). Za-
tem D /dg b
x x

(== ) = P B.19

dr ( dr ) p(7) dr’ ( )

czyli # = x#(7) jest geodezyjna.
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Dodatek C

Formalizm hamiltonowski dla
geodezyjnych zerowych

Lagranzjan opisujacy, zgodnie z zasada Fermata, geodezyjne zerowe mozna
zapisa¢ w postaci:

L= —gkik + \/ pkll"kl"l, (Cl)

gdzie
g = g— (C.2)
Prl = %- (C.3)

Ped uogolniony ma posta¢

oL pi "

i = a0 = 0t ——. C.4
p o1t g V Prn XL (C.4)
Definiujemy
ko
PikT
pityg T (C.5)
lub g
G = —— (C.6)
skad wynika nastepujacy pierwotny wiaz pierwszego rodzaju:
Stad hamiltonian przybiera nastepujaca postaé
H = p(p"ILIL — 1), (C.8)
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gdzie p jest mnoznikiem Lagrange’a. Uogoblnione réwnania kanoniczne Ha-
miltona

. OH
' = C.9
= (C.9)
OH OH
Y = ——— — Py C.10
p o~ Piggo (C.10)
OH
.0
=p; —H C.11
T =rig (C.11)
przyjmujg postac:
&' =2pp™ 11, (C.12)
pi = — pOip" L IL — 2p™ 0, g, 1T, (C.13)
— p (I — gi) 3opleng —2u (IL; — g4) Pklaogknl '
i =p (p“g (pi—gi) I+ 1) . (C.14)
7Z (C.12) otrzymujemy
1
; = —pyit C.15
Q#P kT ( )
i rownanie (C.7) implikuje
1
n = 5\/ ngl;i*kj;l (C16)

(wybor drugiego rozwigzania prowadzi do tych samych wnioskow).
Rozniczkujac (C.12) po o i wykorzystujac (C.5), (C.12) i (C.13) dosta-
jemy
wi o ik ik .1
2= 20p" Ty + 2u0,p"" ' 11}
+ 2020 p™ 0, (p™ ", I, — 2p™" g I, + 1)
+ 202 p"* gt + 20 p* Oo g (P L 11, — 29" g 11, 4 1) (C.17)

7 drugiej strony, rébwnania

i’ =L (C.18)
oL d (LN 9L IL
dri  do (a:'ci) 020 9t (C.19)
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daja
i+ %PU (Dipji + Owpsi — O pwa) 23"
N (—1. . ) i
do \ Vpmnt™z™
+/ Pmnd™ 8" p (Dj g1 — Ongy)
+ vV Pund@ ™07 (gkOog; — 9;009k) &* (C.20)

— Prnd™E" 070 + \/ pan™E" Do "
1. e P
- §PJ (Bopingt + Oopjgr) "i' + o (Gogkpjt + Gogipjn)

ksl
+ %p” 9:00pi*a! — %j%dﬂ —0.
Korzystajac z (C.12) i (C.16) sprawdzamy, ze rownania (C.17) i (C.20) sa
rOwnowazne.
Przyjrzyjmy sie blizej symetrii cechowania dla funkcji Lagrange’a danej
wzorem (C.1) lub ogolniej, dla dowolnego lagranzjanu bedacego jednorodna
funkcja pierwszego stopnia w predkosciach,

dz dz
SN - 0 9T
L (x,x ’/\d0> AL (m,a: ’da) : (C.21)

Z (C.21) wynika, ze dla dowolnej reparametryzacji ¢ — o’(0) zachodzi:

dx do d¥ do dx
-0 9T\ _ -0 40 dry  do L. o 4T
L (Z‘,I ’da’) =L <x,x T da) d0’£ <az,x ’da) . (C.22)
Korzystajac z powyzszej relacji tatwo pokazad, ze rdwnania Herglotza
da®
D C.23
o £ (C.23)
oL d [oL oL oL
- — — A — = .24
o7 do (ajﬂ) T oo Y (C24)

. . . - /!
sq niezmiennicze ze wzgledu na reparametryzacje o — o’ = o’(0), 9= # 0.
Na te niezmienniczo$¢ mozna spojrzeé jeszcze inaczej. Rownanie (C.21)
implikuje tozsamos¢:

L—7—= =0. (C.25)

Roézniczkujac ja po o dostajemy

oL ., (0L d (L))
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Z (C.23) i (C.25) wynika, ze
-0 N aﬁ

r =T —=,
or

(C.27)

wiec (C.26) mozemy przedstawi¢ w postaci

f(8£+8£8£ d (6£)):0‘ (C.28)

97 " 92%9r do \ 97

Jest to tozsamosé Noether wynikajaca z niezmienniczoSci na reparametry-
zacje trajektorii. Widzimy, ze trzy réwnania (C.24) sa zwiazane dodatkowa
relacja, wiec tylko dwa mogg by¢ niezalezne. Wybierajac dowolng (odpowied-
nio rézniczkowalna) funkcje 23 = 23(0) i podstawiajac ja do dwoch pierw-
szych rownan mozemy wyznaczy¢ x* = x%(0), a = 1,2. Trzecie rOwnanie
bedzie wtedy spelnione tozsamosciowo. Wygodnym warunkiem cechowania,
ktérego uzywamy w rozprawie, jest 73 = o. Latwo sprawdzi¢, ze odpowiednie
podstawienie mozemy wykona¢ bezposrednio w funkcji Lagrange’a.
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Dodatek D

Metoda Lindstedta—Poincarégo

Rozwazmy mate drgania uktadu dynamicznego opisywanego funkcja Lan-
grange’a:
1

inﬁ—Vﬁm (D.1)
gdzie kropka oznacza rozniczkowanie po parametrze ewolucji ¢. Zaktadamy,
ze V(u) jest wielomianem stopnia N + 1 (mozemy tez rozwaza¢ przypadek,
gdy V(u) jest funkcja analityczna w otoczeniu punktu u = 0) i u = 0 jest
lokalnym punktem stabilnej rownowagi (lokalnym minimum). Odpowiednie
roOwnanie Lagrange’a ma postac

N
ii—l—Zanu":O , o = wp. (D.2)
n=1

Zakladajac, ze u < 1 mozemy rozwiaza¢ rownanie (D.2) perturbacyjnie w
amplitudzie drgan anharmonicznych.

W najnizszym rzedzie zachowujemy w (D.2) tylko cztony liniowe, otrzy-
mujac réwnanie oscylatora harmonicznego,

i +wju =0 (D.3)
7 rozwiazaniem (szczegblnym, ale wystarczajacym dla naszych celow)
uy = acos(wpo). (D.4)
W nastepnym rzedzie rachunku zaburzen ktadziemy
U = Uy + uy = acos(wop) + us, (D.5)

gdzie uy jest cztonem proporcjonalnym do a®. W tym rzedzie rownanie (D.2)
redukuje sie do
il + wiu + agu® = 0. (D.6)
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Podstawiajac tu rozwiniecie (D.4) dostajemy

—aya?
2

iy + wiuy = —ana® cos? (wop) = (14 cos(2wp)) (D.7)

Rozwigzanie tego rownania, z pominieciem rozwiazania rownania jednorod-
nego (ktore zmodyfikowatoby tylko warto$¢ amplitudy a) ma postac

Uy = 2_cu§a + 6_w§a cos (2w o). (D.8)
W kolejnym rzedzie ktadziemy
u = uy + us + ug, (D.9)

gdzie us jest proporcjonalne do a®. Podstawiajac (D.9) do réwnania
i + wou + agu® + azu® =0, (D.10)
dostajemy
i3 + waus = —asu; — 2000 Us, (D.11)
czyli

2 3
asa

1
il + wius = —asa® cos®(wop) + 5 (1 ~ 3 Cos(2w0¢)> cos(wpp). (D.12)
0

Prawa strone (D.12) mozemy napisa¢ w postaci

a? <(2;:§ — Zag) cos(wod) — (% + a—%) cos(3wo¢)) : (D.13)
0

6w;

Pierwszy wyraz w (D.13) oscyluje z czestoscia rowna czestosci wlasnej wy,
wiec prowadzi do cztonu rezonansowego w rownaniu (D.12). Rozwiazanie ma
postac

3 2 2
Uz = 2a_wo <5L22 - §a3) psin(woe) + a® (% + 4;—38> cos(3wp). (D.14)
W kolejnych rzedach rachunku zaburzen taka sytuacja bedzie sie powtarzac,
prowadzac do cztonéw typu wielomian zmiennej ¢ razy funkcja trygonome-
tryczna tej samej zmiennej. Rozwiniecie perturbacyjnie nie moze wiec by¢
jednostajnie zbiezne, gdy |¢| rosnie.

Aby pozby¢ sie czlonow rezonansowych, modyfikujemy rachunek zabu-
rzen przez rozwiniecie w szereg w amplitudzie rowniez czestosci drgan. Cztony
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rezonansowe pojawityby sie, gdyby$émy rozwineli w szereg funkcje trygono-
metryczne argumentu we. Innymi stowy, rozwiniecie Lindstedta-Poincarégo
jest cze$ciowo zsumowanym rozwinieciem potegowym w amplitudzie. Wpro-
wadzajac zmienna niezalezna
T=wo (D.15)
i rozwiniecia
W= wy+wi +wsy+ ...

(D.16)
U= U+ Us + U3z + ...
dostajemy z rownania (D.2)

2
(LLJ() + wi +we + )2 ﬁ (Ul + U + us + )
N (D.17)
"‘ZO&n (Ul +U/2 +U3 + )n = O
n=1

Wydzielajac wyrazy ustalonego rzedu otrzymujemy kolejno

d2u1

dT2 + Uy = O (D18)
d?u d%u
wg ( d722 + u2> = — 2wow; d7'21 — apu? (D.19)
d? d?
wg ( d71'l23 + u3> = — 2wowq d:f — 200U Us
d%u
— (wi + 2wows) d7'21 — asu} (D.20)
d?u d%u d%u
wg ( d7'24 + U4> = — 2w0w1—d7_23 — (w% —+ 20.)0(,02) _dT22
d2
— 2 (wyws + wows) df?l — (ug + 2u1u3)
— 3azuiuy — oty (D.21)
ete.
Roéwnanie (D.18) daje
U1 = A COST; (D.22)
Podstawiajac (D.22) do (D.19) dostajemy
d 1
wp <% + UQ) = 2Wow1G COS T — 5042@2 (14 cos(27)). (D.23)
T
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Pierwszy czton po prawej jest rezonansowy; aby go wyeliminowadé ktadziemy

i rozwiazujemy (D.24) otrzymujac:

2
—Qia 1
Uy = 202 (1 —3 COS(QT)) . (D.25)

Podstawiajac (D.22) i (D.25) do (D.20), otrzymujemy znéw czlon rezonan-
sowy. Jego znikanie daje warunek dla ws:

9azwg — 1003\
=t = D.26
2 < 24w} ¢ ( )

Rozwiazujac teraz rownanie (D.20) dostajemy

uz = a® % 28 cos(37). (D.27)
48wk 32wl

Wstawiajac (D.22), (D.25) i (D.27) do rownania (D.21), znajdujemy warunek
braku cztonu rezonansowego

w3 =0 (D.28)

oraz jawng postac uy:

1903 basas 3y

Usp = _—— = — R —

! 2w 8 wi 8w
59 a3 3lasas oy
e B A BN P D.29
(432w8 96 wp | guz ) O5(20) (D-29)

1 o3 1
+ ( e N . ) Cos(4wqb)] at.

43208 196wl 12002

Proces ten mozemy kontynuowa¢ otrzymujac kolejne przyblizenia dla u i
czestosci w; rozwiniecie dla w jest jednoznacznie wyznaczone przez warunek
znikania czlonéw rezonansowych.
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Dodatek E

Calkowalnosé rownan
geodezyjnych dla metryki
Schwarzschilda—de Sittera

Funkcja Lagrange’a opisujaca ruch wzdtuz geodezyjnych w czasoprzestrzeni
Schwarzschilda—de Sittera ma posta¢ (o - parametr afiniczny):

L:l _%_QRQ ﬁz_ (3_2)2
2 R 3 do (1-2 - 2R?)

(@) e (2)))

Odpowiedni hamiltonian mozna zapisa¢ w formie:

Hzl ] _(1_%_éR2>p2_p_g_i _
2 \1-2L - 2R? R 3 " R R’sin’f

(E.2)
H nie zalezy jawnie od parametru ewolucji o; zmienna t jest cykliczna. Mamy
zatem dwie catki ruchu: H i p;. Dodatkowo, rozwazana metryka jest niezmien-
nicza na obroty. Zatem mamy trzy dodatkowe caltki ruchu opisane sktado-
wymi momentu pedu. Interesuja nas catki pozostajace w inwolucji; mozemy
skonstruowaé ze sktadowych momentu pedu dwie takie calki: trzecia skta-
dowa i kwadrat momentu pedu. Alternatywnie, zauwazmy, ze hamiltonian

(E.2) ma posta¢ dopuszczajaca natychmiastowa separacje zmiennych w row-
2

naniu Hamiltona—Jacobiego; odpowiednimi catkami ruchu sa p, 1 pj + 51%93
ostatnie wyrazenie daje wlasnie kwadrat momentu pedu. Mamy wiec cztery
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calki:

2

Dy
H, p, . PR —2—, E.3
P Por Pyt o (E.3)

ktore komutuja poissonowsko. Uklad dynamiczny, opisany hamiltonianem
(E.2) jest wiec catkowalny w sensie Arnolda-Liouville’a.
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Dodatek F

Hamiltoniany opisujace te same
trajektorie w przestrzeni fazowej

Przedstawimy tu krotko wyniki otrzymane w pracy [41]. Zalozmy, ze mamy
uktad hamiltonowski na 2N-wymiarowej przestrzeni fazowej

H = H(q, 7 ), (F.1)

gdzie ¢ = (q1,..,qn), P = (p1, .., PN), 788 X = (A1, ..., Aar) jest zbiorem
parametrow ukladu (masy, stale sprzezenia, czestosci etc.).
Niech H bedzie nowa zmienng. Zastapmy parametry A\, przez funkcje

Ao = Ao(H). (F.2)
Zatozmy, ze funkcje A, (.) wybrane sa tak, by rownanie

H(7,7) = H(,F: NH(T, D)) (F.3)

mialo jednoznaczne rozwiazanie H (¢, P) (przynajmniej lokalnie). Zauwazmy,
ze rownanie (F.3) implikuje

E=H({p\NE)) =E. (F.4)

Mozna pokazaé, ze rownania kanoniczne

dgi _ OH(@, 5 ME))

dt N ﬁpi (F5)
dpi  OH(q, 7 \(E))
e F.
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oraz

dg  OH(G,p)

A AR A F.7
dpi  OH(,p)
S i x 1 4 F.8

opisuja ten sam zbior niesparametryzowanych trajektorii odpowiadajacych
wspolnej energii £ = E. Co wiecej, mozemy tatwo powigza¢ parametry ewo-
lucji t i ¢. Zdefiniujmy funkcje
OH 0O\
Qap)=1—- ——=. F.9
(7. WY (F.9)
Dla zadanej trajektorii ¢ = §(q), 7 = p(q), Q1) = Q(g#),5(f)) staje sie
funkcja czasu t. Zwiazek miedzy t i t przybiera postaé

dt s
= =90, (F.10)

Warto podkresli¢, ze istnieje tez jednoznaczny zwiazek miedzy catkami ruchu
obu uktadow hamiltonowskich [41].
Szczegdlny przypadek powyzszej procedury otrzymujemy dokonujac za-
miany
H(G.7N) = H(@ 5N + i, (F.11)

gdzie u jest trywialng staly nie wptywajaca na postac¢ rownan ruchu. Podsta-
wiajac Ao = A\o(H), p = H wnioskujemy, ze wszystkie powyzsze stwierdzenia
pozostaja w mocy, z wyjatkiem relacji

H(g,p; \(E)) =0, (F.12)

tak ze porownujemy trajektorie odpowiadajace energiom Ei0.
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