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Rozdziaª 1

Wst¦p

Spo±ród czterech znanych obecnie oddziaªywa« fundamentalnych, dwa � elek-
tromagnetyczne i grawitacyjne � pojawiaj¡ si¦ ju» na poziomie makroskopo-
wym w postaci pól dªugozasi¦gowych, opisywanych w ramach �zyki klasycz-
nej przez elektrodynamik¦ Maxwella i ogóln¡ teori¦ wzgl¦dno±ci Einsteina.
Co wi¦cej, akceptuj¡c pewne, w miar¦ ªagodne zaªo»enia, dotycz¡ce kwanto-
wego opisu relatywistycznie niezmienniczych oddziaªywa« dªugozasi¦gowych,
mo»na wywnioskowa¢, »e s¡ to jedyne oddziaªywania, które mog¡ si¦ poja-
wi¢ na poziomie klasycznym [1], [2] (nale»y jednak doda¢, »e przy zaªo»eniu,
»e czasoprzestrze« nie jest asymptotycznie pªaska, otwieraj¡ si¦ dodatkowe
mo»liwo±ci [3]). O ile oddziaªywania elektromagnetyczne mo»na uwa»a¢ za
dobrze rozumiane, zarówno na poziomie klasycznym jak i kwantowym (o za-
dziwiaj¡cej zgodno±ci mi¦dzy wynikami do±wiadczalnymi a przepowiedniami
teoretycznymi), to problem relacji mi¦dzy klasycznym opisem pola grawita-
cyjnego, oferowanym przez ogóln¡ teori¦ wzgl¦dno±ci, a mechanik¡ kwantow¡,
pozostaje otwarty. W istocie, jest to jeden z najwa»niejszych problemów �-
zyki wspóªczesnej.

Analiza wpªywu pola grawitacyjnego na propagacj¦ fal elektromagne-
tycznych ma z kolei wielkie znaczenie w astronomii obserwacyjnej, astro-
�zyce i kosmologii. Jeste±my ±wiadkami niezwykªego rozwoju technik ob-
serwacyjnych, pozwalaj¡cych si¦ga¢ bardzo daleko w gª¡b Wszech±wiata (i,
tym samym, czasu). W szczególno±ci dotyczy to soczewkowania grawitacyj-
nego [4], [5], [6], wa»nego narz¦dzia astronomii obserwacyjnej, zwi¡zanego z
tak egzotycznymi efektami, jak pier±cienie Einsteina i krzy» Einsteina.

Innym wa»nym powodem badania propagacji pola elektromagnetycznego
w zakrzywionej czasoprzestrzeni jest fakt, »e wci¡» istnieje wiele otwartych
pyta«, dotycz¡cych grawitacji i struktury Wszech±wiata: problem czarnej ma-
terii i czarnej energii, rola efektów kwantowych etc. Mo»e si¦ okaza¢, »e nawet
ju» na poziomie klasycznym równania Einsteina powinny zosta¢ zmody�ko-
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wane; zaproponowano ró»ne takie mody�kacje, mniej lub bardziej ad hoc. W
celu ich wery�kacji nale»y uwzgl¦dni¢ ograniczenia wynikaj¡ce z obserwacji,
w szczególno±ci zwi¡zane z propagacj¡ promieni ±wietlnych.

W ogólnej teorii wzgl¦dno±ci zachowanie pola elektromagnetycznego w
obecno±ci grawitacji ªatwo opisa¢: wystarczy zapisa¢ równania Maxwella w
dowolnym krzywoliniowym ukªadzie wspóªrz¦dnych i skorzysta¢ z zasady
równowa»no±ci. Tak jak w przypadku pªaskiej czasoprzestrzeni, gdy typowa
dªugo±¢ fali elektromagnetycznej jest maªa w porównaniu z parametrami o
wymiarze dªugo±ci, charakteryzuj¡cymi dany ukªad, mo»na rozwi¡za¢ rów-
nania Maxwella w przybli»eniu stacjonarnej fazy, otrzymuj¡c opis propagacji
w ramach optyki geometrycznej. Kluczowym poj¦ciem optyki geometrycznej
jest promie« ±wietlny i jego trajektoria. W pªaskiej czasoprzestrzeni ±wiatªo
rozprzestrzenia si¦ wzdªu» linii prostych, wi¦c zasada równowa»no±ci impli-
kuje, »e trajektorie promieni ±wietlnych w zakrzywionej czasoprzestrzeni s¡
geodezyjnymi zerowymi (co, oczywi±cie, wynika z równa« Maxwella w przy-
bli»eniu krótkofalowym).

Alternatywny opis propagacji ±wiatªa w ramach optyki geometrycznej ofe-
ruje zasada najkrótszego czasu Fermata. To zasada wariacyjna daj¡ca bardzo
elegancki opis trajektorii promieni ±wietlnych. Uogólnienie zasady Fermata
na przypadek statycznego pola grawitacyjnego podano w pracach Weyla [7]
i Pauliego [8] (por. równie» obszern¡ monogra�¦ [9]). Ogólniejszy przypadek
pola stacjonarnego analizowali Quan [10] i Brill [11]. Szczególnie eleganckie
wprowadzenie mo»na znale¹¢ w podr¦czniku Landaua i Lifszyca [12], gdzie
zasad¦ Fermata wyprowadzono bezpo±rednio z zasady równowa»no±ci.

Zasada Fermata jest szczególnie u»yteczna przy badaniu soczewkowania
grawitacyjnego [13], [14], [15]. Mo»na wtedy zaªo»y¢, »e pole grawitacyjne
zmienia si¦ w sposób znacz¡cy w skali czasu du»o wi¦kszej ni» czas przej-
±cia promienia ±wietlnego. Pole grawitacyjne mo»na zatem traktowa¢ jako
statyczne/stacjonarne.

Mo»e si¦ jednak okaza¢, »e procesy grawitacyjnego ogniskowania s¡ istotne
równie» w przypadkach, gdy pole grawitacyjne nie mo»e by¢ traktowane jako
staªe (struny kosmiczne [16], fale grawitacyjne [17]). Warto wi¦c rozwa»y¢
uogólnienie zasady Fermata na przypadek dowolnych pól grawitacyjnych.
Zostaªo ono zaproponowane w pracy Kovnera [18] i zanalizowane w publika-
cjach [19�21]. Interesuj¡ce podej±cie, oparte na zasadzie minimum Pontria-
gina, zaproponowaª Frolov [22].

Przedstawiona rozprawa dotyczy sformuªowania zasady Fermata dla do-
wolnych pól grawitacyjnych i wynikaj¡cych z niej wªasno±ci i zastosowa«.
Poªo»ono nacisk na fakt, »e zasad¦ Fermata mo»na zanalizowa¢ w ramach
(uogólnionej) mechaniki analitycznej i teorii drga« nieliniowych. Pozwala
to zastosowa¢ zaawansowane metody zapo»yczone z tych dziedzin do no-
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wego spojrzenia na propagacj¦ ±wiatªa w polu grawitacyjnym. Punktem wyj-
±cia jest obserwacja, »e zasad¦ Fermata w stacjonarnym polu grawitacyj-

nym mo»emy sformuªowa¢ nast¦puj¡co: rozwi¡zujemy równanie
(
ds
dσ

)2
= 0

( ds2 = gµν dx
µ dxν , za± σ jest parametrem a�nicznym) wzgl¦dem dt

dσ
i trak-

tujemy otrzymane wyra»enie jako lagran»jan; wynikaj¡ce ze« równania La-
grange'a wyznaczaj¡ trajektorie promieni ±wietlnych. W takim sformuªowa-
niu zasada Fermata daje si¦ uogólni¢ na przypadek dowolnego pola gra-
witacyjnego. Trajektorie promieni ±wietlnych s¡ rozwi¡zaniami równa« La-
grange'a dla lagran»janu L = 1

2
gµν(x)

dxµ

dσ
dxν

dσ
, speªniaj¡cymi warunek zero-

wania si¦ caªki �energii�, L = 0. W rozdziale 2.2 dowodzimy prostego twier-
dzenia: je»eli L jest autonomicznym niezdegenerowanym lagran»janem, b¦-
d¡cym jednorodn¡ funkcj¡ drugiego stopnia (w istocie dowolnego stopnia
n ̸= 1) w pr¦dko±ciach uogólnionych, to rozwi¡zuj¡c równanie L = E wzgl¦-
dem jednej z pr¦dko±ci uogólnionych, otrzymujemy lagran»jan opisuj¡cy rzut
wyj±ciowych trajektorii (o energii E) na zredukowan¡ przestrze« kon�gura-
cyjn¡, otrzyman¡ przez pomini¦cie odpowiedniej wspóªrz¦dnej uogólnionej.
Ten prosty wynik ma jednak swoj¡ cen¦: pomini¦ta wspóªrz¦dna staje si¦
zmienn¡ dziaªania, a otrzymana funkcja Lagrange'a staje si¦, w ogólno±ci,
zale»na od dziaªania. Na szcz¦±cie standardowa mechanika lagran»owska daje
si¦ uogólni¢ na przypadek lagran»janów b¦d¡cych funkcjami dziaªania; od-
powiedni formalizm nosi nazw¦ zasady wariacyjny Herglotza i jest dobrze
rozpracowany [23�35]. W szczególno±ci, formalizm Herglotza mo»na przed-
stawi¢ w wersji hamiltonowskiej, udowodni¢ odpowiedniki pierwszego i dru-
giego twierdzenia Noether, etc.

Twierdzenie udowodnione w rozdziale 2.2 stosujemy w nast¦pnym roz-
dziale, 2.3, do lagran»janu opisuj¡cego zerowe geodezyjne. W wyniku otrzy-
mujemy funkcj¦ Lagrange'a (w uogólnionym sensie) opisuj¡c¡ trajektori¦ pro-
mieni ±wietlnych w trójwymiarowej �podprzestrzeni�. Wspóªrz¦dna x0 = t
gra tutaj rol¦ dziaªania. Pokazujemy, »e sformuªowanie zaproponowane przez
Kovnera [18] wynika bezpo±rednio z zasady wariacyjnej Herglotza. Równie»
formalizm Frolova [22] mo»na wywie±¢ z podanego tu sformuªowania, gdy»
zasada minimum Pontriagina mo»e by¢ powi¡zana z zasad¡ wariacyjn¡ Her-
glotza [28]; nie dyskutujemy jednak tego zagadnienia bardziej szczegóªowo.

Lagran»jan otrzymany w wyniku zastosowania powy»szej procedury jest
(poniewa» E = 0) jednorodn¡ funkcj¡ pierwszego stopnia w pr¦dko±ciach
uogólnionych. Odpowiednie równania Lagrange'a s¡ wi¦c niezmiennicze na
reparametryzacj¦. Mo»emy zatem zrezygnowa¢ z parametru a�nicznego jako
parametru ewolucji (którego znalezienie w przypadku geodezyjnych zerowych
mo»e by¢ kªopotliwe [36]) i wybra¢ dowolny inny. W szczególno±ci, wygodnie
jest wybra¢ jedn¡ ze wspóªrz¦dnych, np. k¡t azymutalny ϕ. W ten sposób

6



ilo±¢ stopni swobody redukujemy do dwóch.
Ogólno±¢ twierdzenia udowodnionego w rozdziale 2.2 pozwala je zasto-

sowa¢ równie» do przypadku geodezyjnych typu czasowego, tzn. propagacji
cz¡stek masywnych (E ̸= 0). W tym przypadku nie mamy do czynienia z nie-
zmienniczo±ci¡ na reparametryzacj¦; musimy pozosta¢ przy liniowej funkcji
czasu wªasnego. Niemniej, otrzymujemy wersj¦ zasady Fermata dla cz¡stek
masywnych, ponownie równowa»n¡ propozycji opisanej w [18].

W rozdziale 2.5 opisujemy formalizm Hamiltona dla sformuªowanej po-
przednio zasady Fermata. W przypadku propagacji cz¡stek masywnych jest
to bezpo±rednie zastosowanie hamiltonowskiej wersji formalizmu Herglotza.
Sytuacja komplikuje si¦ w przypadku opisu propagacji ±wiatªa. Odpowiedni
lagran»jan jest zdegenerowany (niezmienniczo±¢ na reparametryzacj¦), wi¦c
bezpo±rednie przej±cie do formalizmu Hamiltona nie jest mo»liwe. S¡ dwie
drogi rozwi¡zania tego problemu. Mo»emy wybra¢ konkretny parametr ewo-
lucji (ustali¢ cechowanie); wtedy przej±cie do sformuªowania hamiltonow-
skiego jest bezpo±rednie. Alternatywnie, mo»emy próbowa¢ uogólni¢ forma-
lizm Diraca [37] na teori¦ Herglotza lagran»janów zale»nych od dziaªania.
Nie robimy tego w peªnej ogólno±ci, pokazuj¡c jedynie, »e w przypadku nie-
zmienniczo±ci na reparametryzacj¦ wynikaj¡cy z niej wi¡z na p¦dy mo»na
wykorzysta¢ jako hamiltonian, otrzymuj¡c poprawne równania ruchu.

W dwóch innych rozdziaªach pierwszej cz¦±ci, 2.6 i 2.8, analizujemy rów-
nania geodezyjnych wynikaj¡ce z zasady Fermata i przyj¦cia k¡ta azymutal-
nego jako parametru ewolucji.

W ko«cu, w rozdziale 2.7 rozwa»amy propagacj¦ ±wiatªa w metryce
Schwarzschilda�de Sittera, w tzw. wspóªrz¦dnych wspóªporuszaj¡cych si¦.
Ze wzgl¦du na symetri¦ sferyczn¡ mo»emy, bez zmniejszenia ogólno±ci, poªo-
»y¢ θ = π

2
, za± wykorzystuj¡c niezmienniczo±¢ na reparametryzacj¦ wybra¢

k¡t azymutalny ϕ jako parametr ewolucji. Pozostaje wi¦c tylko jeden sto-
pie« swobody, r. Metryka zale»y jawnie od czasu, zatem musimy zastosowa¢
peªny formalizm Herglotza. W standardowym formalizmie mechaniki anali-
tycznej efektywne caªkowanie równa« ruchu umo»liwia istnienie caªek ruchu.
Twierdzenie Noether, uogólnione na formalizm Herglotza, prowadzi do caªek
ruchu, które s¡ nielokalne w czasie. Na szcz¦±cie, czynnik nielokalny ma cha-
rakter uniwersalny, niezale»ny od konkretnej postaci transformacji symetrii.
Dzi¦ki temu stosunek dwóch caªek noetherowskich, wynikaj¡cych z dwóch
niezale»nych transformacji symetrii, jest zwykª¡ lokaln¡ staª¡ ruchu. W roz-
dziale 2.7 pokazujemy, jak mo»na wykorzysta¢ ten pomysª do efektywnego
caªkowania równa« opisuj¡cych propagacj¦ promieni ±wietlnych w metryce
Schwarzschilda�de Sittera. Nale»y jednak podkre±li¢, »e ten przykªad zasto-
sowania peªnego formalizmu Herglotza nie jest najogólniejszy, gdy» mo»na
w metryce Schwarzschilda�de Sittera wprowadzi¢ niezale»ny od czasu ukªad
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wspóªrz¦dnych.
Trzeci rozdziaª rozprawy jest po±wi¦cony opisowi propagacji ±wiatªa przy

du»ej warto±ci parametru zderzenia. Równania wyznaczaj¡ce trajektorie pro-
mieni ±wietlnych pokrywaj¡ si¦ wtedy z równaniami opisuj¡cymi maªe drga-
nia ukªadów nieliniowych (lub przechodz¡ w nie asymptotycznie); w przy-
padku metryk o ni»szej symetrii s¡ to ukªady równa« opisuj¡cych oscylacje
nieliniowe. Mo»na wtedy zastosowa¢ dobrze znane metody teorii drga« nieli-
niowych. Jednym z u»ytecznych narz¦dzi tej teorii jest formalizm Lindstedta�
Poincarégo. Pozwala on efektywnie sumowa¢ podszeregi szeregu perturba-
cyjnego w (maªej) amplitudzie drga«, tak by dosta¢ sukcesywne przybli-
»enia dokªadnego rozwi¡zania, jednostajne w zmiennej opisuj¡cej ewolucj¦.
Kolejne wyrazy tak otrzymanego szeregu przybli»e« s¡ kombinacjami linio-
wymi funkcji trygonometrycznych wielokrotno±ci cz¦sto±ci podstawowej, wy-
znaczanej perturbacyjnie rz¡d po rz¦dzie z warunku, by w kolejnych rz¦-
dach nie pojawiaªy si¦ czªony rezonansowe. Wynikaj¡cy st¡d szereg nie tylko
prowadzi do przybli»e« jednostajnych w zmiennej niezale»nej, ale równie»
poprawnie odtwarza jako±ciowe cechy dokªadnego rozwi¡zania, takie jak pe-
riodyczno±¢. Przeciwnie, naiwny szereg rachunku zaburze« jest kombinacj¡
iloczynów wielomianów w zmiennej niezale»nej (stopnia równego, z grubsza,
poªowie rz¦du danego czªonu) i funkcji trygonometrycznych od wielokrotno-
±ci cz¦sto±ci drga« niezaburzonych; jako taki, stanowi du»o gorsze narz¦dzie
analizy drga« nieliniowych.

W rozdziale trzecim stosujemy formalizm Lindstedta�Poincarégo do ana-
lizy geodezyjnych w obszarze asymptotycznym metryk Schwarzschilda, Reiss-
nera�Nördstroma oraz, w pªaszczy¹nie równikowej, Kerra. Jako przykªad za-
stosowania wyliczamy k¡ty odchylenia promieni ±wietlnych w tych metrykach
w kolejnych rz¦dach rozwini¦cia w odwrotno±ci niezmienniczego parametru
zderzenia. Zastosowana metoda wymaga tylko operacji algebraicznych, bez
konieczno±ci rozwa»ania funkcji eliptycznych i ich rozwini¦¢ w szeregi pot¦-
gowe czy szeregi Fouriera. Oczywi±cie, takie same wyniki dla k¡ta odchylenia
mo»na otrzyma¢ stosuj¡c naiwny rachunek zaburze« [38], [39]; rozwini¦cia
wielko±ci niezale»nych od zmiennej niezale»nej, otrzymane ró»nymi metodami
musz¡ si¦ pokrywa¢. Metoda oparta na formalizmie Lindstedta�Poincarégo
jest jednak efektywniejsza w wy»szych rz¦dach rozwini¦cia; poza tym mo»na
j¡ wykorzysta¢ do otrzymania dokªadniejszych wyra»e« dla k¡ta odchylenia,
b¦d¡cych cz¦±ciowymi sumami podszeregów szeregu perturbacyjnego.

Rozdziaª czwarty rozprawy dotyczy problemu caªkowalno±ci równa« tra-
jektorii promieni ±wietlnych na przykªadzie metryki Kerra. Przy opisie geo-
dezyjnych zerowych w tej metryce za pomoc¡ lagran»janu L = 1

2
gµν

dxµ

dσ
dxν

dσ

mamy nast¦puj¡ce oczywiste caªki ruchu: L(= 0), wynikaj¡c¡ z autonomicz-
no±ci dynamiki oraz pt i pϕ, b¦d¡ce konsekwencj¡ cykliczno±ci wspóªrz¦dnych
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t i ϕ. Potrzebna jest jeszcze jedna caªka - jest to tzw. staªa Cartera [40]. Je-
»eli oprzemy opis trajektorii promieni ±wietlnych na zasadzie Fermata, mamy
do czynienia z dwuwymiarowym (r i θ) ukªadem dynamicznym. Jego caªko-
walno±¢ wymaga istnienia dwóch caªek ruchu; jedn¡ z nich jest hamiltonian
H̃. Druga caªka powinna by¢ odpowiednikiem staªej Cartera. Z postaci H̃
trudno od razu wnioskowa¢, »e dodatkowa caªka istnieje: H̃ nie ma standar-
dowej formy dopuszczaj¡cej bezpo±redni¡ separacj¦ zmiennych w równaniu
Hamiltona�Jacobiego. Aby uzyska¢ wgl¡d w mechanizm separacji zmiennych
wykorzystamy formalizm opisany w [41] i b¦d¡cy uogólnieniem zapropono-
wanej przez Hietarint¦ i in. [42] metamorfozy staªej sprz¦»enia. Istot¡ tej me-
tody jest obserwacja, »e staªe sprz¦»enia, wchodz¡ce do de�nicji wyj±ciowego
hamiltonianu, mo»na uzale»ni¢ od caªek ruchu danego ukªadu, w szczególno-
±ci od samego hamiltonianu. W ten sposób, rozwi¡zuj¡c uwikªane równanie,
dostajemy nowy hamiltonian, taki »e (niesparametryzowane) trajektorie w
przestrzeni fazowej wyj±ciowego i ko«cowego hamiltonianu pokrywaj¡ si¦;
istnieje te» jednoznaczna odpowiednio±¢ mi¦dzy symetriami i caªkami ruchu
obu ukªadów. Stosuj¡c ten formalizm do hamiltonianu zwi¡zanego z zasad¡
Fermata otrzymujemy elegancki hamiltonian kwadratowy w p¦dach uogól-
nionych i b¦d¡cy funkcj¡ wymiern¡ wspóªrz¦dnych, o strukturze dopuszcza-
j¡cej separacj¦ zmiennych w równaniu Hamiltona�Jacobiego. W ten sposób
otrzymujemy drug¡ caªk¦ ruchu, odpowiednik staªej Cartera, w formalizmie
zwi¡zanym z zasad¡ Fermata. W rozdziaªach 4.3 i 4.4 pokazujemy, »e otrzy-
mana nowa forma dynamiki prowadzi do poprawnych wyników, odpowiednio
w granicy Schwarzschilda i dla ruchu w pªaszczy¹nie równikowej metryki
Kerra. W ko«cu, w rozdziale 4.5 krótko dyskutujemy problem dokªadnego i
przybli»onego caªkowania naszych równa« wyznaczaj¡cych trajektorie pro-
mieni ±wietlnych w czasoprzestrzeni Kerra. Pokazujemy, jak przez wprowa-
dzenie odpowiednika czasu Mino [43] (który okazuje si¦ blisko spokrewniony
z parametrem ewolucji, pojawiaj¡cym si¦ w do±¢ naturalny sposób w forma-
lizmie wprowadzonym w [41]) mo»na dokona¢ caªkowitej separacji szukanych
wielko±ci. Otrzymujemy ukªad trzech oddzielnych równa« dla θ, r oraz ϕ w
funkcji �czasu Mino�. Dopuszczaj¡ one separacj¦ zmiennych i rozwi¡zania w
terminach funkcji eliptycznych. S¡ równie» wygodnym punktem wyj±cia do
oblicze« przybli»onych, opartych na rozwini¦ciu pot¦gowym w odwrotno±ci
parametru zderzenia.

Krótka cz¦±¢ pi¡ta jest po±wi¦cona zastosowaniu zasady Fermata do ana-
lizy zamkni¦tych trajektorii ±wietlnych. Podajemy prosty dowód faktu, »e
koªowa trajektoria ±wietlna w pªaszczy¹nie równikowej metryki Kerra od-
powiada minimum czasu obiegu, mierzonego przez obserwatora w niesko«-
czono±ci, dla wszystkich krzywych zerowych, których rzut na pªaszczyzn¦
równikow¡ jest okr¦giem o ±rodku w pocz¡tku ukªadu.
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W ko«cu, cz¦±¢ szósta zawiera krótkie podsumowanie.
Uzupeªnieniem rozprawy jest kilka dodatków. Cz¦±¢ z nich zawiera in-

formacje literaturowe (metoda Lindstedta�Poincarégo, inne sformuªowanie
zasady Fermata, podstawowe informacje o zasadzie wariacyjnej Herglotza).
Dodatek po±wi¦cony formalizmowi Herglotza obejmuje zmody�kowane wy-
prowadzenia niektórych wªasno±ci tego formalizmu, bli»sze duchem klasycz-
nym podr¦cznikom mechaniki analitycznej; podajemy te» nieco ogólniejsze
sformuªowanie twierdzenia Noether i jego wersj¦ hamiltonowsk¡. Pozostaªe
dodatki zawieraj¡ obliczenia i rozwa»ania pomini¦te w gªównym tek±cie roz-
prawy.

Rozprawa oparta jest na nast¦puj¡cych pracach:

1. J. Gonera, P. Kosi«ski, J. Piwnik, Fermat's principle in constant gra-

vitational �eld, Int. Journ. Mod. Phys., D30 (2021), 2150094;

2. J. Piwnik, J. Gonera, P. Kosi«ski, Fermat's principle in general re-

lativity via Herglotz variational formalism, Nucl.Phys.B1010 (2025),
116744;

3. J. Piwnik, J. Gonera, P. Kosi«ski, Fermat's principle and weak de�ec-

tion angle from Lindstedt�Poincaré method, arXiv: 2405.14462;

4. J. Piwnik, J. Gonera, C. Gonera, P. Kosi«ski, Integrable dynamics from

Fermat's principle, arXiv: 2409.11896.
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Rozdziaª 2

Zasada Fermata dla propagacji

±wiatªa w dowolnym polu

grawitacyjnym

2.1 Propagacja ±wiatªa w staªym polu grawita-

cyjnym

Zgodnie z ogóln¡ teori¡ wzgl¦dno±ci pole grawitacyjne jest zwi¡zane z geo-
metri¡ czasoprzestrzeni, zde�niowan¡ przez element dªugo±ci

ds2 = gµν(x) dx
µ dxν . (2.1)

Pole grawitacyjne nazywamy staªym, je»eli mo»na wybra¢ taki ukªad wspóª-
rz¦dnych, by skªadowe gµν(x) tensora metrycznego nie zale»aªy od wspóªrz¦d-
nej czasowej x0. Je»eli dodatkowo g0i(x) = 0 dla i = 1, 2, 3, pole nazywamy
statycznym; w przeciwnym przypadku mówimy o polu stacjonarnym.

Rozchodzenie si¦ ±wiatªa w polu grawitacyjnym opisane jest przez roz-
wi¡zania równa« Maxwella w zakrzywionej czasoprzestrzeni. W przybli»eniu
maªej dªugo±ci fal mo»na odwoªa¢ si¦ do optyki geometrycznej z jej podstawo-
wym poj¦ciem promieni ±wietlnych. W pªaskiej czasoprzestrzeni trajektorie
promieni ±wietlnych s¡ wyznaczone przez zasad¦ Fermata. Jej uogólnienie
na staªe pola grawitacyjne jest stosunkowo proste. Zasad¦ Fermata dla pól
statycznych przedyskutowano w wielu pracach (np. [7�9]); podano równie»
jej rozszerzenie na przypadek stacjonarny, [10�12].

Eleganckie wyprowadzenie zasady Fermata dla staªych pól grawitacyjnych
(statycznych i stacjonarnych) podali Landau i Lifszyc [12]. Punktem wyj±cia
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jest zasada Fermata dla pªaskiej czasoprzestrzeni,

δ

∫
ki dx

i = 0; (2.2)

tutaj ki s¡ (kowariantnymi) skªadowymi wektora falowego, a caªkowanie prze-
biega wzdªu» trajektorii promienia ±wietlnego. Zasada równowa»no±ci po-
zwala wywnioskowa¢, »e (2.2) obowi¡zuje równie» w przypadku zakrzywionej
czasoprzestrzeni; wyra»enie podcaªkowe nale»y przy tym wyrazi¢ przez staª¡
(mierzon¡ w jednostkach czasu x0 wzdªu» promienia) cz¦sto±¢.

W rezultacie otrzymujemy nast¦puj¡c¡ posta¢ zasady Fermata:

δ

∫ (
dl

√
g00

− g0i
g00

dxi
)

= 0, (2.3)

gdzie

dl2 ≡ γij dx
i dxj ≡

(
−gij +

g0ig0j
g00

)
dxi dxj (2.4)

jest przestrzennym elementem dªugo±ci.
Alternatywnym sposobem wyprowadzenia równania dla trajektorii pro-

mienia ±wiatªa w polu grawitacyjnym jest zastosowanie zasady równowa»-
no±ci do nast¦puj¡cej wªasno±ci promieni ±wietlnych w pªaskiej czasoprze-
strzeni: (cztero)wektor falowy jest staªy wzdªu» trajektorii [12]. W rezultacie
otrzymujemy równanie geodezyjnej

d2xµ

dσ2
+ Γµαβ

dxα

dσ

dxβ

dσ
= 0, (2.5)

gdzie σ jest odpowiednio dobranym parametrem (tzw. parametr a�niczny).
Równanie (2.5) mo»na otrzyma¢ z zasady wariacyjnej

δ

∫
gµν(x)

dxµ

dσ

dxν

dσ
dσ = 0. (2.6)

Do równania (2.5) nale»y doda¢ warunek

gµν(x)
dxµ

dσ

dxν

dσ
= 0 (2.7)

na jego caªk¦, wynikaj¡cy z faktu, »e czterowektor falowy jest wektorem ze-
rowym. Opis oparty na równaniach (2.6) i (2.7) prowadzi do tych samych
trajektorii, co zasada Fermata (2.2). Z drugiej strony, w przeciwie«stwie do
tej ostatniej, nie wymaga zaªo»enia o staªo±ci pola grawitacyjnego. Nasuwa
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si¦ pytanie, czy mógªby sªu»y¢ za punkt wyj±cia do sformuªowania zasady
Fermata dla przypadku dowolnego pola grawitacyjnego.

Zauwa»my, »e rozwi¡zuj¡c równanie

ds2 = 0 (2.8)

wzgl¦dem dx0 otrzymujemy

dx0 = −g0i dx
i

g00
± dl

√
g00

. (2.9)

Wybieraj¡c w równaniu (2.9) górny znak widzimy, »e zasad¦ Fermata (2.2)
mo»na przedstawi¢ w postaci

δ

∫
dx0 = 0, (2.10)

przy czym wybieramy kierunek propagacji w przyszªo±¢ wedªug wskaza« ze-
garów zsynchronizowanych wzdªu» trajektorii (patrz ni»ej). Zasad¦ waria-
cyjn¡ opisan¡ równaniami (2.2) lub (2.10) mo»na przestawi¢ w formie la-
gran»owskiej

δ

∫
L dσ = 0, (2.11)

gdzie funkcja Lagrange'a ma posta¢

L ≡ L
(
x⃗,

dx⃗

dσ

)
=

dx0

dσ
=

1
√
g00

dl

dσ
− g0i
g00

dxi

dσ
, (2.12)

a x⃗ ≡ (x1, x2, x3). Zauwa»my, »e dzi¦ki zaªo»eniu o staªo±ci pola grawitacyj-
nego, funkcja L

(
x⃗, dx⃗

dσ

)
nie zale»y od x0, co umo»liwia zastosowanie standar-

dowego formalizmu Lagrange'a.
Zasada wariacyjna (2.11) implikuje równania Lagrange'a determinuj¡ce

trajektori¦ promieni ±wiatªa:

∂L
∂xi

− d

dσ

(
∂L
∂ẋi

)
= 0, ẋi ≡ dxi

dσ
. (2.13)

Takie sformuªowanie zasady Fermata ma dwie wa»ne wªasno±ci:

i) równanie (2.9) ma dwa rozwi¡zania. Do wyznaczenia przestrzennej tra-
jektorii potrzebne s¡ warunki pocz¡tkowe: poªo»enie pocz¡tkowe i war-
to±¢ wektora stycznego do trajektorii w punkcie pocz¡tkowym. Z dru-
giej strony, rozwi¡zanie równania (2.5) jest zadane przez ustalenie punk-
tu pocz¡tkowego i zerowego czterowektora stycznego do trajektorii w
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czterowymiarowej czasoprzestrzeni. Maj¡c wektor styczny do trajek-
torii przestrzennej mo»emy wyznaczy¢ skªadow¡ zerow¡ czterowektora

stycznego, korzystaj¡c z równania
(
ds
dσ

)2
= 0. Równanie to ma dwa

rozwi¡zania dla dx0

dσ
, otrzymujemy wi¦c dwie geodezyjne, których rzuty

na wspóªrz¦dne x1, x2, x3 zadane s¡ przez wyj±ciowe warunki pocz¡t-
kowe dla trajektorii trójwymiarowych i równania Lagrange'a genero-
wane przez lagran»jany

L± = ± 1
√
g00

dl

dσ
− g0i
g00

dxi

dσ
. (2.14)

�atwo zrozumie¢, jaki sens ma wybór konkretnego znaku w równaniu
(2.14). Przepisuj¡c równanie (2.9) w postaci

dx0 +
g0i
g00

dxi = ± dl
√
g00

(2.15)

i wykorzystuj¡c wyniki dotycz¡ce synchronizacji zegarów w ogólnej teo-
rii wzgl¦dno±ci [12] wnioskujemy, »e wybór znaku plus (minus) oznacza
wybór geodezyjnej propaguj¡cej si¦ w przyszªo±¢ (przeszªo±¢) wedªug
wskaza« zegarów zsynchronizowanych wzdªu» geodezyjnej.

ii) Lagran»jan (2.12) jest jednorodn¡ funkcj¡ pr¦dko±ci ẋi ≡ dxi

dσ
pierw-

szego stopnia; oznacza to, »e σ mo»e by¢ dowoln¡ parametryzacj¡ tra-
jektorii, niekoniecznie wyj±ciowym parametrem a�nicznym, wchodz¡-
cym do czterowymiarowej zasady wariacyjnej (2.6). W szczególno±ci,
cz¦sto wygodnie jest wybra¢ (przynajmniej lokalnie) za σ jedn¡ ze
wspóªrz¦dnych xi.

Zauwa»my, »e z równa« (2.10)-(2.12) wynika, »e wspóªrz¦dna czasowa x0

peªni rol¦ dziaªania w naszym formalizmie Lagrange'a.
W przypadku dowolnego pola grawitacyjnego równanie (2.12) przyj¦ªoby

posta¢
dx0

dσ
≡ L

(
x⃗,

dx⃗

dσ
, x0
)

=
1

√
g00

dl

dσ
− g0i
g00

dxi

dσ
. (2.16)

Porównanie równania (2.16) z równaniem (A.7) z Dodatku A sugeruje, »e
zasada Fermata dla dowolnego pola grawitacyjnego mo»e by¢ sformuªowana
w ramach uogólnienia formalizmu Lagrange'a podanego przez Herglotza [23].
Punkt wyj±cia do pokazania, »e tak w istocie jest, stanowi zasada wariacyjna
dla geodezyjnych w czasoprzestrzeni. Równanie (2.6) mo»na przepisa¢ w po-
staci

δ

∫
L dσ = 0, (2.17)
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gdzie

L ≡ L

(
xµ,

dxµ

dσ

)
=

1

2
gµν(x)

dxµ

dσ

dxν

dσ
; (2.18)

równanie (2.17) nale»y uzupeªni¢ warunkiem (2.7), specy�kuj¡cym geode-
zyjne zerowe. Przypomnijmy, »e w równaniu (2.17) σ musi by¢ parametrem
a�nicznym (zde�niowanym z dokªadno±ci¡ do transformacji a�nicznej). Na-
le»y wi¦c udowodni¢, »e zasada wariacyjna (2.17) pozwala sformuªowa¢ za-
sad¦ Fermata w ramach formalizmu Herglotza. W nast¦pnym rozdziale udo-
wodnimy nieco ogólniejsze stwierdzenie.

2.2 Zredukowana dynamika dla jednorodnych

lagran»janów

Rozwa»my ukªad lagran»owski o n + 1 stopniach swobody i wspóªrz¦dnych
uogólnionych

q ≡
(
q0, q1, ..., qn

)
≡ (qµ) , µ = 0, 1, 2, ..., n. (2.19)

Zaªó»my, »e speªnione s¡ nast¦puj¡ce warunki:

i) lagran»jan L nie zale»y jawnie od parametru ewolucji σ (�czasu�);

ii) L jest niezdegenerowany:

det

[
∂2L

∂q̇µ∂q̇ν

]
̸= 0, q̇µ ≡ dqµ

dσ
; (2.20)

iii) L jest jednorodn¡ funkcj¡ pr¦dko±ci uogólnionych q̇µ stopnia 2.,

q̇µ
∂L

∂q̇µ
= 2L. (2.21)

Najprostszym i jednocze±nie najwa»niejszym przykªadem takiego lagran»janu
jest

L =
1

2
gµν (q) q̇

µq̇ν , det [qµν (q)] ̸= 0. (2.22)

Równania Lagrange'a, wyznaczaj¡ce trajektorie, maj¡ posta¢

∂L

∂qµ
− d

dσ

(
∂L

∂q̇µ

)
= 0, µ = 0, 1, 2, ..., n. (2.23)
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Z i) i iii) wynika, »e �energia�

E ≡ E (q, q̇) = q̇µ
∂L

∂q̇µ
− L = 2L− L = L (2.24)

jest caªk¡ ruchu. Ustalmy warto±¢ energii E i rozwa»my podzbiór trajektorii
odpowiadaj¡cych tej warto±ci E,

L (q, q̇) = E. (2.25)

Z zaªo»enia, »e L jest niezdegenerowany wynika, »e ∂L
∂q̇0

̸≡ 0. Zatem równanie

(2.25) mo»e by¢, przynajmniej lokalnie, rozwi¡zane wzgl¦dem q̇0,

q̇0 = q̇0
(
q0, q⃗, ˙⃗q;E

)
, q⃗ ≡

(
q1, ..., qn

)
≡ (qi). (2.26)

Zachodzi wi¦c to»samo±¢:

L
(
q0, q⃗, q̇0

(
q0, q⃗, ˙⃗q, E

)
, ˙⃗q
)
≡ E. (2.27)

Ró»niczkuj¡c to»samo±¢ (2.27) wzgl¦dem qi, q0 oraz q̇i, otrzymujemy nast¦-
puj¡ce relacje:

∂q̇0

∂qi
= −∂L

∂qi

(
∂L

∂q̇0

)−1

(2.28)

∂q̇0

∂q̇i
= −∂L

∂q̇i

(
∂L

∂q̇0

)−1

(2.29)

∂q̇0

∂q0
= − ∂L

∂q0

(
∂L

∂q̇0

)−1

. (2.30)

Potraktujmy wspóªrz¦dn¡ uogólnion¡ q0 jak now¡ zmienn¡ dziaªania

q0 = S, (2.31)

pozostawiaj¡c niezmienion¡ interpretacj¦ pozostaªych wspóªrz¦dnych uogól-
nionych. Zde�niujmy te» nowy, zale»ny od dziaªania S (oraz ustalonej wyj-
±ciowej energii E), lagran»jan

L
(
S, q⃗, ˙⃗q;E

)
≡ q̇0

(
q0, q⃗, ˙⃗q;E

)
. (2.32)

Równania (2.26)-(2.32) implikuj¡ nast¦puj¡ce relacje:

∂L
∂qi

− d

dσ

(
∂L
∂q̇i

)
+
∂L
∂S

∂L
∂q̇i

=(
∂L

∂q̇0

)−1(
d

dσ

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi

)
−
(
∂L

∂q̇0

)−2(
d

dσ

(
∂L

∂q̇0

)
− ∂L

∂q0

)
∂L

∂q̇i
.

(2.33)
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Z równa« (2.26), (2.32) i (2.33) wynika, »e je»eli speªnione s¡ wyj±ciowe
równania Lagrange'a (2.23), to zachodz¡ równie» relacje:

dS

dσ
= L

(
S, q⃗, ˙⃗q;E

)
(2.34)

∂L
∂qi

− d

dσ

(
∂L
∂q̇i

)
+
∂L
∂S

∂L
∂q̇i

= 0. (2.35)

Porównuj¡c równania (2.34) i (2.35) z (A.9) wnioskujemy, »e rzuty wyj±cio-
wych trajektorii, odpowiadaj¡cych ustalonej energii E, na wspóªrz¦dne q1, ...,
qn, s¡ opisane przez zasad¦ wariacyjn¡ Herglotza dla lagran»janu L, danego
równaniem (2.32).

Odwrotnie, zaªó»my »e równania (2.34), (2.35) dopuszczaj¡ jednoznaczne
rozwi¡zanie, speªniaj¡ce warunki pocz¡tkowe

qi(σ0) = qi0 (2.36)

q̇i(σ0) = q̇i0 (2.37)

S(σ0) = S0. (2.38)

Uzupeªniaj¡c warunki pocz¡tkowe przez

q̇0(σ0) ≡
dq0(σ)

dσ

∣∣∣∣
σ=σ0

= L
(
S0, q⃗0, ˙⃗q0;E

)
, (2.39)

mo»emy znale¹¢ (jednoznaczne wobec warunku (ii)) rozwi¡zanie równa« La-
grange'a (2.23). Rzut tak otrzymanych trajektorii na wspóªrz¦dne q1, ..., qn

daje rozwi¡zanie, z którego wystartowali±my.

2.3 Propagacja ±wiatªa w dowolnym polu gra-

witacyjnym

Zastosujmy rozumowanie z poprzedniego podrozdziaªu do lagran»janu (2.18).
Opisana powy»ej procedura prowadzi do lagran»janu (2.12); tym razem jed-
nak zale»y on równie» od zmiennej x0:

L
(
x0, x⃗,

dx⃗

dσ

)
=

1
√
q00

dl

dσ
− g0i
g00

dxi

dσ
. (2.40)

Równania (2.34), (2.35) przyjmuj¡ odpowiednio posta¢:

dx0

dσ
= L

(
x0, x⃗,

dx⃗

dσ

)
(2.41)

∂L
∂xi

− d

dσ

(
∂L
∂ẋi

)
+
∂L
∂x0

∂L
∂ẋi

= 0. (2.42)
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Widzimy wi¦c, »e do sformuªowania uogólnionej zasady Fermata mo»emy
zastosowa¢ formalizm Herglotza, identy�kuj¡c wspóªrz¦dn¡ x0 ze zmienn¡
dziaªania:

S = x0. (2.43)

Do uogólnionej zasady Fermata stosuj¡ si¦ podobne uwagi jak w przypadku
zasady Fermata dla staªych pól grawitacyjnych:

i) równanie ds2 = 0 de�niuje dwa lagran»jany:

L± = ± 1
√
g00

dl

dσ
− g0i
g00

dxi

dσ
. (2.44)

Przy zadanych warunkach pocz¡tkowych dla trajektorii przestrzennej
(pocz¡tkowy punkt w czasoprzestrzeni i skªadowe przestrzenne wek-
tora stycznego w punkcie pocz¡tkowym), dostajemy dwie geodezyjne
zerowe, odpowiadaj¡ce dwóm mo»liwym wyborom skªadowej czasowej
wektora stycznego do geodezyjnej w punkcie pocz¡tkowym. S¡ one opi-
sane przez równania Lagrange'a dla lagran»janów L± i odpowiadaj¡
propagacji w przyszªo±¢ lub w przeszªo±¢ wedªug zegarów zsynchroni-
zowanych wzdªu» geodezyjnej;

ii) lagran»jan (2.40) jest jednorodn¡ funkcj¡ pierwszego stopnia pr¦dko±ci
dxi

dσ
. Wobec tego parametr σ, pierwotnie a�niczny wzdªu» geodezyjnej,

mo»na zast¡pi¢ dowoln¡ parametryzacj¡ trajektorii. W szczególno±ci
równie» w ogólnym przypadku mo»na, przynajmniej lokalnie, wybra¢
jako parametr jedn¡ ze skªadowych xi. Co wi¦cej, jest to wygodne, bo
w przypadku czasoprzestrzeni niewykazuj¡cych symetrii, jawna cha-
rakteryzacja parametru a�nicznego geodezyjnych zerowych jest nietry-
wialnym problemem [36]. Z drugiej strony, je»eli xi nie jest zmienn¡
cykliczn¡, otrzymany lagran»jan zale»y od parametru ewolucji.

Zasada Fermata dla dowolnych pól grawitacyjnych zostaªa podana w kilku
pracach [18�21]. Mo»na j¡ sformuªowa¢ nast¦puj¡co [18,19]:
Zaªó»my, »e ±wiatªo emitowane jest z punktu P czasoprzestrzeni i dociera
do obserwatora O w punkcie Q na jego linii ±wiata λ (Rys. 2.1). Oznaczmy
przez N zbiór krzywych zerowych wychodz¡cych z P i docieraj¡cych do λ.
Trajektoria promienia ±wietlnego wyznaczona jest przez warunek, »e jest ona
stacjonarna w N.

Tak sformuªowana zasada Fermata ma nast¦puj¡ce znaczenie. Wybierzmy
dowoln¡ parametryzacj¦ τ linii ±wiata obserwatora. Ka»dej krzywej nale»¡cej
do N odpowiada warto±¢ parametru τ punktu przeci¦cia tej krzywej z λ.
Rzeczywista trajektoria promienia ±wietlnego odpowiada krzywej, dla której
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warto±¢ τ jest stacjonarna ze wzgl¦du na wariacje krzywej nale»¡ce do zbioru
N. Innymi sªowy, krzywe zerowe z in�nitezymalnego otoczenia rzeczywistej
trajektorii, wychodz¡ce z punktu P i przecinaj¡ce λ, przecinaj¡ j¡ w tym
samym punkcie Q.

x0

x⃗

Q

P

x⃗q

x⃗p

λ

Rysunek 2.1: Geometryczna ilustracja uogólnionej zasady Fermata.

Zredukowane krzywe, odpowiadaj¡ce krzywym z in�nitezymalnego s¡-
siedztwa zredukowanej trajektorii promienia ±wietlnego, zaczynaj¡ si¦ w pun-
kcie x⃗p i ko«cz¡ w x⃗q.

Odwrotnie, rozwa»my zredukowane krzywe z in�nitezymalnego s¡siedz-
twa zredukowanej trajektorii promienia ±wietlnego. Odpowiadaj¡ im krzywe
zerowe, przechodz¡ce przez punkt P. Zgodnie z (2.43) wspóªrz¦dn¡ x0 iden-
ty�kujemy ze zmienn¡ dziaªania. Zasada wariacyjna Herglotza implikuje, »e
warto±¢ x0 punktu ko«cowego, le»¡cego na linii ±wiata x⃗ = x⃗q, jest stacjo-
narna. Oznacza to, »e krzywe zerowe z in�nitezymalnego otoczenia trajektorii
rzeczywistej, przecinaj¡ce lini¦ ±wiata x⃗ = x⃗q, ko«cz¡ si¦ w punkcie Q. S¡
to te same krzywe, co opisane powy»ej w omówieniu uogólnionej zasady Fer-
mata w wersji Kovnera [18] (gdy» wyznaczaj¡ je jednoznacznie trajektorie
zredukowane i warunek propagacji w przód w czasie).

Istnieje jeszcze inne podej±cie do zasady Fermata, oparte na zasadzie mi-
nimum Pontriagina [22]. Zasada Pontriagina zwi¡zana jest z formalizmem
Herglotza [27], tak »e wyniki otrzymane w pracy [22] mo»na otrzyma¢ w
ramach prezentowanego tu formalizmu.
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2.4 Zasada Fermata dla cz¡stek masywnych

Odpowiednik zasady Fermata mo»na równie» sformuªowa¢ dla cz¡stek ma-
sywnych [18, 19]. Formalizm opisany w podrozdziale 2.2 jest dostatecznie
ogólny, by obj¡¢ równie» ten przypadek. Trajektorie czasoprzestrzenne cz¡-
stek masywnych s¡ rozwi¡zaniami równa« Lagrange'a dla lagran»janu (2.18)
przy warunku

gµν(x)
dxµ

dσ

dxν

dσ
> 0. (2.45)

W tym przypadku parametr a�niczny σ jest liniow¡ funkcj¡ s; kªad¡c σ = s
mamy

gµν(x)
dxµ

ds

dxν

ds
= 1. (2.46)

Odpowiednia funkcja Lagrange'a ma posta¢

L
(
x⃗,

dx⃗

ds
, x0
)

=
dx0

ds
= − g0i

g00

dxi

ds
±

√(
dl
ds

)2
+ 1

√
g00

. (2.47)

Tak jak w przypadku bezmasowym, wybór znaku odpowiada propagacji w
przód lub w tyª w czasie. Z drugiej strony, w przeciwie«stwie do geodezyjnych
zerowych, nie mamy tu do czynienia z niezmienniczo±ci¡ na reparametryzacj¦.

2.5 Formalizm Hamiltona

Zasada wariacyjna Herglotza dopuszcza sformuªowanie hamiltonowskie, opi-
sane w Dodatku A. Rozwa»my najpierw przypadek propagacji cz¡stki ma-
sywnej, który jest prostszy, gdy» przy braku niezmienniczo±ci na transforma-
cje reparametryzacji funkcja Lagrange'a L± jest niezdegenerowana. Z rów-
nania (2.47) (przy wyborze L+) dostajemy

pi ≡
∂L

∂
(
dxi

ds

) = − g0i
g00

+
1

√
g00

γij
dxj

ds√(
dl
ds

)2
+ 1

, (2.48)

sk¡d
dxi

ds
= γijΠj

√
g00√

1− g00Π2
= −gijΠj

√
g00√

1− g00Π2
, (2.49)

gdzie

Πi ≡ pi +
g0i
g00

(2.50)

Π2 ≡ γijΠiΠj = −gijΠiΠj, (2.51)
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(gdy» γij = −gij [12]).
Korzystaj¡c z (A.29) mo»emy napisa¢

H = pi
dxi

ds
− L = −

√
1− g00Π2

√
g00

. (2.52)

Zgodnie z (A.30) równania opisuj¡ce trajektori¦ cz¡stki maj¡ posta¢

dxi

ds
=
∂H
∂pi

(2.53)

dpi
ds

= −∂H
∂xi

− pi
∂H

∂x0
(2.54)

dx0

ds
= pi

∂H
∂pi

−H. (2.55)

Przypadek trajektorii zerowych jest bardziej zªo»ony. Lagran»jan (2.40) (po-
nownie wybieramy L = L+) z równaniami (2.41) i (2.42) de�niuj¡ dynamik¦
niezmiennicz¡ na rede�nicj¦ parametru ewolucji (por. Dodatek C). W rezul-
tacie mamy do czynienia ze zdegenerowan¡ funkcj¡ Lagrange'a. Równanie
(2.48), de�niuj¡ce p¦d uogólniony, przybiera posta¢

pi = − g0i
g00

+
1

√
g00

γij
dxj

dσ
dl
dσ

, (2.56)

sk¡d wida¢, »e nie mo»na wyrazi¢ pr¦dko±ci dxi

dσ
przez p¦d pi. Równanie (2.56)

implikuje bowiem nast¦puj¡cy wi¡z:

g00γ
ijΠiΠj − 1 = 0 (2.57)

Niezmienniczo±¢ na reparametryzacj¦ prowadzi do znikania kanonicznego ha-
miltonianu

H ≡ ẋi
∂L
∂ẋi

− L ≡ 0. (2.58)

Konstrukcja formalizmu hamiltonowskiego wymaga rozszerzenia teorii Di-
raca [37] na przypadek formalizmu wariacyjnego Herglotza. Opis tego forma-
lizmu (szczególnie w wersji hamiltonowskiej), zamieszczony w Dodatku A,
sugeruje, »e teoria Diraca mo»e by¢ uogólniona na lagran»jany zale»ne od
dziaªania. W naszym kontek±cie mamy do czynienia z pojedynczym wi¦zem
(2.57), który, jako jedyny, jest oczywi±cie pierwszego rodzaju. Zakªadaj¡c,
»e w tym przypadku prosty przepis na konstrukcj¦ formalizmu Hamiltona
dla teorii z wi¦zami jest poprawny, wnioskujemy, »e funkcja Hamiltona jest
proporcjonalna do lewej strony równania (2.57) i ma posta¢:

H = µ
(
g00γ

ijΠiΠj − 1
)
, (2.59)
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gdzie µ jest odpowiednim mno»nikiem Lagrange'a. Równania (2.53)-(2.55)
przyjmuj¡ posta¢

ẋi =2µ g00γ
ijΠj (2.60)

ṗi =− µ ∂i
(
g00γ

kl
)
ΠkΠl − 2µ g00γ

kl∂igkΠl

− µ (Πi − gi) ∂0
(
g00γ

kl
)
ΠkΠl (2.61)

− 2µ (Πi − gi) g00γ
kl ∂0gkΠl

ẋ0 =µ
(
g00γ

kl (pk − gk)Πl + 1
)
, (2.62)

gdzie

gi ≡
g0i
g00

. (2.63)

W szczególno±ci, równanie (2.60) daje

Πi =
γijẋ

j

2µg00
. (2.64)

St¡d i z równania (2.57) dostajemy

µ =
1

2

√
γijẋiẋj

g00
(2.65)

(drugie rozwi¡zanie, ró»ni¡ce si¦ znakiem, prowadzi do tych samych wnio-
sków).

Ró»niczkuj¡c po σ równanie (2.60) i wykorzystuj¡c relacje (2.61), (2.62) i
(2.65) wnioskujemy, »e wspóªrz¦dne xi speªniaj¡ równania ró»niczkowe dru-
giego rz¦du, równowa»ne równaniom Herglotza

ẋ0 = L (2.66)

∂L
∂xi

− d

dσ

(
∂L
∂ẋi

)
+
∂L
∂x0

∂L
∂ẋi

= 0. (2.67)

Nieco skomplikowane rachunki opisane s¡ w Dodatku C. Konkluduj¡c, wi-
dzimy, »e formalizm Diraca daje si¦ w bezpo±redni sposób uogólni¢, przynaj-
mniej w przypadku teorii niezmienniczych na reparametryzacj¦, na przypa-
dek lagran»janów zale»nych od dziaªania.

Alternatywne podej±cie do formalizmu hamiltonowskiego polega na usta-
leniu cechowania. Szczególnie wygodny warunek cechowania otrzymujemy
wybieraj¡c za parametr ewolucji σ jedn¡ ze wspóªrz¦dnych, np. σ = x3. W
ogólno±ci, taki wybór mo»liwy jest tylko lokalnie. W tym cechowaniu lagran»-
jan L = L+ przyjmuje posta¢ (por. Dodatek C)

L = −g0a
g00

ẋa − g03
g00

+
1

√
g00

√
γabẋaẋb + 2γa3ẋa + γ33, (2.68)
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przy czym sumowanie po a, b przebiega od 1 do 2. Równania Lagrange'a
mo»na napisa¢ w formie:

∂L
∂xa

− d

dx3

(
∂L
∂ẋa

)
+
∂L
∂x0

∂L
∂ẋa

= 0, a = 1, 2 (2.69)

dx0

dx3
= L. (2.70)

W tym cechowaniu funkcja Lagrange'a zale»y na ogóª od parametru ewolucji;
opisywany ni¡ ukªad dynamiczny jest autonomiczny, je»eli x3 jest zmienn¡
cykliczn¡.

Po ustaleniu cechowania formalizm Lagrange'a de�niuje niezdegenero-
wan¡ metryk¦ i mo»emy w standardowy sposób przej±¢ do sformuªowania
hamiltonowskiego. P¦dy uogólnione maj¡ posta¢:

pa ≡
∂L
∂ẋa

= −ga +
γabẋ

b + γa3
√
g00
√
γcdẋcẋd + 2γc3ẋc + γ33

, (2.71)

przy czym indeksy a, b, c, d przebiegaj¡ warto±ci 1,2. Równania (2.71) mo»na
rozwi¡za¢ wzgl¦dem ẋa ≡ dxa

dx3
:

ẋa =
√
g00

√
γ33 − γ̃cdγc3γd3
1− g00γ̃cdΠcΠd

γ̃adΠd − γd3γ̃
ad, (2.72)

gdzie Πa s¡ zde�niowane wzorem (2.50) oraz

γ̃ab ≡ γab − 1

γ33
γa3γb3. (2.73)

Wykorzystuj¡c powy»sze relacje mo»emy wyliczy¢ hamiltonian

H ≡ ẋapa − L (2.74)

lub

H =
g03
g00

− γa3 γ̃
ab Πb −

1
√
g00

√
1− g00 γ̃ab ΠaΠb

γ33
. (2.75)

Maj¡c hamiltonian mo»emy opisa¢ propagacj¦ ±wiatªa w terminach formali-
zmu Hamiltona wedªug schematu opisanego w Dodatku A.
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2.6 Geodezyjne dla metryki sferycznie syme-

trycznej

Element dªugo±ci w metryce o symetrii sferycznej mo»na napisa¢ w postaci
[44]

ds2 = B(r) dt2 − A(r) dr2 − r2D(r)
(
dθ2 + sin2 θ dϕ2

)
, (2.76)

gdzie A(r), B(r) i D(r) s¡ funkcjami bezwymiarowymi. Ze wzgl¦du na sy-
metri¦ sferyczn¡, geodetyki le»¡ w pªaszczyznach przechodz¡cych przez po-
cz¡tek ukªadu wspóªrz¦dnych; bez zmniejszenia ogólno±ci mo»emy zaªo»y¢,
»e θ = π

2
. Metryka (2.76) redukuje si¦ wtedy do

ds2 = B(r) dt2 − A(r) dr2 − r2D(r) dϕ2. (2.77)

Linie geodezyjne opisane s¡ równaniami Lagrange'a, wynikaj¡cymi z zasady
wariacyjnej

δ

∫
L dσ = 0, (2.78)

gdzie

L =
1

2

(
B(r)

(
dt

dσ

)2

− A(r)

(
dr

dσ

)2

− r2D(r)

(
dϕ

dσ

)2
)
, (2.79)

a σ jest parametrem a�nicznym. L nie zale»y od t i ϕ, co implikuje zacho-
wanie odpowiednich p¦dów uogólnionych. W rezultacie dynamika opisana
równaniami (2.78) i (2.79) jest caªkowalna, gdy» posiada trzy poissonowsko
komutuj¡ce caªki ruchu H = L, pt i pϕ, gdzie

pt ≡
∂L

∂ṫ
= B(r)ṫ, ṫ ≡ dt

dσ
(2.80)

pϕ ≡
∂L

∂ϕ̇
= −r2D(r)ϕ̇, ϕ̇ ≡ dϕ

dσ
. (2.81)

Caªki ruchu zale»¡ od wyboru parametru a�nicznego, zde�niowanego z do-
kªadno±ci¡ do transformacji a�nicznej, σ → aσ + d. Istotny �zycznie, nie-
zale»ny od wyboru σ, niezmienniczy parametr zderzenia jest zde�niowany
wzorem

b =

∣∣∣∣pϕpt
∣∣∣∣ = r2D(r)

B(r)

∣∣∣∣dϕdt
∣∣∣∣ . (2.82)

Dla geodezyjnych zerowych L = 0 i lagran»jan (2.40) przyjmuje posta¢

L ≡ dt

dσ
=

√
A(r)

B(r)

(
dr

dσ

)2

+
r2D(r)

B(r)

(
dϕ

dσ

)2

. (2.83)
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Ze wzgl¦du na niezmienniczo±¢ na reparametryzacj¦ mo»emy poªo»y¢ σ = ϕ;
wtedy

L =

√
A(r)

B(r)

(
dr

dϕ

)2

+
r2D(r)

B(r)
. (2.84)

Zagadnienie wyznaczenia trajektorii zerowych sprowadza si¦ do jednowymia-
rowej dynamiki z ϕ jako parametrem ewolucji. Poniewa» L nie zale»y od ϕ,
�energia� E ,

E ≡ ṙ
∂L
∂ṙ

− L (2.85)

jest caªk¡ ruchu. Z (2.85) dostajemy

E =
−r2D(r)

B(r)√
A(r)
B(r)

(
dr
dϕ

)2
+ r2D(r)

B(r)

. (2.86)

Uwzgl¦dniaj¡c, »e dt = L dϕ dostajemy z (2.82) i (2.86):

b = |E| . (2.87)

Równania (2.86) i (2.87) daj¡

A(r)B(r)

r4D2(r)

(
dr

dϕ

)2

+
B(r)

r2D(r)
=

1

b2
. (2.88)

Oznaczaj¡c przez r0 wspóªrz¦dn¡ punktu najbli»szego centrum, mamy

B(r0)

r20D(r0)
=

1

b2
. (2.89)

Rozdzielaj¡c zmienne w równaniu (2.88) i uwzgl¦dniaj¡c (2.89), dostajemy

∫
dϕ =

∫
dr

r

√√√√A(r)

D(r)

(
D(r)

B(r)

B(r0)

D(r0)

(
r

r0

)2

− 1

)−1

. (2.90)

W szczególno±ci, dla k¡ta odchylenia (por. rys (2.2)) otrzymujemy [44]

δ = 2

∞∫
r0

√√√√A(r)

D(r)

(
D(r)

B(r)

B(r0)

D(r0)

(
r

r0

)2

− 1

)−1

− π. (2.91)
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ϕ = 0

δϕ∞

Rysunek 2.2: Geometria k¡ta odchylenia promienia ±wietlnego.

2.7 Zasada Fermata dla metryki Schwarzschilda�

de Sittera

Szczególnym przykªadem metryki sferycznie symetrycznej jest metryka
Schwarzschilda�de Sittera, opisuj¡ca czarn¡ dziur¦ w czasoprzestrzeni ze staª¡
kosmologiczn¡ [45]. Odpowiedni element dªugo±ci ma posta¢ (2.76), przy
czym (wspóªrz¦dn¡ radialn¡ i czasow¡ oznaczamy odpowiednio przez R i
T ):

B(R) =
1

A(R)
= 1− 2M

R
− Λ

3
R2 (2.92)

D(R) = 1 (2.93)

oraz Λ > 0 (dla Λ < 0 mamy do czynienia z przestrzeni¡ Schwarzschilda�
anty-de Sittera). Zakªadaj¡c, »e

0 < Λ <
1

9
M2, (2.94)

wnioskujemy [46,47], »e równanie

B(R) = 0 (2.95)
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ma trzy pierwiastki rzeczywiste

R1 < 0 < R2 < R3 (2.96)

oraz
B(R) > 0 dla R2 < R < R3. (2.97)

Zatem mi¦dzy dwoma horyzontami, R = R2 i R = R3, mamy obszar metryki
statycznej. Dla pozostaªych warto±ci Λ > 0 obszar statyczny nie istnieje [46,
47]. W dalszym ci¡gu b¦dziemy zakªada¢, »e nierówno±ci (2.94) s¡ speªnione.

Jak pokazano w poprzednim paragra�e, równania geodezyjnych dla me-
tryki sferycznie symetrycznej s¡ caªkowalne w sensie Arnolda�Liouville'a.
W szczególnym przypadku metryki Schwarzschilda�de Sittera odpowiednie
rozumowanie, nie zakªadaj¡ce, »e ruch odbywa si¦ w pªaszczy¹nie θ = π

2
,

przytaczamy w Dodatku E.
Dokonuj¡c transformacji wspóªrz¦dnych

R = ar(1 + µ)2 (2.98)

T = t+ ζ(R), (2.99)

gdzie

a(t) = e
√

Λ
3
t ≡ eHt (2.100)

µ =
M

2a(t)r
(2.101)

dζ

dR
=

HR√
1− 2M

R

(
1− 2M

R
− Λ

3
R2
) , (2.102)

otrzymujemy metryk¦ McVittie [48], [47]:

ds2 =

(
1− µ

1 + µ

)2

dt2 − (1 + µ)4a2(t)
(
dr2 + r2( dθ2 + sin θ dϕ2)

)
. (2.103)

Dla M = 0 dostajemy metryk¦ Friedmana-Lemaitre'a-Robertsona-Walkera
(FLRW). Z kolei dla Λ = 0 metryka McVittie przyjmuje posta¢

ds2 =

(
1− M

2r

1 + M
2r

)2

dt2 −
(
1 +

M

2r

)4 (
dr2 + r2

(
dθ2 + sin2 θ dϕ2

))
. (2.104)

De�niuj¡c

ρ ≡ r

(
1 +

M

2r

)2

, (2.105)
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mo»emy przepisa¢ (2.104) w postaci

ds2 =

(
1− 2M

ρ

)
dt2 − dρ2

1− 2M
ρ

− ρ2
(
dθ2 + sin2 θ dϕ2

)
, (2.106)

opisuj¡cej standardow¡ metryk¦ Schwarzschilda. Konkluduj¡c, metryka McVit-
tie opisuje czarn¡ dziur¦ w rozszerzaj¡cym si¦ Wszech±wiecie.

Aby opisa¢ propagacj¦ promieni ±wietlnych w metryce (2.103), posªu»ymy
si¦ zasad¡ Fermata. Zauwa»my, »e metryka ta zale»y jawnie od czasu, wi¦c
nale»y zastosowa¢ zasad¦ Fermata w najogólniejszej postaci.

Z równania ds2 = 0 i formuªy (2.103) otrzymujemy funkcj¦ Lagrange'a
zale»n¡ od dziaªania S ≡ t:

L(r, ṙ, t) ≡ dt

dϕ
=

(1 + µ)3

1− µ
a(t)

√
ṙ2 + r2 (2.107)

ṙ ≡ dr

dϕ
, (2.108)

gdzie niezmienniczo±¢ na reparametryzacj¦ wykorzystali±my do wyboru k¡ta
ϕ jako parametru ewolucji, za± niezmienniczo±¢ na obroty do wyboru θ = π

2
.

Oznaczmy

h(r, t) ≡ (1 + µ)3

1− µ
a, (2.109)

tak, »e
L(r, ṙ, t) = h(r, t)

√
ṙ2 + r2. (2.110)

Równania Lagrange'a w wersji Herglotza:

ṫ = L(r, ṙ, t) (2.111)

∂L
∂r

− d

dϕ

(
∂L
∂ṙ

)
+
∂L
∂t

∂L
∂ṙ

= 0 (2.112)

daj¡

ṫ = h
√
ṙ2 + r2 (2.113)

rr̈ − 2ṙ2 − r2 − ∂lnh

∂r
r(ṙ2 + r2) = 0. (2.114)

Wykorzystamy teraz uogólnione twierdzenie Noether, opisane w Dodatku A,
do znalezienia caªek ruchu. Transformacja symetrii

qi → qi + δqi (2.115)

t→ t+ δt (2.116)

S → S + δS (2.117)
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prowadzi do nast¦puj¡cej caªki ruchu:

C = e
−

t∫
0

∂L
∂S

dt′
(
δtL+ (δqi − q̇iδt)

∂L
∂q̇i

− δS

)
. (2.118)

W naszym przypadku t → ϕ, q → r, S → t. Caªka (2.118) ma charakter
nielokalny ze wzgl¦du na wykªadnik zawieraj¡cy wyra»enie zale»¡ce od tra-
jektorii w przedziale czasu (0, t). Jednak»e, jak wyja±niono w Dodatku A,
czynnik nielokalny jest uniwersalny, niezale»ny od konkretnej postaci trans-
formacji symetrii. Wobec tego, maj¡c n niezale»nych transformacji symetrii
mo»emy utworzy¢ n − 1 lokalnych caªek ruchu tworz¡c ilorazy wyj±ciowych
caªek.

Lagran»jan L nie zale»y jawnie od parametru ewolucji ϕ. Korzystaj¡c z
równa« (A.23)�(A.26) widzimy, »e transformacja

δϕ = ψ

(
∂ψ

∂ϕ
= 0

)
(2.119)

δr = 0 (2.120)

δt = 0 (2.121)

jest transformacj¡ symetrii. Równanie (2.118) daje wi¦c

C1 = e
−

ϕ∫
0

∂R
∂t

dϕ
(
L − ṙ

∂L
∂ṙ

)
, (2.122)

czyli

C1 = e
−

ϕ∫
0

∂h
∂t

√
ṙ2+r2 dϕ hr2√

ṙ2 + r2
. (2.123)

Rozwa»my z kolei transformacj¦

δt = τ (≡ const) (2.124)

δr = −Hrτ ≡ −
√

Λ

3
rτ (2.125)

δϕ = 0. (2.126)

Ponownie równania (A.23)�(A.26) implikuj¡, »e jest to transformacja syme-
trii. Odpowiednia caªka ruchu (2.118) ma posta¢

C2 = e
−

ϕ∫
0

∂L
∂t

dϕ
(
L −Hr

∂L
∂ṙ

− 1

)
(2.127)
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lub jawnie

C2 = −e
−

ϕ∫
0

∂h
∂t

√
ṙ2+r2 dϕ

(
Hhrṙ√
ṙ2 + r2

+ 1

)
. (2.128)

Iloraz caªek C1 i C2 jest lokaln¡ caªk¡ ruchu

C ≡ −C2

C1

= H

(
ṙ

r

)
+

√
ṙ2 + r2

hr2
. (2.129)

Wykorzystuj¡c równania (2.113), (2.114) ªatwo sprawdzi¢, »e C jest rzeczy-
wi±cie caªk¡ ruchu, Ċ = 0.
Równania (2.100), (2.101) i (2.113) implikuj¡

µ̇

µ
= − ṙ

r
−Hh

√
ṙ2 + r2, (2.130)

sk¡d wynika, »e

C2 +H2 =
(1− µ)2

(1 + µ)6
(
µ̇2 + µ2

)
. (2.131)

Prawa strona równania (2.131) pokrywa si¦ z caªk¡ ruchu otrzyman¡ w Do-
datku F bezpo±rednio z równa« ruchu we wspóªrz¦dnych statycznych.

Pierwotny ukªad równa« ruchu (2.107), (2.108) sprowadza si¦ wi¦c do
ukªadu dwóch równa« pierwszego rz¦du:

ṫ = h
√
ṙ2 + r2 (2.132)

Hṙ

r
+

√
ṙ2 + r2

hr2
= C. (2.133)

Równania (2.132), (2.133) daj¡ si¦ scaªkowa¢ przez kwadratury. Zauwa»my
najpierw, »e wynikaj¡ca z nich caªka (2.131) prowadzi do równania pierw-
szego rz¦du w µ, które caªkujemy przez rozdzielenie zmiennych, otrzymuj¡c
funkcj¦ µ = µ(ϕ). Wprowadzaj¡c zmienn¡

τ = ln r (2.134)

mo»emy przepisa¢ równanie (2.133) w postaci

Hτ̇ + F (µ)
√
τ̇ + 1 = C, (2.135)

gdzie

F (µ) =
2µ(1− µ)

M (1 + µ3)
(2.136)

jest znan¡ funkcj¡ ϕ, F̃ (ϕ) = F (µ(ϕ)). Równanie (2.135) jest równaniem al-
gebraicznym dla τ̇ . Rozwi¡zuj¡c je wzgl¦dem τ̇ i caªkuj¡c, dostajemy funkcj¦
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r = r(ϕ). Nast¦pnie, podstawiaj¡c µ = µ(ϕ), r = r(ϕ) do równania (2.132)
przepisanego w postaci

e−Htṫ =
(1 + µ)3

1− µ

√
ṙ2 + r2, (2.137)

znajdujemy funkcj¦ t = t(ϕ).
W rozpatrywanym przypadku mamy do czynienia z uogólnieniem Her-

glotza formalizmu Lagrange'a. Nie jest to jednak przypadek najogólniejszy,
gdy» przej±cie do wspóªrz¦dnych sferycznych (por. (2.98), (2.99)) sprowadza
zagadnienie do standardowych równa« Lagrange'a.

2.8 Metryki z symetri¡ aksjaln¡

Rozwa»my bardziej ogólny przypadek metryki o symetrii aksjalnej. Ograni-
czymy si¦ przy tym do ruchu w pªaszczy¹nie równikowej i rozwa»ymy metryk¦
postaci

ds2 = B(r) dt2 − A(r) dr2 − r2D(r) dϕ2 + 2rF (r) dt dϕ. (2.138)

Du»¡ cz¦±¢ dyskusji dotycz¡cej przypadku sferycznie symetrycznego mo»na
powtórzy¢ dla metryki aksjalnie symetrycznej. Lagran»jan opisuj¡cy ruch po
geodezyjnych ma posta¢

L =
1

2

{
B(r)

(
dt

dσ

)2

− A(r)

(
dr

dσ

)2

− r2D(r)

(
dϕ

dt

)2

+2rF (r)
dt

dσ

dϕ

dσ

}
,

(2.139)

gdzie σ, jak zwykle, jest parametrem a�nicznym. Posta¢ L implikuje istnienie
dwóch caªek ruchu:

pt ≡
∂L

∂
(
dt
dσ

) = B(r)
dt

dσ
+ rF (r)

dϕ

dσ
(2.140)

pϕ ≡
∂L

∂
(
dϕ
dσ

) = −r2D(r)
dϕ

dσ
+ rF (r)

dt

dσ
. (2.141)

Inwariantny parametr zderzenia ma teraz posta¢

b =

∣∣∣∣pϕpt
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣−r
2D(r) + rF (r) dt

dϕ

B(r) dt
dϕ

+ rF (r)

∣∣∣∣∣ . (2.142)
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Zasada Fermata nadal obowi¡zuje, wi¦c wyliczaj¡c dt z równania ds2 = 0
dostajemy zasad¦ wariacyjn¡ w postaci

δ

∫
L dϕ = 0, (2.143)

gdzie

L =
−rF (r)
B(r)

+
1√
B(r)

dl

dϕ
(2.144)

z elementem dªugo±ci przestrzennej postaci

dl2 = A(r) dr2 +

(
r2D(r) +

r2F 2(r)

B(r)

)
dϕ2. (2.145)

Lagran»jan L nie zale»y jawnie od ϕ, wi¦c �energia� jest zachowana(
” ˙ ” ≡ d

dϕ

)
:

E ≡ ṙ
∂L
∂ṙ

− L =
rF (r)

B(r)
−

r2D(r) + r2 F
2(r)
B(r)√

B(r)
√
A(r)ṙ2 + r2D(r) + r2F 2(r)

B(r)

(2.146)

jest caªk¡ ruchu.
Tak jak w przypadku sferycznie symetrycznym, relacja dt = L dϕ impli-

kuje
b = |E|. (2.147)

Rozdzielaj¡c zmienne w równaniu (2.146), otrzymujemy równanie trajektorii
r = r(ϕ). Caªkuj¡c równanie o rozdzielonych zmiennych po r, otrzymaliby-
±my odpowiednik wyra»enia (2.91) na k¡t odchylenia promieni ±wietlnych w
czasoprzestrzeni o symetrii aksjalnej. Nie b¦dziemy go tu przytacza¢, gdy»
jest do±¢ skomplikowany.

Przykªadem metryki aksjalnie symetrycznej jest metryka Kerra, opisuj¡ca
obracaj¡c¡ si¦ czarn¡ dziur¦. W terminach zmiennej u mamy

A(u) =
1

1− 2u+ k2

m2u2
(2.148)

B(u) = 1− 2u (2.149)

D(u) = 1 +
k2

m2
u2(1 + 2u) (2.150)

F (u) =
−2k

m
u2. (2.151)

32



Korzystaj¡c z tych relacji mo»emy równanie (2.146) przeksztaªci¢ do postaci

u̇2 =

(
1− 2u+ k2

m2u
2
)2

(
1− 2u

(
1− k

E

))2
(
2

(
1− k

E

)2

u3 −
(
1− k2

E2

)
u2 +

m2

E2

)
, (2.152)

co pokrywa si¦ z równaniem (11) z [49]. W nast¦pnym rozdziale wykorzy-
stamy (2.152) do policzenia k¡ta odchylenia promieni ±wietlnych w metryce
o symetrii aksjalnej.
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Rozdziaª 3

Trajektorie promieni ±wietlnych

przy du»ym parametrze zderzenia

Zajmiemy si¦ teraz przybli»onym opisem trajektorii promieni ±wietlnych w
przypadku, gdy tzw. niezmienniczy parametr zderzenia ma du»¡ warto±¢
(np. w porównaniu z promieniem horyzontu). Równania ruchu, wynikaj¡ce
z zasady Fermata, sprowadzaj¡ si¦ wtedy do równa« opisuj¡cych dynamik¦
nieliniowego oscylatora. Te ostatnie mo»na rozwi¡zywa¢ perturbacyjnie. Jak
wiadomo [50�52] (por. równie» Dodatek D), bezpo±rednie zastosowanie ra-
chunku zaburze« prowadzi do pojawiania si¦ tzw. czªonów rezonansowych.
W rezultacie otrzymujemy rozwi¡zania w postaci szeregów, których wyrazy
zawieraj¡ wielomiany w parametrze ewolucji. Odpowiednie rozwi¡zania przy-
bli»one, wynikaj¡ce z ograniczenia si¦ do pierwszych wyrazów szeregu per-
turbacyjnego, daj¡ rozs¡dne przybli»enie tylko dla maªych warto±ci parame-
tru ewolucji. Rachunek zaburze« mo»na poprawi¢, mody�kuj¡c go metod¡
Lindstedta�Poincarégo [50�52] (Dodatek D), którego istot¡ jest eliminacja,
w ka»dym rz¦dzie rachunku zaburze«, czªonów rezonansowych przez wzi¦cie
pod uwag¦ poprawek do cz¦sto±ci oscylacji.

Zastosowanie metody Lindstedta�Poincarégo pozwala na elegancki opis
asymptotycznych trajektorii promieni ±wietlnych.

3.1 Metryka sferycznie symetryczna

Punktem wyj±cia jest metryka (2.77), opisuj¡ca sferycznie symetryczn¡ cza-
soprzestrze« (jak zwykle, ze wzgl¦du na symetri¦ sferyczn¡ mo»emy zaªo»y¢,
»e ruch odbywa si¦ w pªaszczy¹nie równikowej, θ = π

2
). Odpowiednia funkcja

Lagrange'a L, wynikaj¡ca z zasady Fermata, zde�niowana jest równaniem
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(2.84). Z równa« (2.86) i (2.87) otrzymujemy

A(r)B(r)

D2(r)

ṙ2

r4
+

B(r)

r2D(r)
=

1

b2
. (3.1)

Zauwa»my, »e w równaniu (2.132) wyst¦puj¡ tylko stosunki A
D

i B
D
. Wynika

to z faktu, »e geodezyjne zerowe s¡ konforemnie niezmiennicze, wi¦c pokry-
waj¡ si¦ (z dokªadno±ci¡ do reparametryzacji) z geodezyjnymi zerowymi dla
metryki ds̃2 ≡ D−1(r) ds2. Wprowadzaj¡c now¡ zmienn¡

u ≡ m

r
(3.2)

i oznaczenia

A(r)B(r)

D2(r)
≡ Ã(u) (3.3)

B(r)

D(r)
≡ B̃(u), (3.4)

mo»emy napisa¢ równanie (3.1) w postaci

Ã(u)u̇2 + u2B̃(u) =
m2

b2
. (3.5)

Przypadek du»ego parametru zderzenia, b2 ≫ m2 oznacza, »e

m2

b2
≪ 1. (3.6)

Zacznijmy od metryki Schwarzschilda. Wtedy

Ã(u) ≡ 1 (3.7)

B̃(u) ≡ 1− 2u (3.8)

i caªka ruchu (2.132) przybiera posta¢

u̇2

2
+
u2

2
− u3 =

m2

2b2
(3.9)

i jest równa energii ruchu jednowymiarowego w potencjale

V (u) ≡ 1

2
u2 − u3 (3.10)
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(przy czym k¡t ϕ jest tu parametrem ewolucji). Ró»niczkuj¡c (3.9) po ϕ
otrzymujemy równanie ruchu (które, oczywi±cie, mo»na równie» otrzyma¢ z
lagran»janu L):

ü+ u− 3u2 = 0. (3.11)

Potencjaª V (u) przedstawiony jest na Rys. (3.1).

u

V

0
1
2

1
3

1
54

Rysunek 3.1: Potencjaª V (u) odpowiadaj¡cy metryce Schwarzschilda.

Energia m2

2b2
odpowiada obszarowi oscylacyjnemu, je»eli m

2

2b2
< 1

54
( i u < 1

3
).

Dla maªych warto±ci u, V (u) ∼ 1
2
u2 i z równania (3.9) wynika, »e u2 ≲ m2

b2
.

Zatem w granicy du»ego parametru zderzenia, b2 ≫ m2, u≪ 1, mamy do czy-
nienia z maªymi oscylacjami. Mo»emy wi¦c zastosowa¢ metod¦ Lindstedta�
Poincarégo do znalezienia rozwi¡zania równania (3.9) w postaci szeregu per-
turbacyjnego w maªym parametrze m

b
. W naszym przypadku ω0 = 1, α2 =

−3, αn = 0 dla n > 2, w oznaczeniach z Dodatku D. Równania (D.18)-(D.21)
daj¡ nast¦puj¡ce wyra»enie dla u z dokªadno±ci¡ do wyrazów czwartego stop-
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nia w amplitudzie a:

u =a cos(ωϕ) +
a2

2
(3− cos(2ωϕ)) +

3

16
a3 cos(3ωϕ)

+
a4

8
(57− 59

2
cos(2ωϕ)− 1

2
cos(4ωϕ)).

(3.12)

ω = 1− 15

4
a2 (3.13)

Z rozwa»a« opisanych w Dodatku D wynika, »e aby otrzyma¢ u z dokªadno-
±ci¡ do wyrazów czwartego stopnia w a, wystarczy zna¢ ω z dokªadno±ci¡ do
wyrazów trzeciego stopnia. Co wi¦cej, wspóªczynnik przy a3 w rozwini¦ciu
cz¦sto±ci ω znika.

Fizycznie istotnym parametrem nie jest a, lecz m
b
. By powi¡za¢ te dwie

wielko±ci zauwa»my, »e u̇0 ≡ u̇(ϕ = 0) = 0. Zatem równanie (3.9) daje

1

2
u20 − u30 =

m2

2b2
. (3.14)

Z drugiej strony, kªad¡c ϕ = 0 w (3.12) dostajemy

u0 = a+ a2 +
3

16
a3 +

27

8
a4. (3.15)

Eliminuj¡c u0 z (3.14) i (3.15) otrzymujemy zwi¡zek mi¦dzy a i m
b
:

a =
m

b
+

37

16

(m
b

)3
(3.16)

z dokªadno±ci¡ do wyrazów czwartego stopnia. Podstawiaj¡c (3.16) do (3.12)
otrzymujemy równanie trajektorii u = u(ϕ) wyra»one w terminach �zycznego
parametru m

b
.

Zauwa»my, »e w przeciwie«stwie do naiwnego rachunku zaburze« [38],
[39], metoda Lindstedta�Poincaré poprawnie odtwarza okresowo±¢ ruchu w
potencjale (3.10). Mamy do czynienia z maªymi drganiami zmiennej dyna-
micznej u. Bezpo±redni sens �zyczny ma obszar u > 0; ±ledz¡c jednak zmien-
no±¢ u w przeci¡gu jednego okresu wnioskujemy, »e trajektorie promieni
±wietlnych ª¡cz¡ si¦ w naturalny sposób w grupy opisywane przez konkretn¡
trajektori¦ nieliniowego oscylatora.

Jako prosty przykªad zastosowania policzymy k¡t odchylenia δ promienia
±wietlnego z dokªadno±ci¡ do wyrazów trzeciego stopnia w m

b
. Odpowiedni¡

geometri¦ obrazuje Rys. 2.1. Z rysunku tego wynika, »e

δ = 2ϕ∞ − π, (3.17)
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przy czym k¡t ϕ∞ wyznaczamy z równania r(ϕ∞) = ∞, czyli

u(ϕ∞) = 0. (3.18)

Kªad¡c cos(ωϕ∞) ≡ y dostajemy z (3.12)

y + a(2− y2) +
3

16
a2(4y3 − 3y) + a3

(
43

4
− 55

8
y2 − 1

2
y4
)

= 0. (3.19)

Rozwi¡zanie tego równania, d¡»¡ce do 0 przy a d¡»¡cym do zera, z dokªad-
no±ci¡ do wyrazów trzeciego stopnia w a, ma posta¢

y = −2a− 63

8
a3. (3.20)

Kªad¡c

ωϕ∞ =
π

2
+ ∆ (3.21)

mamy

sin∆ = 2a+
63

8
a3. (3.22)

Dla a≪ 1 mamy ∆ ≪ 1, sin∆ ≃ ∆− 1
6
∆3 i równanie (3.22) daje

∆ ≃ 2a+
221

24
a3. (3.23)

Zatem, z dokªadno±ci¡ do wyrazów trzeciego rz¦du

δ = 2ϕ∞ − π =
π + 2∆

ω
− π ≃

(
π + 4a+

221

12
a3
)(

1 +
15

4
a2
)
− π

≃ 4a+
15π

4
a2 +

401

12
a3 (3.24)

lub, uwzgl¦dniaj¡c zwi¡zek (3.16) mi¦dzy a i m
b
,

δ = 4
m

b
+

15π

4

(m
b

)2
+

128

3

(m
b

)3
(3.25)

w zgodzie z rezultatem otrzymanym w [53], przez rozwini¦cie w szereg w m
b

caªki eliptycznej otrzymanej z rozdzielenia zmiennych w równaniu (3.9).
Jako drugi przykªad rozwa»my metryk¦ Reissnera�Nordströma, opisuj¡c¡

naªadowan¡ czarn¡ dziur¦. Ma ona posta¢ (2.77) z

B(r) =
1

A(r)
= 1− 2m

r
+
q2

r2
, D(r) = 1, (3.26)
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gdzie q jest ªadunkiem czarnej dziury. Z (3.3) i (3.4) otrzymujemy

Ã(u) = 1, B̃(u) = 1− 2u+
q2

m2
u2. (3.27)

Caªka �energii� (3.9) przybiera posta¢

u̇2

2
+
u2

2
− u3 +

( q
m

)2 u4
2

=
m2

2b2
, (3.28)

za± równaniem ruchu jest

ü+ u− 3u2 + 2
( q
m

)2
u3 = 0. (3.29)

Ponownie mamy do czynienia z jednowymiarowym ruchem w potencjale

V (u) =
1

2
u2 − u3 +

1

2

( q
m

)2
u4 (3.30)

Czarna dziura istnieje, gdy
(
q
m

)2 ≤ 1; w przeciwnym przypadku mamy do
czynienia z tzw. nag¡ osobliwo±ci¡. Ksztaªt potencjaªu pokazany jest na ry-
sunku (3.2); u+ i u− odpowiadaj¡ zewn¦trznemu i wewn¦trznemu horyzon-
towi:

u± = 2

(
m

q

)2
(
1∓

√
1−

( q
m

)2)
. (3.31)

Dla maªych warto±ci m
b
, V
(
m
b

)
≪ V0 i u < u+ mamy do czynienia z maªymi

drganiami anharmonicznymi.
Równanie (3.29) opisuje oscylator nieliniowy, przy czym, w oznaczeniach z
Dodatku D

α1 ≡ ω2
0 = 1, α2 = −3, α3 = 2

( q
m

)2
, αn = 0, n ≥ 4. (3.32)
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u

V

u+ u−

V0

Rysunek 3.2: Potencjaª odpowiadaj¡cy czarnej dziurze Reissnera�
Nordströma.

Z dokªadno±ci¡ do wyrazów czwartego stopnia w a, rozwi¡zanie równania
(3.32) ma, zgodnie z (D.18)�(D.29), posta¢

u =a cos(ωϕ) +
a2

2
(3− cos(2ωϕ)) + a3

(
3

16
+

1

16

( q
m

)2)
cos(3ωϕ)

+

(
57

8
− 15

4

( q
m

)2)
a4 +

(
−59

16
+

31

16

( q
m

)2)
a4 cos(2ωϕ) (3.33)

−
(

1

16
+

1

16

( q
m

)2)
a4 cos(4ωϕ).

Zwi¡zek mi¦dzy cz¦sto±ci¡ i amplitud¡, z dokªadno±ci¡ do wyrazów trzeciego
stopnia, przybiera na mocy (D.24), (D.26), (D.28), posta¢

ω = 1 +

(
3

4

( q
m

)2
− 15

4

)
a2. (3.34)

Wykorzystuj¡c fakt, »e ponownie u̇0 = u̇(ϕ = 0) = 0 dostajemy z (3.28)

u20 − 2u30 +
( q
m

)2
u40 =

m2

b2
. (3.35)
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Z drugiej strony, kªad¡c ϕ = 0 w (3.33) mamy

u0 = a+ a2 +

(
3

16
+

1

16

( q
m

)2)
a3 +

(
27

8
− 15

8

( q
m

)2)
a4. (3.36)

Eliminuj¡c u0 z (3.35) i (3.36), dostajemy uogólnienie relacji (3.16):

a =
m

b
+

(
37

16
− 9

16

( q
m

)2)(m
b

)3
. (3.37)

Podstawiaj¡c wyra»enie na a do (3.33), otrzymujemy równanie trajektorii
u = u(ϕ), wyra»one w terminach �zycznego parametru m

b
.

Ponownie kªad¡c y ≡ cos(ωϕ∞) dostajemy z (3.33) równanie

y + a(2− y2) + a2
(

3

16
+

1

16

( q
m

)2)
(4y3 − 3y)

+ a3
(
57

8
− 15

4

( q
m

)2)
+

(
−59

16
+

31

16

( q
m

)2)(
2y2 − 1

)
(3.38)

−
(

1

16
+

1

16

( q
m

)2)(
8y4 − 8y2 + 1

)
= 0.

Rozwi¡zuj¡c z dokªadno±ci¡ do wyrazów proporcjonalnych do a4, otrzymu-
jemy

y = −2a−
(
63

8
− 43

8

( q
m

)2)
a3 (3.39)

lub, kªad¡c y = − sin∆ ≃ −∆+ 1
6
∆3:

∆ = 2a+

(
221

24
− 43

8

( q
m

)2)
a3. (3.40)

St¡d dla k¡ta odchylenia mamy

δ =
π + 2∆

ω
− π

=

(
π + 4a+

(
221

12
− 43

4

( q
m

)2)
a3
)

·
(
1−

(
3

4

( q
m

)2
− 15

4

)
a2
)
− π,

(3.41)

czyli

δ = 4a+
15π

4
a2 − 3π

4

( q
m

)2
a2 +

401

12
a3 − 55

4

( q
m

)2
a3. (3.42)
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St¡d i z (3.37) dostajemy ostatecznie

δ = 4
(m
b

)
+

(
15

4
− 3π

4

( q
m

)2)(m
b

)2
+

(
128

3
− 16

( q
m

)2)(m
b

)3
,

(3.43)
zgodnie z wynikiem otrzymanym w [53] (i innych publikacjach).

Zauwa»my, »e w drugim rz¦dzie w m
b
wkªad ªadunku do wyra»enia na

k¡t odchylenia wynika wyª¡cznie z zale»no±ci cz¦sto±ci od amplitudy drga«
(taka zale»no±¢ jest charakterystyczn¡ cech¡ drga« nieliniowych). Bierze si¦
to st¡d, »e wspóªczynnik α3, w którym pojawia si¦ zale»no±¢ od ªadunku,
wyst¦puje w drugim rz¦dzie tylko w poprawce do cz¦sto±ci (por. (D.26)).

3.2 Metryka o symetrii aksjalnej

Rozwa»my teraz propagacj¦ promieni ±wietlnych w pªaszczy¹nie równikowej
czarnej dziury Kerra. Z równania (2.147) mamy

E = s|E| = sb, s = sgn E . (3.44)

Równanie (2.152) mo»emy napisa¢ w postaci

u̇2 =

(
1− 2u+

(
sk
m

)2
u2
)2

(
1− 2u

(
1− sk

m
m
b

))2
[
2

(
1− sk

m

m

b

)2

u3

−

(
1−

(
sk

m

)2 (m
b

)2)
u2 +

(m
b

)2]
.

(3.45)

Bezpo±rednie zastosowanie metody Lindstedta�Poincarégo jest utrudnione
faktem, »e równanie ruchu otrzymane ze zró»niczkowania (3.45) po ϕ zawiera
jako wspóªczynniki funkcje maªego parametru m

b
. Mo»na go wyeliminowa¢

korzystaj¡c z caªki energii (3.45). Wtedy jednak pojawi¡ si¦ algebraiczne
funkcje u i u̇; taka posta¢ równania Lagrange'a wynika te» bezpo±rednio z
formy lagran»janu (2.144). Mo»na je rozwin¡¢ w szereg pot¦gowy w u i u̇,
lecz otrzymane równania, reprezentuj¡ce kolejne przybli»enia w parametrze
m
b
, trudno analizowa¢ systematycznie metod¡ Lindstedta�Poincarégo. Post¡-

pimy wi¦c inaczej, rozwijaj¡c bezpo±rednio praw¡ stron¦ (3.45), ró»niczkuj¡c
po ϕ i stosuj¡c algorytm Lindstedta�Poincarégo.

Zakres ruchu mo»emy wyznaczy¢ z warunku u̇ = 0. Dla uproszczenia
zapisu wprowad¹my oznaczenia

α ≡ sk

m
, β ≡ m

b
≪ 1. (3.46)
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Równanie (3.45) przyjmuje posta¢

u̇2 =
(1− 2u+ α2u2)

2
(2 (1− αβ)2u3 − (1− α2β2)u2 + β2)

(1− 2u(1− αβ))2
. (3.47)

Warunek u̇ = 0 implikuje znikanie jednego z dwóch nawiasów w liczniku
po prawej stronie (3.47). Znikanie pierwszego prowadzi do warto±ci r rz¦du
promienia horyzontu; znikanie drugiego daje u ∼ O

(
m
b

)
, wi¦c opisuje obszar

asymptotyczny. Zatem u nale»y potraktowa¢ jako wielko±¢ rz¦du β. Uwzgl¦d-
niaj¡c ten fakt i rozwijaj¡c praw¡ stron¦ (3.47) z dokªadno±ci¡ do wyrazów
pi¡tego rz¦du w β otrzymujemy

u̇2 = 2u3 − u2 + β2 + 3α2β2u2 − 4αβ3u− 2α2u4

+ 6α2β2u3 − 8αβ3u2.
(3.48)

Ró»niczkuj¡c po ϕ, dostajemy równanie ruchu w postaci

ü+ u = 3u2 + 3α2β2u− 2αβ3 − 4α2u3 + 9α2β2u2 − 8αβ3u (3.49)

lub, oznaczaj¡c jak w Dodatku D,

τ ≡ ωϕ (3.50)

ω2d
2u

dτ 2
+ u = 3u2 + 3α2β2u− 2αβ3 − 4α2u3 + 9α2β2u2 − 8αβ3u. (3.51)

Równanie to ró»ni si¦ od dyskutowanego w Dodatku D tym, »e wspóªczyn-
niki stoj¡ce przy kolejnych pot¦gach szukanej funkcji zawieraj¡ maªy para-
metr β ≡ m

b
. Podstawowa idea, by unikn¡¢ czªonów rezonansowych przez

nierozwijanie w szereg cz¦sto±ci stoj¡cej w argumencie funkcji trygonome-
trycznych, pozostaje jednak dalej w mocy. Ulega natomiast mody�kacji ukªad
równa« (D.18)�(D.29) (z Dodatku D) wyznaczaj¡cych kolejne przybli»enia.
Aby otrzyma¢ poprawne równania, rozwijamy u i ω w szereg w parametrze
β. Poniewa» równanie (3.49) jest przybli»eniem z dokªadno±ci¡ do wyrazów
czwartego stopnia, odpowiednie rozwini¦cia maj¡ posta¢

u = u1 + u2 + u3 + u4 + ... (3.52)

ω = 1 + ω1 + ω2 + ω3 + ... . (3.53)

Parametrem rozwini¦cia jest teraz β, a nie amplituda maªych drga«, algorytm
opisany w Dodatku D ulega wi¦c pewnej mody�kacji: do standardowego roz-
wi¡zania równania oscylatorowego rozwa»anego w n-tym rz¦dzie przybli»enia
dopisujemy rozwi¡zanie ogólne A cos τ równania jednorodnego i wyznaczamy
staª¡ A z caªki energii (3.47) wypisanej w n+ 1-szym rz¦dzie.
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Podstawiaj¡c (3.52) i (3.53) do (3.51), porównuj¡c wyrazy przy β, β2, β3 i
β4, nakªadaj¡c warunek braku czªonów rezonansowych i wyznaczaj¡c wspóª-
czynnik A z caªki energii (3.47) (rozpatrzonej z dokªadno±ci¡ do wyrazów
pi¡tego stopnia w β) dostajemy:

u1 =β cos τ (3.54)

u2 =
β2

2
(3− cos(2τ)) (3.55)

u3 =

(
37

16
+

3α2

8

)
β3 cos τ − 2αβ3 +

(
3

16
+
α2

8

)
β3 cos(3τ) (3.56)

u4 =− 10αβ4 cos τ +

(
225

16
+

21α2

8

)(
−6 +

1

2
α2

)
cos(2τ)

−
(

1

16
+
α2

8

)
β4 cos(4τ) (3.57)

ω1 = 0, ω2 = −15

4
β2, ω3 = 10αβ3. (3.58)

Wracaj¡c do pierwotnych oznacze«, mo»emy napisa¢ równanie trajektorii
promienia ±wietlnego z dokªadno±ci¡ do wyrazów trzeciego stopnia w m

b
:

u =
m

b
cos(ωϕ) +

1

2

(m
b

)2
(3− cos(2ωϕ))− 2

sk

m

(m
b

)3
+

(
3

16
+

1

8

(
k

m

)2
)(m

b

)3
cos(3ωϕ)− 10

sk

m

(m
b

)4
cos(ωϕ)

+

(
225

16
+

21

8

(
k

m

)2
)(m

b

)4
+

(
−6 +

1

2

(
k

m

)2
)
cos(2ωϕ)

−

(
1

16
+

1

8

(
k

m

)2
)(m

b

)4
cos(4ωϕ)

(3.59)

oraz

ω = 1− 15

4

(m
b

)2
+ 10

sk

m

(m
b

)3
. (3.60)

Mo»emy teraz powtórzy¢ rozumowanie prowadz¡ce do wyznaczenia k¡ta od-
chylenia w przypadku metryki sferycznie symetrycznej. Kªad¡c y ≡ cos(ωϕ∞)
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dostajemy:

βy + β2(2− y2) +

(
37

16
+

3α2

8

)
β3y − 2αβ3 +

(
3

16
+
α2

8

)(
4y3 − 3y

)
−10αβ4y +

(
225

16
+

21α2

8

)
β4 +

(
−6 +

α2

2

)
β4(2y2 − 1)

−
(

1

16
+
α2

8

)
β4
(
8y4 − 8y2 + 1

)
= 0.

(3.61)
Powy»sze równanie, poprawne z dokªadno±ci¡ do wyrazów czwartego stopnia
w β, pozwala wyznaczy¢ y z dokªadno±ci¡ do wyrazów trzeciego stopnia w
β. Jest tak dlatego, »e y jest wielko±ci¡ rz¦du β, y = O(β), a lewa strona
zawiera te» wyrazy niezale»ne od y, stopnia co najwy»ej czwartego w β. W
rezultacie dostajemy

y = −2β + 2αβ2 −
(
25

2
+ 2α2

)
β3. (3.62)

Kªad¡c znowu ωϕ∞ = π
2
+∆, otrzymujemy z dokªadno±ci¡ do wyrazów trze-

ciego stopnia w β

∆ = 2β − 2αβ2 +

(
83

6
+ 2α2

)
β3, (3.63)

co pozwala obliczy¢ k¡t odchylenia

δ =
π + 2∆

ω
− π. (3.64)

Korzystaj¡c z (3.60) oraz (3.63) i wracaj¡c do pierwotnych oznacze« (por.
(3.46)), dostajemy

δ =4
m

b
+

(
15π

4
− 4

sk

m

)(m
b

)2
+

(
128

3
− 10 π

sk

m
+ 4

(
k

m

)2
)(m

b

)3 (3.65)

w peªnej zgodno±ci z wynikiem otrzymanym innymi metodami [49].
Warto zauwa»y¢, »e warto±ci k¡tów odchylenia dla ró»nych metryk, zapre-

zentowane powy»ej, otrzymali±my metod¡ czysto algebraiczn¡, bez koniecz-
no±ci obliczania caªek czy rozwijania w szereg Fouriera funkcji eliptycznych.
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Rozdziaª 4

Caªkowalna dynamika z zasady

Fermata dla metryki Kerra

4.1 Staªa Cartera

Poni»ej zajmiemy si¦ problemem opisu propagacji promieni ±wietlnych w
metryce Kerra; otrzymane wyniki nietrudno uogólni¢ na metryk¦ Kerra�
Newmana, lecz dla uproszczenia rozpatrzymy tylko przypadek metryki Kerra.
Metryk¦ Kerra w pªaszczy¹nie równikowej, wyra»on¡ przez zmienn¡ u, zde-
�niowan¡ równaniem (3.2), opisuj¡ równania (2.138) oraz (2.148)�(2.151).
Peªna metryka, nie ograniczona do pªaszczyzny równikowej i wyra»ona w
pierwotnych zmiennych t, r, ϕ, θ ma posta¢ (wspóªrz¦dne Boyera�Lindquista)

ds2 = gtt dt
2 + grr dr

2 + gθθ dθ
2 + gϕϕ dϕ

2 + 2gtϕ dt dϕ (4.1)

gdzie

gtt =
∆− k2 sin2 θ

ρ2
(4.2)

grr = −ρ
2

∆
(4.3)

gθθ = −ρ2 (4.4)

gϕϕ =
sin θ

(
∆k2 sin2 θ − (r2 + k2)2

)
ρ2

(4.5)

gtϕ =
−k sin2 θ(r2 + k2 −∆)

ρ2
(4.6)

∆ ≡ r2 − 2mr + k2, ρ2 ≡ r2 + k2 cos2 θ. (4.7)

Trajektorie promieni ±wietlnych opisuj¡ równania Lagrange'a wynikaj¡ce
z funkcji Lagrange'a (2.18), uzupeªnione warunkiem (2.7). Lagran»jan (2.18)
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nie zale»y jawnie od parametru a�nicznego σ, co prowadzi do zasady za-
chowania �energii� E = L (= 0); zmienne t i ϕ s¡ cykliczne, wi¦c pt i pϕ
s¡ caªkami ruchu. Rozwa»any ukªad ma 4 stopnie swobody, wi¦c aby byª
caªkowalny w sensie Arnolda�Liouville'a, potrzebna jest jeszcze jedna caªka
ruchu, pozostaj¡ca w inwolucji z pozostaªymi (i, oczywi±cie, funkcjonalnie
niezale»na) [54]. Caªkowalno±¢ w sensie Arnolda�Liouville'a gwarantuje, »e
równania ruchu s¡ rozwi¡zywalne przez kwadratury.

Czwarta caªka ruchu, zwana staª¡ Cartera, zostaªa znaleziona w pracy
[40]. Odpowiednie zmienne k¡t-dziaªanie analizowano w [55], [56], za± caªko-
wanie równa« ruchu opisano, na przykªad, w [57], [58], [59]. Geometryczny
sens staªej Cartera opisano w [60], gdzie powi¡zano j¡ z istnieniem tensora
Killinga. W ramach formalizmu hamiltonowskiego tensor Killinga jest zwi¡-
zany z symetri¡ opisan¡ przez transformacje kanoniczne nie redukuj¡ce si¦
do punktowych.

Wyra»enie na staª¡ Cartera otrzymano w [40] poprzez separacj¦ zmien-
nych w równaniu Hamiltona�Jacobiego. Standardowo para zmiennych ka-
nonicznie sprz¦»onych separuje si¦ w równaniu Hamiltona�Jacobiego, je»eli
wchodzi do hamiltonianu w postaci jednej funkcji [52]. Odpowiednia staªa
separacji jest wtedy caªk¡ ruchu. W przypadku caªki Cartera sytuacja jest
nieco inna. Odpowiedni hamiltonian (we wspóªrz¦dnych Kerra�Newmana)
ma struktur¦ H = h

ρ2
, gdzie h ma form¦ dopuszczaj¡c¡ standardow¡ sepa-

racj¦ zmiennych. Równanie Hamiltona�Jacobiego, H = E, pomno»one przez
ρ2 przyjmuje form¦ h − Eρ2 = 0, która pozwala rozdzieli¢ zmienne. W tej
postaci mo»na je interpretowa¢ jako równanie Hamiltona�Jacobiego dla no-
wego hamiltonianu h−Eρ2, odpowiadaj¡ce zerowej energii. Pierwotna ener-
gia E wchodzi wi¦c jako parametr do nowego hamiltonianu. Jest to przykªad
tzw. metamorfozy staªej sprz¦»enia, wprowadzonej przez Hietarint¦ i in. w
pracy [42] i rozwini¦tej w [41]. Poni»ej zastosujemy t¦ metod¦ do zredukowa-
nej dynamiki, wynikaj¡cej z zastosowania zasady Fermata do metryki Kerra.

4.2 Caªkowalno±¢ dynamiki wynikaj¡cej z za-

sady Fermata

Rozwa»my trajektorie promieni ±wietlnych w metryce Kerra (4.1)-(4.6). Me-
tryka Kerra opisuje stacjonarne pole grawitacyjne, wi¦c formalizm Herglotza
sprowadza si¦ do standardowego formalizmu Lagrange'a�Hamiltona. Odpo-
wiednia funkcja Lagrange'a (por. rozdziaª 2.8) ma posta¢

L = −Gtϕ
dϕ

dσ
+

√(
G2
tϕ −Gϕϕ

)(dϕ

dσ

)2

−Grr

(
dr

dσ

)2

−Gϕϕ

(
dθ

dσ

)2

, (4.8)
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gdzie Gtϕ ≡ gtϕ
gtt
, Gϕϕ ≡ gϕϕ

gtt
, Grr ≡ grr

gtt
, Gθθ ≡ gθθ

gtt
. L, jak wskazano poprzed-

nio, jest jednorodn¡ funkcj¡ pr¦dko±ci pierwszego stopnia, wi¦c dynamika jest
niezmiennicza na reparametryzacj¦. Wygodnym warunkiem cechowania jest,
jak wskazali±my w rozdziale 2.8, σ = ϕ. Ustalaj¡c w ten sposób cechowanie
dostajemy z równania (4.8)

L = −Gtϕ +
√(

G2
tϕ −Gϕϕ

)
−Grrṙ2 −Gθθθ̇2 (4.9)

gdzie kropka oznacza ró»niczkowanie po ϕ. Otrzymany ukªad z dwoma stop-
niami swobody, r i θ, jest niezdegenerowany. Mo»emy wi¦c w standardowy
sposób przej±¢ do formalizmu Hamiltona. Odpowiednie p¦dy uogólnione maj¡
posta¢:

pr ≡
∂L
∂ṙ

=
−Grrṙ√(

G2
tϕ −Gϕϕ

)
−Grrṙ2 −Gθθθ̇2

(4.10)

pθ ≡
∂L
∂θ̇

=
−Gθθθ̇√(

G2
tϕ −Gϕϕ

)
−Grrṙ2 −Gθθ, θ̇2

(4.11)

za± hamiltonian przyjmuje form¦:

H̃ ≡ ṙ
∂L
∂ṙ

+ θ̇
∂L
∂θ̇

− L = Gtϕ −
√
G2
tϕ −Gϕϕ ·

√
1 +

p2r
Grr

+
p2θ
Gθθ

. (4.12)

Ten dwuwymiarowy ukªad dynamiczny posiada jedn¡ oczywist¡ caªk¦ ru-
chu, hamiltonian H̃. Aby wykaza¢, »e ukªad jest caªkowalny w sensie Arnolda�
Liouville'a, potrzebujemy jeszcze jednej caªki ruchu. Wyj±ciowy lagran»jan
L, równanie (2.18), de�niuje w przypadku metryki Kerra ukªad caªkowalny.
Caªka �energii� L = 0 de�niuje lagran»jan L, a stosunek p¦dów uogólnio-
nych, sprz¦»onych ze zmiennymi cyklicznymi ϕ i t, de�niuje caªk¦ H̃ = Ẽ
(oddzielnie oba p¦dy zale»¡ od wyboru (z dokªadno±ci¡ do transformacji a�-
nicznej) parametru a�nicznego). Pozostaje wi¦c caªka ruchu odpowiadaj¡ca
staªej Cartera [40]. Poszukujemy zatem odpowiednika caªki Cartera dla dy-
namiki zde�niowanej przez hamiltonian (4.12). Posta¢ hamiltonianu (4.12)
nie pozwala bezpo±rednio wnioskowa¢, »e odpowiednie równanie Hamiltona�
Jacobiego dopuszcza rozdzielenie zmiennych. Mo»emy jednak wykorzysta¢
formalizm opisany w [41], b¦d¡cy uogólnieniem metody metamorfozy sta-
ªej sprz¦»enia [42]. Formalizm wprowadzony w [42] jest opisany w zarysie w
Dodatku F.

Punktem wyj±cia przy zastosowaniu tego formalizmu do rozwa»anego
tu przypadku jest obserwacja, »e hamiltonian H̃, zde�niowany równaniem
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(4.12), speªnia równanie kwadratowe

H̃2 − 2GtϕH̃ +Gϕϕ −
(
G2
tϕ −Gϕϕ

)( p2r
Grr

+
p2θ
Gθθ

)
= 0, (4.13)

co pozwala wyrazi¢ H̃ poprzez H̃2:

H̃ =
H̃2

2Gtϕ

+
Gϕϕ

2Gtϕ

−
(G2

tϕ −Gϕϕ)

2Gtϕ

(
p2r
Grr

+
p2θ
Gθθ

)
. (4.14)

Naszym celem jest zast¡pienie wyj±ciowego hamiltonianu (4.12) poprzez ha-
miltonian zde�niowany równaniem (4.14). Zgodnie z rozumowaniem opisa-

nym w Dodatku F, mo»na tego dokona¢ traktuj¡c wyraz H̃2, stoj¡cy po
prawej stronie równania (4.14), jako parametr (czyli jako staª¡ sprz¦»enia).
Mo»emy jednak osi¡gn¡¢ wi¦cej. Równanie (4.14) staje si¦ osobliwe w gra-
nicy Schwarzschilda k → 0, gdy» wtedy Gtϕ → 0. Mo»emy pozby¢ si¦ tej
osobliwo±ci, stosuj¡c nieco bardziej wyra�nowan¡ form¦ metamorfozy sta-
ªej sprz¦»enia. W tym celu przepiszmy najpierw równanie (4.14) w jawnej
postaci, wykorzystuj¡c (4.2)-(4.6):

H̃ =
−∆

2k(r2 + k2 −∆)

(
p2θ +

H̃2

sin2 θ
+ k2 sin2 θ

)

− ∆2

2k(r2 + k2 −∆)

(
p2r −

k2H̃2

∆2
− (r2 + k2)2

∆2

)
.

(4.15)

Zgodnie z rezultatami opisanymi w Dodatku F rozwa»my hamiltonian

H =
1

2

(
p2r −

k2λ2

∆2
− (r2 + k2)2

∆2

)
+

1

2∆

(
p2θ +

λ2

sin2 θ
+ k2 sin2 θ

)
+
λk(r2 + k2 −∆)

∆2
+ λ.

(4.16)

Kªad¡c λ = H̃ i rozwi¡zuj¡c równanie (F.3) otrzymujemy na mocy (4.14)

wyj±ciowy hamiltonian H̃.
Zgodnie z wynikami pracy [41], niesparametryzowane trajektorie dla me-

tryki Kerra, opisane hamiltonianem (4.12), pokrywaj¡ si¦ z trajektoriami
wyznaczonymi przez hamiltonian (4.16), pod warunkiem, »e:

(i) po wypisaniu równa« kanonicznych dla H kªadziemy λ = Ẽ ;

(ii) rozwa»amy ruch na podrozmaito±ci H = Ẽ .
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Co wi¦cej, mo»emy równie» zwi¡za¢ parametry ewolucji dla H̃ i H. Dla
wyj±ciowego hamiltonianu parametrem ewolucji jest k¡t azymutalny ϕ. Ozna-
czamy przez ψ parametr ewolucji dla H. Wtedy, zgodnie z rezultatem otrzy-
manym w [41] (por. (F.9), (F.10))

dϕ

dψ
≡ Ω = 1− ∂H

∂λ

∂λ

∂H̃
= λ

(
− 1

∆ sin2 θ
+
k2

∆2

)
− k(r2 + k2 −∆)

∆2
. (4.17)

�atwo teraz wyprowadzi¢ wyra»enie dla odpowiednika staªej Cartera. Odwo-
ªuj¡c si¦ ponownie do rezultatów [41] stwierdzamy, »e istnieje jednoznaczna

odpowiednio±¢ mi¦dzy caªkami ruchu dla H i H̃, je±li w tych pierwszych
dokonamy podstawienia λ→ H̃.

H ma standardow¡ posta¢ dopuszczaj¡c¡ rozdzielenie zmiennych [52].
Wnioskujemy wi¦c, »e odpowiednik staªej Cartera ma posta¢

C = p2θ +
H̃2

sin2 θ
+ k2 sin2 θ. (4.18)

Przypomina on oryginaln¡ staª¡ Cartera, lecz pθ odnosi si¦ tutaj do p¦du zde-
�niowanego wzgl¦dem ψ jako parametru ewolucji. Mo»na pokaza¢, »e otrzy-
mana caªka ruchu jest proporcjonalna do oryginalnej staªej Cartera.

4.3 Granica Schwarzschilda

Jak ju» zauwa»yli±my, hamiltonian H, dany równaniem (4.16), dopuszcza
regularn¡ granic¦ k → 0. Otrzymujemy wtedy

H =
1

2

(
p2r −

r4

∆2

)
+

1

2∆

(
p2θ +

λ2

sin2 θ

)
+ λ. (4.19)

Pisz¡c kanoniczne równania Hamiltona dla θ i pθ przekonujemy si¦, »e θ =
π
2
,

pθ = 0 jest ich rozwi¡zaniem. Pozostaªe równania maj¡ posta¢

dr

dψ
= pr (4.20)

dpr
dψ

= − ∂

∂r

(
λ2

2∆
− r4

2∆2

)
. (4.21)

Co wi¦cej, poniewa» staªa addytywna w (4.16) jest równa Ẽ, dostajemy

1

2
p2r +

(
λ2

2∆
− r4

2∆2

)
= 0 (4.22)
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lub, wobec (4.20):

1

2

(
dr

dψ

)2

+

(
λ2

2∆
− r4

2∆2

)
= 0. (4.23)

Równanie (4.17) dla k = 0, θ = π
2
daje:

dϕ

dψ
= − λ

∆
. (4.24)

Wstawiaj¡c (4.24) do (4.23) dostajemy:

λ2

2∆2

(
dr

dϕ

)2

+
λ2

2∆
− r4

2∆2
= 0. (4.25)

W terminach zmiennej u, (4.25) przyjmuje posta¢:(
du

dϕ

)2

+ (u2 − 2u3) =
m2

λ2
. (4.26)

Na ko«cu musimy poªo»y¢ λ = Ẽ, a na mocy (2.147) |Ẽ | = b. Uwzgl¦dnia-
j¡c ten fakt wnioskujemy, »e (4.26) jest równaniem dla trajektorii promieni
±wietlnych w metryce Schwarzschilda (równanie (3.9)).

W przypadku metryki o symetrii aksjalnej nie mo»na bez zmniejszenia
ogólno±ci zaªo»y¢, »e θ = π

2
. W zwi¡zku z tym jest rzecz¡ interesuj¡c¡ prze-

±ledzi¢, jak w granicy Schwarzschilda pojawiaj¡ si¦ rozwi¡zania odpowiada-
j¡ce dowolnemu poªo»eniu pªaszczyzny ruchu. Odpowiednie caªki ruchu maj¡
posta¢:

p2θ +
λ2

sin2 θ
= C (4.27)

1

2

(
p2r −

r4

∆2

)
+

C

2∆
= 0. (4.28)

Rozwa»my pierwsze równanie. Równanie kanoniczne Hamiltona implikuje
dθ
dψ

= pθ
∆
, wi¦c (4.27) daje

∆2

(
dθ

dψ

)2

+
λ2

sin2 θ
= C. (4.29)

Bior¡c pod uwag¦ (4.17), w granicy k → 0 dostajemy

1

sin4 θ

(
dθ

dψ

)2

+
1

sin2 θ
=
C

λ2
, (4.30)
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z rozwi¡zaniem ogólnym

ctg θ =

√
C

λ2
− 1 sin(ϕ− ϕ0) (4.31)

lub, we wspóªrz¦dnych kartezja«skich:

a⃗ · x⃗ = 0, a⃗ =

(
−
√
C

λ2
− 1 sinϕ0,

√
C

λ2
− 1 cosϕ0,−1

)
. (4.32)

W szczególno±ci, ϕ0 = 0 odpowiada wyborowi przeci¦cia pªaszczyzny ruchu
z pªaszczyzn¡ (12) jako pierwszej osi ukªadu wspóªrz¦dnych.
Równanie (4.28) mo»na przepisa¢ jako

1

sin4 θ

(
du

dϕ

)2

+
C

λ2
u2(1− 2u) =

m2

λ2
. (4.33)

Z (4.31) otrzymujemy, kªad¡c ϕ0 = 0,

1

sin2 θ
=

(
C

λ2
− 1

)
sin2 ϕ+ 1. (4.34)

Podstawiaj¡c (4.34) do (4.33) i rozdzielaj¡c zmienne, mamy

u1∫
0

du√
m2

λ2
− C

λ2
u2(1− 2u)

=

ϕ∞∫
ϕ1

dϕ

1 +
(
C
λ2

− 1
)
sin2 ϕ

, (4.35)

gdzie u1 = u(ϕ1) odpowiada najwi¦kszemu zbli»eniu do centrum:

m2

λ2
− C

λ2
u21(1− 2u1) = 0. (4.36)

Prawa strona (4.35) mo»e by¢ wyra»ona przez funkcje elementarne. Lewa
strona daje si¦ wyrazi¢ przez funkcje eliptyczne. W obszarze sªabego odchy-
lenia, m

λ
≪ 1, mo»na j¡ rozwin¡¢ w szereg pot¦gowy w m

λ
[53]. W najni»szym

rz¦dzie w m
λ
dostajemy z (4.35):

tg

(
π

2
+ 2

√
λ2

C

m

|λ|

)
=

√
C
λ2

tg ϕ∞ −
√

C
λ2

tg ϕ1

1 + C
λ2

tg ϕ∞ · tg ϕ1

. (4.37)

Z równania (4.31) wynika (dla ϕ0 = 0, tzn. wspólnej dla pªaszczyzny ru-
chu i pªaszczyzny (12) osi 1), »e k¡t azymutalny ϕ jest zwi¡zany z k¡tem
azymutalnym ϕ′, mierzonym w pªaszczy¹nie ruchu, relacj¡

tg ϕ′ =

√
C

λ2
tg ϕ. (4.38)
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Zatem z równania (4.37) otrzymujemy

π

2
+ 2

√
λ2

C

m

|λ|
= ϕ′

∞ − ϕ′
1. (4.39)

W ko«cu zauwa»amy, »e parametr zderzenia b jest proporcjonalny do caªko-
witego momentu p¦du, pϕ′ , podczas gdy λ = Ẽ jest proporcjonalne do rzutu
pϕ caªkowitego momentu p¦du na trzeci¡ o±. St¡d

|λ|
√
C

λ2
= b. (4.40)

Szczegóªowy dowód tej relacji podajemy poni»ej. (4.39) i (4.40) prowadz¡ do
standardowego wzoru na k¡t odchylenia w metryce Schwarzschilda:

δ ≃ 4
(m
b

)
. (4.41)

Dla udowodnienia relacji (4.40) napiszmy odpowiednik lagran»ajnu (2.79)
uwzgl¦dniaj¡cy nietrywialn¡ dynamik¦ k¡ta θ:

L =
1

2

(
B(r)

(
dt

dσ

)2

− A(r)

(
dr

dσ

)2

−r2D(r)

((
dθ

dσ

)2

+ sin2 θ

(
dϕ

dσ

)2
))

.

(4.42)

Zachowuj¡ce si¦ p¦dy uogólnione pt i pϕ, odpowiadaj¡ce zmiennym cyklicz-
nym t i ϕ, maj¡ posta¢

pϕ ≡
∂L

∂
(
dϕ
dσ

) = −r2D(r) sin2 θ
dϕ

dσ
(4.43)

pt ≡
∂L

∂
(
dt
dσ

) = B(r)
dt

dσ
. (4.44)

St¡d
pϕ
pt

=
−r2D(r) sin2 θ

B(r)

dϕ
dσ
dt
dσ

. (4.45)

Z kolei zredukowany Lagran»jan (2.40) wygl¡da nast¦puj¡co:

L =
dt

dϕ
=

√√√√A(r)

B(r)

(
dr

dϕ

)2

+
r2D(r)

B(r)

((
dθ

dϕ

)2

+ sin2 θ

)
. (4.46)
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Standardowo L nie zale»y od parametru ewolucji ϕ, wi¦c �energia�

Ẽ = ṙ
∂L
∂ṙ

+ θ̇
∂L
∂θ̇

− L =
− r2D(r)

B(r)
sin2 θ√

A(r)
B(r)

ṙ2 + r2D(r)
B(r)

(
θ̇2 + sin2 θ

) (4.47)

jest caªk¡ ruchu; kropka w powy»szych wzorach oznacza, jak poprzednio,
ró»niczkowanie po k¡cie ϕ. Porównuj¡c (4.45), (4.46) i (4.47) wnioskujemy,
»e

pϕ
pt

= Ẽ(= λ). (4.48)

Wprowad¹my wspóªrz¦dne sferyczne (ϕ′, θ′), odpowiadaj¡ce pªaszczy¹nie ru-
chu jako nowej pªaszczy¹nie (12). Z niezmienniczo±ci L na obroty dostajemy,
uwzgl¦dniaj¡c, »e θ′ = π

2
:

L =
1

2

(
B(r)

(
dt

dσ

)2

− A(r)

(
dr

dσ

)2

− r2D(r)

(
dϕ′

dσ

)2
)
. (4.49)

Wykorzystuj¡c równanie (4.31), wyznaczaj¡ce pªaszczyzn¦ ruchu wniosku-
jemy, »e (

dθ

dσ

)2

+ sin2 θ

(
dϕ

dσ

)2

=

(
C

λ2

)
sin4 θ

(
dϕ

dσ

)2

. (4.50)

Porównuj¡c równania (4.42) i (4.49) dostajemy(
dϕ′

dσ

)2

=
C

λ2
sin4 θ

(
dϕ

dσ

)2

. (4.51)

Z drugiej strony

pϕ′ = −r2D(r)

(
dϕ′

dσ

)
(4.52)

oraz, z (4.51) i (4.43):

pϕ′ = −r2D(r)

√
C

λ2
sin2 θ

(
dϕ

dσ

)
=

√
C

λ2
pϕ. (4.53)

St¡d, ostatecznie

b =

∣∣∣∣pϕ′pt
∣∣∣∣ =

√
C

λ2

∣∣∣∣pϕpt
∣∣∣∣ =

√
C

λ2
|E| =

√
C

λ2
|λ|. (4.54)
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4.4 Promienie ±wietlne w pªaszczy¹nie równi-

kowej metryki Kerra

Hamiltonian (4.15) prowadzi do nast¦puj¡cych caªek ruchu:

p2θ +
λ2

sin2 θ
+ k2 sin2 θ = C (4.55)

1

2

(
p2r −

k2λ2

∆2
− (r2 + k2)2

∆2

)
+

C

2∆
− λ

k(r2 + k2 −∆)

∆2
= 0; (4.56)

caªka (4.56) przyjmuje warto±¢ zerow¡, gdy» zgodnie z punktem (ii) naszego

przepisu, musimy na ko«cu poªo»y¢ λ = Ẽ .
Równania kanoniczne wynikaj¡ce z hamiltonianu (4.16) implikuj¡:

dr

dψ
= pr (4.57)

dθ

dψ
=
pθ
∆
. (4.58)

Eliminuj¡c za pomoc¡ (4.57) i (4.58) p¦dy uogólnione, wchodz¡ce do (4.55) i
(4.56) i zast¦puj¡c pochodne po parametrze ewolucji ψ przez pochodne po k¡-
cie azymutalnym ϕ, równanie (4.17), dostajemy ukªad dwóch równa« pierw-
szego rz¦du, którego rozwi¡zania wyznaczaj¡ trajektorie promieni ±wietlnych,
r = r(ϕ), θ = θ(ϕ). W terminach θ i zmiennej u, zde�niowanej równaniem
(3.2), maj¡ one posta¢:(

1

sin2 θ
−

k2

m2 u
2 − 2 m

λ
k
m
u

1− 2u+ k2 u2

)2(
dθ

dϕ

)2

+
1

sin2 θ

+
(m
λ

)2 k2
m2

sin2 θ =
C

λ2
(4.59)(

1

sin2 θ
−

k2

m2 u
2 + 2 m

λ
k u

1− 2u+ k2

m2 u2

)2(
du

dϕ

)2

−
(m
λ

)2
(1 +

k2

m2
u2)2

− k2u4

m2
+
C

λ2
u2(1− 2u+

k2

m2
u2) + 4

(m
λ

) k

m
u3 = 0. (4.60)

De�niuj¡c nowy parametr ewolucji ψ̃ taki, »e:

dϕ

dψ̃
=

(
1

sin2 θ
−

k2

m2u
2 − 2m

λ
ku
m

1− 2u+ k2

m2u2

)
, (4.61)
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dostajemy dwa rozseparowane równania dla θ i u. Zauwa»my, »e parametr
ewolucji ψ speªnia w naszym formalizmie rol¦ czasu Mino [43].

Zastosujmy równania (4.59), (4.60) do przypadku trajektorii w pªaszczy¹-
nie równikowej. Podstawiaj¡c w (4.59) θ ≡ π

2
dostajemy warunek na staª¡

Cartera:
C

λ2
= 1 +

(m
λ

)2 k2
m2

. (4.62)

Równanie (4.60) przyjmuje teraz posta¢(
1−

k2

m2u
2 − 2 m

λ
k
m
u

1− 2u+ k2u2

)2(
du

dϕ

)2

−
(m
λ

)2
(1 + k2u2)2 − k2

m2
u4

+

(
1 +

(m
λ

)2 k2
m2

)
u2(1− 2u+

k2

m2
u2) + 4

(m
λ

)( k

m

)
u3 = 0,

(4.63)

co, jak ªatwo sprawdzi¢, jest równowa»ne (3.47).

4.5 Caªkowanie dowolnych trajektorii

Jak wspomniano powy»ej, wprowadzenie pomocniczego parametru ewolucji,
odpowiednika czasu Mino, prowadzi do zupeªnego rozseparowania równa« ru-
chu. Uwzgl¦dniaj¡c (4.61), równania (4.59) i (4.60) mo»na napisa¢ w postaci:(

dθ

dψ̃

)2

+
1

sin2 θ
+
(m
λ

)2 k2
m2

sin2 θ =
C

λ2
(4.64)(

du

dψ̃

)2

−
(m
λ

)2
(1 +

k2

m2
u2)2 − k2

m2
u4 +

(
C

λ2

)
u2(1− 2u+

k2

m2
u2)

+ 4
(m
λ

)( k

m

)
u3 = 0. (4.65)

Równania (4.64), (4.65) i (4.61) wyznaczaj¡ trajektorie promieni ±wietlnych
w metryce Kerra. Wszystkie daj¡ si¦ scaªkowa¢ przez rozdzielenie zmiennych
(równanie (4.61) rozwi¡zujemy na ko«cu przez zwykªe caªkowanie). Oczy-
wi±cie, w wyniku otrzymamy znane wzory na trajektorie ±wiatªa w metryce
Kerra [57�59]. Warto natomiast zauwa»y¢, »e otrzymane równania s¡ wygod-
nym punktem wyj±ciowym do rozwini¦cia w odwrotno±ci parametru zderze-
nia.

Równania (4.61), (4.64) i (4.65) nie zale»¡ jawnie od parametru ψ̃. Mo-

»emy wi¦c wybra¢ go tak, by punkt ψ̃ = 0 odpowiadaª minimalnemu zbli»eniu
do centrum. Co wi¦cej, symetria aksjalna pozwala na poªo»enie ϕ(ψ̃ = 0) = 0.
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Mamy wi¦c nast¦puj¡ce warunki pocz¡tkowe dla równa« (4.61), (4.64) i
(4.65):

u(ψ̃ = 0) = umax (4.66)

du

dψ̃
(ψ̃ = 0) = 0 (4.67)

ϕ(ψ̃ = 0) = 0 (4.68)

θ(ψ̃ = 0) = θ0 (4.69)

dθ

dψ̃
(ψ̃ = 0) = θ̇0. (4.70)

Rozwa»my najpierw równanie (4.64). Z warunków pocz¡tkowych otrzymu-
jemy:

θ̇20 +
1

sin2 θ0
+
(m
λ

)2( k

m

)2

sin2 θ0 =
C

λ2
= C0 + C1

(m
λ

)2( k

m

)2

, (4.71)

gdzie

C0 ≡ θ̇20 +
1

sin2 θ0
≥ 1 (4.72)

0 ≤ C1 ≡ sin2 θ0 ≤ 1. (4.73)

We wzorze (4.72) równo±¢ zachodzi tylko dla θ0 =
π
2
, θ̇0 = 0, tzn. dla ruchu

w pªaszczy¹nie równikowej, który rozpatrzyli±my poprzednio. Kªad¡c

y ≡ f cos θ, f ≡
(
k

m

)(m
λ

)
(4.74)

dostajemy z (4.64)(
dy

dψ̃

)2

+
(
δ + εf 2

)
y2 + y4 = (α− 1) f 2 + (β + 1) f 4; (4.75)

δ ≡ C0 > 1, −1 ≥ ε ≡ C1 − 2 ≥ −2. (4.76)

Ró»niczkuj¡c (4.75) po ψ̃, otrzymujemy równanie ruchu dla k¡ta θ:

d2y

dψ̃2
+
(
δ + εf 2

)
y + 2y3 = 0. (4.77)

Dla du»ych warto±ci parametru zderzenia, f ≪ 1, równania (4.76) i (4.77)
opisuj¡ maªe drgania nieliniowe. Zauwa»my, »e oba równania zale»¡ tylko od
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parametru f = km
λ
,który znika albo dla k → 0, albo dla λ → ∞. W pierw-

szym przypadku otrzymujemy metryk¦ sferycznie symetryczn¡, w drugim �
pªask¡. W obu przypadkach krzywe geodezyjne s¡ pªaskie.

Równanie (4.77) z warunkiem (4.76) mo»na rozwi¡za¢ standardow¡ me-
tod¡ Lindstedta�Poincaré. Powtarzaj¡c opisane ju» kilkukrotnie kroki, otrzy-
mamy, z dokªadno±ci¡ do wyrazów kwadratowych w m

f
:

cos θ =
(
A+Bf 2

)
cos(ω(ψ̃ + ψ̃0)) +

B3f 2

16δ
cos3(ψ̃ + ψ̃0) (4.78)

ω =
√
δ +

1

2
√
δ

(
ε+

3

2
A2

)
f 2 (4.79)

A =

√
δ − 1

δ
, B =

ε
δ
+ 1− 9

8

(
δ−1
δ

)2
2
√
δ(δ − 1)

. (4.80)

Warto±¢ parametru ψ̃0 mo»emy znale¹¢ wykorzystuj¡c relacje (4.73), (4.76):

ε = −1− cos2 θ0. (4.81)

Rozwi¡zanie (4.78) zale»y wi¦c od dwóch staªych, δ i ε, wyznaczonych przez
warunki pocz¡tkowe (4.69), (4.70).

W podobny sposób mo»emy rozwi¡za¢ równanie (4.65). We wprowadzo-
nych wy»ej oznaczeniach przybiera ono posta¢:(

du

dψ̃

)2

+
(
δ + εf 2

)
u2 − 2

(
δ − 2f + (ε+ 2)f 2

)
u3

+k2
(
δ − 1 + (ε+ 1)f 2

)
u4 =

(m
k

)2
f 2,

(4.82)

co po zró»niczkowaniu daje równanie ruchu

d2u

dψ̃2
+
(
δ + εf 2

)
u− 3

(
δ − 2f + (ε+ 2)f 2

)
u2

+2
k

m

2 (
δ − 1 + (ε+ 1)f 2

)
u3 = 0.

(4.83)

Ponownie widzimy, »e dla maªych f , f ≪ 1, otrzymujemy równanie opisuj¡ce
maªe drgania nieliniowe, przy czym u = O(f).
Stosuj¡c ponownie algorytm Lindstedta�Poincarégo mo»emy znale¹¢ rozwi-
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ni¦cie perturbacyjne rozwi¡zania. Pierwsze wyrazy rozwini¦cia maj¡ posta¢:

u =
(
D cos(Ωψ̃)

)
+

(
D2

2
(3− cos(2Ωψ̃))

)
+

3fD2

δ
− fD2

δ
cos(2Ωψ̃) +

((
k
m

)2
(δ − 1)

16 δ
+

3

16

)
D3 cos(3Ωψ̃)

+

(
37

16
D3 −

9
(
k
m

)2
(δ − 1)

16 δ
D3 − εf 2D

2 δ

)
cos(Ωψ̃) (4.84)

Ω =
√
δ +

1

2
√
δ

(
εf 2 +

(
−15

2
δ +

3
(
k
m

)2
(δ − 1)

2

)
D2

)
(4.85)

D =
(m
k

) f√
δ
. (4.86)

Warunek brzegowy (4.67) jest automatycznie uwzgl¦dniony w formie roz-
wi¡zania (4.84). Z kolei staªa dowolna umax jest jednoznacznie zwi¡zana z
parametrem λ.
Maj¡c jawn¡ posta¢ funkcji θ = θ(ψ̃), u = u(ψ̃), mo»emy znale¹¢ zale»no±¢

ϕ = ϕ(ψ̃) caªkuj¡c równanie (4.61) i wykorzystuj¡c warunek (4.68):

ϕ =

ψ̃∫
0

(
1

sin2 θ
−

(
k
m

)2
u2 − 2fu

1− 2u+
(
k
m

)2
u2

)
dψ̃. (4.87)

�¡cz¡c technik¦ opisan¡ w [41] z rozwini¦ciem Lindstedta�Poincaré, mo»emy
wi¦c otrzyma¢ rozwini¦cie dowolnej geodezyjnej zerowej w parametrze m

λ
. Do

znalezienia kolejnych rz¦dów rozwini¦cia wystarcz¡ proste operacje algebra-
iczne, bez potrzeby odwoªywania si¦ do teorii funkcji eliptycznych. �atwo
równie» pokaza¢, »e podstawowa relacja wi¡»¡ca λ = ε̃ z

pϕ
pt

(por. (4.48))
pozostaje prawdziwa równie» dla nierównikowych orbit w metryce Kerra.
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Rozdziaª 5

Zastosowanie zasady Fermata do

zamkni¦tych trajektorii ±wiatªa

Rozwa»my asymptotycznie pªask¡ czasoprzestrze« opisuj¡c¡ staªe pole gra-
witacyjne. Wtedy zasada Fermata jest równowa»na standardowej zasadzie
wariacyjnej formalizmu Lagrange'a z lagran»janem (2.12). Z drugiej strony,
mo»na j¡ zapisa¢ (por. (2.10)) jako

δ

∫
dx0 = 0. (5.1)

Oznacza to, »e trajektoria promienia ±wietlnego jest tak¡ krzyw¡, »e czas po-
trzebny ±wiatªu do jej przemierzenia, mierzony przez obserwatora w niesko«-
czono±ci, jest stacjonarny ze wzgl¦du na wariacje tej krzywej o ustalonych
ko«cach. Tak sformuªowana zasada prowadzi do interesuj¡cych wniosków,
szczególnie w przypadku zamkni¦tych trajektorii ±wietlnych.

Rozwa»my metryk¦ Kerra i trajektorie koªowe w pªaszczy¹nie równikowej.
W pracy [61] pokazano, »e je»eli wybierzemy dowolny okr¡g w pªaszczy¹nie
równikowej i zaªo»ymy, »e obiegamy go z pr¦dko±ci¡ ±wiatªa (mierzon¡ w
ukªadzie lokalnie inercjalnym), to czas obiegu b¦dzie najmniejszy, je±li jest
to rzeczywista trajektoria promienia ±wietlnego. Dowód tej interesuj¡cej wªa-
sno±ci w ramach dyskutowanego tu formalizmu jest bardzo prosty [62]. Za-
ªó»my, »e mamy zadan¡ trajektori¦ promienia ±wietlnego, b¦d¡c¡ krzyw¡ za-
mkni¦t¡. Rozwa»my in�nitezymalne deformacje tej krzywej, b¦d¡ce równie»
krzywymi zamkni¦tymi. Zgodnie z (5.1), czas obiegu ±wiatªa wzdªu» takiej
krzywej b¦dzie stacjonarny ze wzgl¦du na powy»sze deformacje. Dzieje si¦ tak
dlatego, »e wkªady od czªonów brzegowych (w ogólnym przypadku znikaj¡ce
wskutek ustalenia punktów ko«cowych krzywej) kasuj¡ si¦ z warunku perio-
dyczno±ci. W szczególno±ci, dla koªowej trajektorii promienia ±wietlnego w
pªaszczy¹nie równikowej metryki Kerra, ten czas jest stacjonarny w porówna-
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niu z czasem obiegu, z pr¦dko±ci¡ ±wiatªa, wzdªu» s¡siednich koncentrycznych
okr¦gów.

Odwrotnie, je±li ten czas jest stacjonarny, to dany okr¡g jest trajektori¡
promienia ±wietlnego. Przepiszemy (5.1) w postaci

δ

2π∫
0

dx0

dϕ
dϕ = 0. (5.2)

Rozwi¡zuj¡c ds2 = 0 dla metryki Kerra, otrzymujemy

dx0

dϕ
= F

(
r, sin2 θ,

(
dθ

dϕ

)2

,

(
dr

dϕ

)2
)
. (5.3)

Zatem wariacja wyra»enia podcaªkowego wzgl¦dem θ znika dla θ ≡ π
2
, za±

wariacja wzgl¦dem r jest staªa na ka»dym okr¦gu r = const. Wystarczy wi¦c
rozwa»a¢ wariacje z δr = const; wariacji ϕ nie musimy rozpatrywa¢, gdy»
jest to parametr ewolucji (równowa»nie: ϕ → ϕ + δϕ opisuje �wzbudzenia�
b¦d¡ce czystym cechowaniem). Poniewa» czarna dziura Kerra ma jedn¡ ko-
ªow¡ trajektori¦ ±wietln¡, dostajemy prosty dowód wªasno±ci sformuªowanej
w [61]. Zauwa»my, »e trajektorie obiegu w pªaszczy¹nie równikowej metryki
Kerra rozpadaj¡ si¦ na dwie klasy, zale»nie od tego, czy kierunek obiegu jest
zgodny czy przeciwny do kierunku obrotu czarnej dziury. Powy»szy argument
stosuje si¦ do ka»dej klasy z osobna.
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Rozdziaª 6

Uwagi ko«cowe

Niniejsza rozprawa jest po±wi¦cona kr¦gowi zagadnie« zwi¡zanych z rol¡
zasady Fermata w opisie propagacji ±wiatªa w obecno±ci pola grawitacyj-
nego. W przypadku niezale»nego od czasu pola grawitacyjnego stosunkowo
ªatwo sformuªowa¢ zasad¦ Fermata. Jej uogólnienie na dowolne pole grawi-
tacyjne zaproponowali Kovner, Nityananda, Samuel i Perlick. Alternatywna
propozycja, któr¡ przedstawiamy, jest oparta na prostym twierdzeniu, wi¡-
»¡cym dynamik¦ lagran»owsk¡, opisan¡ lagran»janem jednorodnym stopnia
drugiego w pr¦dko±ciach uogólnionych, z dynamik¡ na zredukowanej (poprzez
pomini¦cie jednej wspóªrz¦dnej uogólnionej) przestrzeni kon�guracyjnej. Tak
zredukowana dynamika opisywana jest przez uogólnion¡ zasad¦ wariacyjn¡
Herglotza. Stosuj¡c to twierdzenie do kwadratowego lagran»janu, opisuj¡-
cego linie geodezyjne, otrzymujemy ogóln¡ posta¢ zasady Fermata w polu
grawitacyjnym. To sformuªowanie jest najbli»sze propozycji Frolova opartej
na zasadzie minimum Pontriagina.

Warto zauwa»y¢, »e zaproponowane podej±cie mo»na zmody�kowa¢, wy-
bieraj¡c do eliminacji zamiast x0 inn¡ zmienn¡, np. x3. Otrzymamy wtedy
�zasad¦ Fermata�, opisuj¡c¡ trajektori¦ promienia ±wietlnego zrzutowan¡ na
wspóªrz¦dne x0, x1, x2.

Rozwa»yli±my nast¦pnie trajektorie promieni ±wietlnych w obszarze du»ej
warto±ci parametru zderzenia. Równania wyznaczaj¡ce tak¡ trajektori¦ (lub
jedno z nich, w przypadku metryk o ni»szej symetrii), opisuj¡ wtedy maªe
drgania nieliniowe. Mo»na wi¦c zastosowa¢ dobrze rozwini¦te metody teorii
drga« nieliniowych. W szczególno±ci, dla otrzymania poprawnych przybli»e«
rozwi¡za« dokªadnych, mo»na zastosowa¢ formalizm Lindstedta�Poincarégo.
Pokazali±my, »e prowadzi to szybko do eleganckich wyra»e« przybli»onych
na trajektorie promieni ±wietlnych, oddaj¡ce równie» poprawnie jako±ciowe
cechy takich trajektorii. Na przykªad, trajektorie w metryce Schwarzschilda
opisane s¡ równaniem (3.11), które dla maªych warto±ci u jest równaniem
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drga« nieliniowych wokóª lokalnego minimum potencjaªu. Trajektoria pro-
mienia ±wietlnego odpowiada obszarowi u > 0, co nie zmienia faktu, »e na-
le»y uwzgl¦dni¢ caªy zakres u dla poprawnego opisu rozwi¡zania. Naiwne
rozwini¦cie perturbacyjne nie ma tych zalet; zawiera, oprócz funkcji trygo-
nometrycznych, wielomiany w k¡cie azymutalnym. Pojawiaj¡ si¦ one, gdy»
w argumentach funkcji trygonometrycznych wyst¦puj¡ wielokrotno±ci cz¦-
sto±ci oscylatora niezaburzonego; tymczasem charakterystyczn¡ cech¡ drga«
nieliniowych jest zale»no±¢ cz¦sto±ci drga« od ich amplitudy. W istocie, jak
pokazali±my np. w rozdziale (3.1), poprawki drugiego rz¦du do k¡ta odchy-
lenia promienia ±wietlnego pochodz¡ od zale»no±ci cz¦sto±¢ - amplituda.

Broni¡c tezy, »e zasada Fermata dostarcza wyj¡tkowo u»ytecznego na-
rz¦dzia do analizy propagacji ±wiatªa w polu grawitacyjnym, cz¦sto por¦cz-
niejszego ni» równania zerowych geodezyjnych, napotykamy na nast¦puj¡cy
problem: efektywny hamiltonian, pojawiaj¡cy si¦ w formalizmie kanonicznym
zwi¡zanym z zasad¡ Fermata, jest zwykle bardziej skomplikowany ni» wyj-
±ciowy hamiltonian opisuj¡cy trajektorie geodezyjne (por. np. (4.12)). Powo-
duje to, »e pewne wªasno±ci propagacji ±wiatªa (np. caªkowalno±¢ odpowied-
niej dynamiki), stosunkowo ªatwe do udowodnienia w formalizmie zwi¡zanym
z pierwotnym hamiltonianem, mog¡ by¢ zupeªnie nieoczywiste z punktu wi-
dzenia zasady Fermata. W przypadku metryki Kerra, dla której, jak wykazaª
Carter, równania geodezyjnych (nie tylko zerowych) s¡ caªkowalne w sensie
Arnolda-Liouville'a, caªkowalno±¢ dwuwymiarowego ukªadu dynamicznego,
opisuj¡cego zasad¦ Fermata, nie wydaje si¦ oczywista. Pokazali±my jednak,
wykorzystuj¡c rezultaty pracy o tzw. uogólnionej metamorfozie staªej sprz¦-
»enia, jak zamieni¢ hamiltonian Fermata na prostszy, o postaci dopuszczaj¡-
cej standardow¡ separacj¦ zmiennych, a wi¦c w oczywisty sposób opisuj¡cy
ukªad caªkowalny. W ko«cu, pokazali±my jak mo»na wykorzysta¢ zasad¦ Fer-
mata do wyprowadzenia interesuj¡cej wªasno±ci koªowych trajektorii ±wietl-
nych w czasoprzestrzeni Kerra.

Opisane w rozprawie wyniki mo»na uogólni¢ na ró»ne sposoby. Zasada
Fermata dla zale»nych od czasu pól grawitacyjnych wymaga zast¡pienia stan-
dardowego formalizmu mechaniki analitycznej przez formalizm Herglotza.
Oba maj¡ wiele cech wspólnych, co pozwala przypuszcza¢, »e ogólna zasada
Fermata mo»e znale¹¢ kolejne interesuj¡ce zastosowania.
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Dodatek A

Zasada wariacyjna Herglotza

Równania ruchu klasycznej mechaniki newtonowskiej mo»na sformuªowa¢
u»ywaj¡c formalizmu Lagrange'a. Podstawowym poj¦ciem jest tutaj lagran»-
jan L, b¦d¡cy funkcj¡ wspóªrz¦dnych uogólnionych q⃗ ≡

(
q1, ..., qf

)
, pr¦dko±ci

uogólnionych ˙⃗q ≡
(
q̇1, ...q̇f

)
oraz, ewentualnie, czasu:

L = L
(
q⃗, ˙⃗q, t

)
; (A.1)

dodatkowo zakªadamy zwykle (cho¢ nie jest to konieczne), »e det
[

∂2L
∂q̇i∂q̇j

]
̸= 0.

W dalszym ci¡gu zaªo»ymy, dla uproszczenia notacji, »e mamy do czynienia
z jednym stopniem swobody, f = 1; uogólnienie na przypadek f > 1 jest
natychmiastowe.

Niech ⟨t0, t1⟩ b¦dzie dowolnym przedziaªem czasu. Dla dowolnej krzywej
q = q(t), t ∈ ⟨t0, t1⟩, w przestrzeni kon�guracyjnej, de�niujemy dziaªanie S[q]

S[q] =

t1∫
t0

L (q(t), q̇(t), t) dt+ S0, (A.2)

gdzie S0 jest dowoln¡ (ustalon¡) staª¡. Równania dynamiczne (równania La-
grange'a II rodzaju) otrzymujemy z »¡dania stacjonarno±ci funkcjonaªu S[q]
wzgl¦dem wariacji krzywej q = q(t) o ustalonych ko«cach,

δS[q] = 0, δq(t0) = 0 = δq(t1). (A.3)

Powy»sz¡ zasad¦ wariacyjn¡ mo»na sformuªowa¢ w nast¦puj¡cy równowa»ny
sposób. Dla ustalonej krzywej q = q(t) rozwa»amy równanie ró»niczkowe

Ṡ = L(q(t), q̇, t) (A.4)
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z warunkiem pocz¡tkowym
S(t0) = S0. (A.5)

Fizyczn¡ trajektori¦ otrzymujemy z »¡dania stacjonarno±ci rozwi¡zania za-
gadnienia (A.4), (A.5) wzgl¦dem wariacji krzywej q = q(t) o ustalonych ko«-
cach.

Tak sformuªowan¡ zasad¦ wariacyjn¡ mo»na natychmiast uogólni¢ [23�
35]. W tym celu rozwa»my uogólnion¡ funkcj¦ Lagrange'a zale»n¡ równie»
od zmiennej S,

L = L(q, q̇, t, S). (A.6)

Rozwa»my, dla zadanej krzywej q = q(t), równanie ró»niczkowe zwyczajne

Ṡ(t) = L (q(t), q̇(t), t, S(t)) , S(t0) = S0. (A.7)

Fizyczn¡ trajektori¦ q = q(t) otrzymujemy z »¡dania stacjonarno±ci rozwi¡-
zania S(t) wzgl¦dem wariacji q(t) o ustalonych ko«cach:

δS[q; t1] = 0, δq(t0) = 0 = δq(t1). (A.8)

Nietrudno pokaza¢ [25], »e tak sformuªowana zasada wariacyjna prowadzi do
ukªadu równa« {

dS
dt

− L (q, q̇, t, S) = 0
dL
dq

− d
dt

(
∂L
∂q̇

)
+ ∂L

∂S
∂L
∂q̇

= 0
(A.9)

Rozwi¡zuj¡c ten ukªad, znajdujemy �zyczn¡ trajektori¦ q = q(t) i uogólnione
dziaªanie S = S(t), t ∈ ⟨t0, t1⟩. Zasada wariacyjna Herglotza ma zastoso-
wanie w opisie ukªadów dysypacyjnych, pozwalaj¡c na ich opis przy pomocy
funkcji Lagrange'a, które nie zale»¡ jawnie od czasu [26].

Uogólnienie Herglotza zachowuje wiele zalet oryginalnego formalizmu La-
grange'a. Równania Lagrange'a de�niuj¡ funkcj¦ Lagrange'a z dokªadno±ci¡
do zupeªnej pochodnej dowolnej funkcji wspóªrz¦dnych uogólnionych i czasu.
W przypadku formalizmu Herglotza �zyczna informacja zawarta jest w tra-
jektorii q = q(t). Mo»emy wi¦c rozwa»y¢ transformacje

t′ = q (A.10)

q′ = q (A.11)

S ′ = S ′(q, t, S),
∂S ′

∂S
̸= 0. (A.12)

Odwracaj¡c relacj¦ (A.12) dostajemy

S = N(q, t, S ′). (A.13)
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Z (A.12) dostajemy

Ṡ ′ =
∂S ′

∂t
+
∂S ′

∂q
q̇ +

∂S ′

∂S
Ṡ =

∂S ′

∂t
+
∂S ′

∂q
q̇ +

∂S ′

∂S
L, (A.14)

gdzie w drugiej równo±ci wykorzystali±my pierwsze z równa« (A.9). Równania
(A.14) mo»emy napisa¢ w postaci [27]

Ṡ ′ = L′ (q, q̇, S ′) (A.15)

L′(q, q̇, S ′) ≡
{
∂S ′

∂t
+
∂S ′

∂q
q̇ +

∂S ′

∂S
L

}
S→N(q,t,S′)

. (A.16)

Równanie (A.12) daje S ′[q, t1] = S ′(q(t1), t1, S[q, t1]) co, wobec δq(t1) = 0,
implikuje δS = 0 ⇔ δS ′ = 0. Mo»na sprawdzi¢ bezpo±rednim rachunkiem,
»e równania (A.9) implikuj¡ (A.15) oraz

∂L′

∂q
− d

dt

(
∂L′

∂q̇

)
+
∂L′

∂S ′
∂L′

∂q̇
= 0. (A.17)

W szczególnym przypadku

S ′ = S + F (q, t) (A.18)

otrzymujemy standardow¡ transformacj¦ lagran»janu o zupeªn¡ pochodn¡.
Zalet¡ formalizmu Lagrange'a jest prosta reguªa transformacji lagran»-

janu przy transformacji czasu i wspóªrz¦dnych uogólnionych: nowy lagran»-
jan otrzymujemy po prostu wyra»aj¡c stary lagran»jan przez nowe zmienne i
mno»¡c przez czynnik uwzgl¦dniaj¡cy rede�nicj¦ czasu. Aby uogólni¢ t¦ wªa-
sno±¢ na przypadek formalizmu Herglotza, rozwa»my transformacje postaci

t′ = t′(t, q, S) (A.19)

q′ = q′(t, q, S) (A.20)

S ′ = S ′(t, q, S). (A.21)

Wykorzystuj¡c rozumowanie podobne do prowadz¡cego do wzoru (A.16),
otrzymujemy nast¦puj¡ce wyra»enie dla nowej funkcji Lagrange'a [27]:

L′(t′, q′,
dq′

dt′
, S ′) =

dt

dt′

(
∂S ′

∂t
+
∂S ′

∂q

dq

dt
+
∂S ′

∂S
L

)
. (A.22)

Wa»n¡ konsekwencj¡ formalizmu Lagrange'a jest twierdzenie Noether wi¡-
»¡ce transformacje symetrii z prawami zachowania. Formalizm Herglotza pro-
wadzi do uogólnienia twierdzenia Noether [32], [30], [29] (i drugiego twier-
dzenia Noether dla symetrii cechowania [31]). Podamy tu nieco prostsze i
ogólniejsze sformuªowanie ni» opisane w [32].
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Warunek symetrii oznacza, »e równania ruchu w nowych zmiennych maj¡
tak¡ sam¡ posta¢ jak równania w pierwotnych zmiennych. (A.22) implikuje
wi¦c nast¦puj¡cy warunek, by (A.19)-(A.21) byªy transformacjami symetrii:

L(t′, q′,
dq′

dt′
, S ′) =

dt

dt′

(
∂S ′

∂t
+
∂S ′

∂q

dq

dt
+
∂S ′

∂S
L

)
. (A.23)

Zauwa»my, »e w przeciwie«stwie do standardowego sformuªowania, nie u-
wzgl¦dniamy tu jawnie faktu, »e ko«cowy lagran»jan mo»e ró»ni¢ si¦ od lewej
strony (A.23) o odpowiednik zupeªnej pochodnej. Porównuj¡c (A.16) i (A.23)
widzimy jednak, »e wª¡czenie tego czªonu spowodowaªoby jedynie mody�ka-
cj¦ funkcji S ′(...).

Rozwa»aj¡c transformacje (A.19)-(A.21) w wersji in�nitezymalnej,

t′ = t+ δt(t, q, S) (A.24)

q′ = q + δq(t, q, S) (A.25)

S ′ = S + δS(t, q, S) (A.26)

i rozwijaj¡c (A.23) z dokªadno±ci¡ do wyrazów pierwszego rz¦du, dostajemy
nast¦puj¡c¡ posta¢ noetherowskiej zasady zachowania:

d

dt

(
e
−

t∫
0

∂L
∂S

dt′
(
δtL+ (δq − q̇δt)

∂L

∂q̇
− δS

))
= 0. (A.27)

W przeciwie«stwie do noetherowskiej zasady zachowania w standardowym
formalizmie Lagrange'a, równanie (A.27) nie jest zbyt u»yteczne. Caªka ru-
chu, ze wzgl¦du na czynnik wykªadniczy, nie jest lokaln¡ funkcj¡ wspóªrz¦d-
nych i pr¦dko±ci uogólnionych; przeciwnie, zale»y od ksztaªtu trajektorii w
caªym przedziale ⟨t0, t⟩. Zauwa»my jednak, »e czynnik wykªadniczy jest uni-
wersalny, niezale»ny od postaci transformacji symetrii. Je»eli wi¦c mamy n
transformacji symetrii prowadz¡cych do n funkcjonalnie niezale»nych caªek
ruchu (A.27), to bior¡c ilorazy tych caªek otrzymujemy n−1 lokalnych caªek
ruchu. T¦ wa»n¡ wªasno±¢ wykorzystujemy w rozdziale 2.7.

W analogii ze standardowym przypadkiem mo»emy wprowadzi¢ odpo-
wiednik formalizmu hamiltonowskiego [25]. W tym celu de�niujemy p¦d
(p¦dy) uogólniony

p ≡ ∂L

∂q̇
(t, q, q̇, S). (A.28)

Zaªo»enie o nieosobliwo±ci lagran»janu pozwala wyliczy¢ pr¦dko±¢ uogólnion¡
jako funkcj¦ p¦du uogólnionego i zde�niowa¢ hamiltonian

H(t, q, p, S) = pq̇(t, q, p, S)− L(t, q, q̇(t, q, p, S), S). (A.29)
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Równania (A.9) s¡ równowa»ne nast¦puj¡cym uogólnionym kanonicznym
równaniom Hamiltona: 

q̇ = ∂H
∂p

ṗ = −∂H
∂q

− p∂H
∂S

Ṡ = p∂H
∂p

−H

(A.30)

Mo»emy te» zde�niowa¢ uogólniony nawias Poissona { } (tzw. nawias May-
era) dwóch funkcji f(t, q, p, S) i g(t, q, p, S):

{f, g} ≡ ∂f

∂q

∂g

∂p
− ∂f

∂p

∂g

∂q
+ p

(
∂f

∂S

∂g

∂q
− ∂g

∂S

∂f

∂p

)
. (A.31)

Nawias Mayera ma nast¦puj¡ce wªasno±ci, analogiczne do wªasno±ci nawiasu
Poissona:

� {f, g} = −{g, f} � antysymetria;

� {αf + βg, h} = α{f, h}+ β{g, h} � liniowo±¢;

� {f · g, h} = f{g, h}+ {f, h}g � wªasno±¢ Leibnitza;

� {f, {g, h}}+{g{h, f}}+{h{f, g}}+ ∂f
∂S
{g, h}+ ∂g

∂S
{h, f}+ ∂h

∂S
{f, g} = 0

� to»samo±¢ Jacobiego.

Kanoniczne równania Hamiltona (A.30) mo»na zapisa¢ jako jedno równanie
dla dowolnej funkcji f = f(t, q, p, S) na przestrzeni fazowej:

ḟ = {f,H} −H
∂f

∂S
+
∂f

∂t
. (A.32)

Z to»samo±ci Jacobiego i równania (A.32) wynika, »e nawias Mayera speªnia
równanie

{f, g}· = {ḟ , g}+ {f, ġ}+ ∂H

∂S
{f, g}. (A.33)

Z tego równania otrzymujemy nast¦puj¡cy wniosek:

{f, g}t = ρ{f, g}0 (A.34)

ρ = e

t∫
0

∂H
∂S

dt′

= e
−

t∫
0

∂L
∂S

dt′

. (A.35)

W równaniu (A.34) nawias Mayera po lewej stronie liczony jest wzgl¦dem
zmiennych kanonicznych w chwili t, za± po prawej stronie � w chwili t = 0.
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Formalizm Herglotza dopuszcza naturalne rozszerzenie poj¦cia transfor-
macji kanonicznej. Transformacj¦

q̃ = q̃(q, p, S, t) (A.36)

p̃ = p̃(q, p, S, t) (A.37)

S̃ = S̃(q, p, S, t) (A.38)

nazywamy transformacj¡ kanoniczn¡, je»eli istnieje taka funkcja

H̃ = H̃(q̃, p̃, S̃, t), (A.39)

»e równania kanoniczne (A.30) s¡ równowa»ne takim samym równaniom w

nowych zmiennych z nowym hamiltonianem H̃. Mo»na pokaza¢ [25], »e trans-
formacje (A.36) � (A.38) s¡ transformacjami kanonicznymi, je±li zachodzi
warunek

p̃ dq̃ − σp dq −
(
H̃ − σH

)
dt = dS̃ − σ dS, (A.40)

przy czym σ jest niezerow¡ funkcj¡ zmiennych kanonicznych.
Zakªadaj¡c, »e równanie (A.36) mo»na rozwi¡za¢ wzgl¦dem p,

p = p (q, q̃, S, t) (A.41)

mo»emy zde�niowa¢ funkcj¦

S̃ (q, q̃, S, t) = S̃ (q, p(q, q̃, S, t), S, t) , (A.42)

co pozwala przepisa¢ równanie (A.40) w postaci

p̃ dq̃ − σp dq −
(
H̃ − σH

)
dt =

∂S̃

∂q
dq +

∂S̃

∂q̃
dq̃ +

(
∂S̃

∂S
− σ

)
dS +

∂S̃

∂t
dt.

(A.43)

Porównuj¡c wyrazy przy niezale»nych ró»niczkach dostajemy wzory de�niu-
j¡ce transformacj¦ kanoniczn¡:

p = − 1

σ

∂S̃

∂q
(A.44)

p̃ =
∂S

∂q̃
(A.45)

σ =
∂S̃

∂S
(A.46)

H̃ = σH − ∂S̃

∂t
. (A.47)
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W przypadku gdy hamiltonian H nie zale»y od S, standardowe transformacje
kanoniczne otrzymujemy kªad¡c

S̃ = S + ϕ(q, q̃, t). (A.48)

W wielu przypadkach wygodniej jest u»ywa¢ funkcji generuj¡cej transfor-
macj¦ kanoniczn¡ zale»nej od wyj±ciowej wspóªrz¦dnej i ko«cowego p¦du.
Zakªadaj¡c, »e równanie (A.37) mo»na rozwi¡za¢ wzgl¦dem p,

p = p(q, p̃, S, t), (A.49)

de�niujemy now¡ funkcj¦ tworz¡c¡

ψ(q, p̃, S, t) = p̃ q̃ (q, p(q, p̃, S, t), S, t)− S̃ (q, p(q, p̃, S, t), S, t) . (A.50)

�atwo sprawdzi¢, »e w terminach nowej funkcji tworz¡cej transformacje ka-
noniczne przyjmuj¡ posta¢:

p =
1

σ

∂ψ

∂q
(A.51)

q̃ =
∂ψ

∂p̃
(A.52)

σ = −∂ψ
∂S

(A.53)

H̃ = σH +
∂ψ

∂t
. (A.54)

Funkcj¦ tworz¡c¡ transformacje in�nitezymalne mo»na napisa¢ w postaci

ψ(q, p̃, s, t) = −S + qp̃+ δG(q, p, s, t), (A.55)

gdzie generator δG, b¦d¡c wielko±ci¡ in�nitezymaln¡ pierwszego rz¦du, mo»e
by¢ traktowany jako funkcja wyj±ciowych zmiennych. Kªad¡c q̃ = q + δq,
p̃ = p+ δp, S̃ = S + δS, σ = 1 + δσ dostajemy z (A.51)�(A.54)

δq =
∂δG

∂p
(A.56)

δp = −p∂δG
∂S

− ∂δG

∂q
(A.57)

δS = p
∂δG

∂p
− δG (A.58)

δσ = −∂δG
∂S

. (A.59)
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Korzystaj¡c z formuª (A.56)�(A.59) mo»emy bez trudu uogólni¢ twierdzenie
Noether na przypadek, gdy transformacja symetrii jest transformacj¡ kano-
niczn¡ (niekoniecznie punktow¡). Warunek symetrii oznacza, »e nowy hamil-
tonian jest tak¡ sam¡ funkcj¡ nowych zmiennych, jak stary hamiltonian �
starych:

H̃(q̃, p̃, S̃, t) = H(q̃, p̃, S̃, t). (A.60)

Pisz¡c równanie (A.54) w wersji in�nitezymalnej, wykorzystuj¡c równania
(A.56)�(A.59) oraz równanie ruchu (A.32) dostajemy

dδG

dt
+ δG

∂H

∂S
= 0, (A.61)

co mo»na zapisa¢ w postaci zasady zachowania

d

dt

(
e

t∫
0

∂H
∂S

dt′

δσ

)
= 0. (A.62)

Z równania (A.29) wynika, »e ∂H
∂S

= −∂L
∂S

i otrzymujemy uogólnienie zasady
zachowania (A.27).
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Dodatek B

Zasada Fermata dla dowolnych

pól grawitacyjnych

Przytoczymy tu elegancki dowód zasady Fermata dla dowolnych pól gra-
witacyjnych, sformuªowanej w pracy [18], podany w [19]. Niech λ b¦dzie
lini¡ ±wiata obserwatora O. Promie« ±wietlny wychodzi z punktu P czaso-
przestrzeni i przecina lini¦ ±wiata obserwatora; trajektoria promienia opisuje
równanie xµ = xµ(τ), 0 ≤ τ ≤ 1 (τ nie musi by¢ parametrem a�nicznym).
Rozwa»amy s¡siednie krzywe zerowe, xµ(τ) + δxµ(τ), wychodz¡ce z punktu
P i przecinaj¡ce lini¦ ±wiata λ.

xµ(τ)

xµ(τ) + δxµ(τ)

λ

O

t

P

Rysunek B.1: Geometria k¡ta odchylenia promienia ±wietlnego.

Warunek, »e krzywa xµ(τ) + δxµ(τ) jest krzyw¡ zerow¡, ma posta¢

gµν(x+ δx)
d(xµ + δxµ)

dτ

d(xν + δxν)

dτ
= 0 (B.1)
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lub, z dokªadno±ci¡ do wyrazów liniowych w δxµ

gµν
dxµ

dτ

dδxν

dτ
+

1

2
δxα∂αgµν

dxµ

dτ

dxν

dτ
= 0. (B.2)

Z drugiej strony,

gµν
dxµ

dτ

Dδxν

dτ
= gµν

dxµ

dτ

(
dδxν

dτ
+ Γναβδx

αdx
β

dτ

)
=gµν

dxµ

dτ

(
dδxν

dτ
+

1

2
gνρ (∂αgρβ + ∂βgρα − ∂ρgαβ) δx

αdx
β

dτ

)
=gµν

dxµ

dτ

dδxν

dτ
+

1

2
δxα∂αgµβ

dxµ

dτ

dxβ

dτ
= 0

(B.3)

na mocy (B.2).
Krzywa xµ = xµ(τ) jest zerow¡ geodezyjn¡, wi¦c

D

dτ

(
dxµ

dτ

)
= ρ(τ)

dxµ

dτ
. (B.4)

Mamy dalej

d

dτ

(
dxµ

dτ
δxµ

)
=

D

dτ

(
dxµ

dτ

)
δxµ +

dxµ

dτ

Dδxµ
dτ

. (B.5)

Drugi czªon po prawej stronie znika na mocy (B.3). Wykorzystuj¡c (B.4)
dostajemy równanie ró»niczkowe

d

dτ

(
dxµ

dτ
δxµ

)
= ρ(τ)

(
dxµ

dτ
δxµ

)
, (B.6)

które z warunkiem pocz¡tkowym δxµ(0) = 0 (poniewa» wszystkie trajektorie
zaczynaj¡ si¦ w punkcie P) daje

dxµ

dτ
δxµ = 0. (B.7)

Wszystkie trajektorie przecinaj¡ lini¦ ±wiata λ, wi¦c

δxµ(1) ∼ tµ, (B.8)

gdzie tµ jest wektorem stycznym do λ w punkcie O; zatem δxµ(1) jest wek-
torem typu czasowego. Wektor dxµ

dτ
jest wektorem zerowym, wi¦c (B.7) im-

plikuje
δxµ(1) = 0, (B.9)
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czyli warunek stacjonarno±ci.
Odwrotnie, zaªó»my, »e (B.9) zachodzi; poka»emy, »e xµ = xµ(τ) jest

(zerow¡) geodezyjn¡. Niech
tµ = tµ(λ) (B.10)

b¦dzie zbiorem wektorów otrzymanych z tµ przez przeniesienie równolegªe
wzdªu» krzywej xµ = xµ(τ). Poªó»my

δxµ(τ) = δa(τ)
D

dτ

(
dxµ

dτ

)
+ δb(τ)tµ(τ), (B.11)

przy czym δxµ(0) = 0 i (B.9) implikuj¡

δa(0) = δb(0) = 0 = δa(1) = δb(1). (B.12)

Warunek (B.3) przyjmuje posta¢

0 = gµν
dxν

dτ

Dδxµ

dτ

= gµν
dxν

dτ

(
δȧ

D

dτ

(
dxµ

dτ

)
+ δa

D2

dτ 2

(
dxµ

dτ

)
+ δḃtµ

)
= −δa D

dτ

(
dxµ

dτ

)
D

dτ

(
dxν

dτ

)
gµν + δḃtµgµν

dxν

dτ
,

(B.13)

gdzie wykorzystali±my relacje

Dtµ

dτ
= 0 (B.14)

0 =
d

dτ

(
gµν

dxµ

dτ

dxν

dτ

)
= 2gµν

dxν

dτ

D

dτ

(
dxµ

dτ

)
(B.15)

0 =
d

dτ

(
gµν

dxν

dτ

D

dτ

(
dxµ

dτ

))
= gµν

D

dτ

(
dxν

dτ

)
D

dτ

(
dxµ

dτ

)
+ gµν

dxν

dτ

D2

dτ 2

(
dxµ

dτ

)
.

(B.16)

Równanie (B.13) pozwala wyznaczy¢ δb(1) w funkcji δa(τ):

δb(1) =

1∫
0

δa(τ)gµν
D
dτ

(
dxµ

dτ

)
D
dτ

(
dxν

dτ

)
tµ

dxν

dτ

. (B.17)

Poniewa» δb(1) = 0 dla dowolnych δa(τ) (δa(τ) jest dowolne, z wyj¡tkiem
warunków δa(0) = 0 = δa(1)), (B.17) implikuje

gµν
D

dτ

(
dxµ

dτ

)
D

dτ

(
dxν

dτ

)
= 0, (B.18)
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czyli D
dτ

(
dxµ

dτ

)
jest wektorem zerowym.

Z drugiej strony, D
dτ

(
dxµ

dτ

)
jest ortogonalny do dxµ

dτ
(równanie (B.15)). Za-

tem
D

dτ

(
dxµ

dτ

)
= ρ(τ)

dxµ

dτ
, (B.19)

czyli xµ = xµ(τ) jest geodezyjn¡.
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Dodatek C

Formalizm hamiltonowski dla

geodezyjnych zerowych

Lagran»jan opisuj¡cy, zgodnie z zasad¡ Fermata, geodezyjne zerowe mo»na
zapisa¢ w postaci:

L = −gkẋk +
√
ρklẋkẋl, (C.1)

gdzie

gk ≡
g0k
g00

(C.2)

ρkl ≡
γkl
g00

. (C.3)

P¦d uogólniony ma posta¢

pi ≡
∂L
∂ẋi

= −gi +
ρikẋ

k

√
ρmnẋmẋn

. (C.4)

De�niujemy

Πi ≡ pi + gi =
ρikẋ

k

√
ρmnẋmẋn

(C.5)

lub

gikΠk =
ẋi√

ρmnẋmẋn
, (C.6)

sk¡d wynika nast¦puj¡cy pierwotny wi¡z pierwszego rodzaju:

ρijΠiΠj − 1 = 0. (C.7)

St¡d hamiltonian przybiera nast¦puj¡c¡ posta¢

H = µ
(
ρijΠiΠj − 1

)
, (C.8)
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gdzie µ jest mno»nikiem Lagrange'a. Uogólnione równania kanoniczne Ha-
miltona

ẋi =
∂H
∂pi

(C.9)

ṗi = −∂H
∂xi

− pi
∂H
∂x0

(C.10)

ẋ0 = pi
∂H
∂pi

−H (C.11)

przyjmuj¡ posta¢:

ẋi =2µρikΠk (C.12)

ṗi =− µ∂iρ
klΠkΠl − 2µρkl∂igkΠl

− µ (Πi − gi) ∂0ρ
klΠkΠl − 2µ (Πi − gi) ρ

kl∂0gkΠl

(C.13)

ẋ0 =µ
(
ρik (pi − gi)Πk + 1

)
. (C.14)

Z (C.12) otrzymujemy

Πi =
1

2µ
ρikẋ

k (C.15)

i równanie (C.7) implikuje

µ =
1

2

√
ρklẋkẋl (C.16)

(wybór drugiego rozwi¡zania prowadzi do tych samych wniosków).
Ró»niczkuj¡c (C.12) po σ i wykorzystuj¡c (C.5), (C.12) i (C.13) dosta-

jemy

ẍi = 2µ̇ρikΠk + 2µ∂lρ
ikẋlΠk

+ 2µ2∂0ρ
ikΠk (ρ

mnΠmΠn − 2ρmngmΠn + 1)

+ 2µ2ρik∂lgkẋ
l + 2µ2ρik∂0gk (ρ

mnΠmΠn − 2ρmngmΠn + 1)

+ 2µ2ρik [−∂kρmnΠmΠn − 2ρmn∂kgmΠn

− (Πk − gk) ∂0g
mnΠmΠn − 2 (Πk − gk) ρ

mn ∂0gmΠn] .

(C.17)

Z drugiej strony, równania

ẋ0 = L (C.18)

∂L
∂xi

− d

dσ

(
∂L
∂ẋi

)
+
∂L
∂x0

∂L
∂ẋi

= 0 (C.19)
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daj¡

ẍi +
1

2
ρij (∂lρjk + ∂kρjl − ∂jρkl) ẋ

kẋl

+
√
ρmnẋmẋn

d

dσ

(
1√

ρmnẋmẋn

)
ẋi

+
√
ρmnẋmẋnρ

ij (∂jgk − ∂kgj) ẋ
k

+
√
ρmnẋmẋnρ

ij (gk∂0gj − gj∂0gk) ẋ
k

− ρmnẋ
mẋnρij∂0gj +

√
ρmnẋmẋnρ

ij∂0ρjkẋ
k

− 1

2
ρij (∂0ρjkgl + ∂0ρjlgk) ẋ

kẋl +
ρij

2
(∂0gkρjl + ∂0glρjk)

+
1

2
ρijgj∂0ρklẋ

kẋl − 1

2

∂0ρklẋ
kẋl√

ρmnẋmẋn
ẋi = 0.

(C.20)

Korzystaj¡c z (C.12) i (C.16) sprawdzamy, »e równania (C.17) i (C.20) s¡
równowa»ne.

Przyjrzyjmy si¦ bli»ej symetrii cechowania dla funkcji Lagrange'a danej
wzorem (C.1) lub ogólniej, dla dowolnego lagran»janu b¦d¡cego jednorodn¡
funkcj¡ pierwszego stopnia w pr¦dko±ciach,

L
(
x⃗, x0, λ

dx⃗

dσ

)
= λL

(
x⃗, x0,

dx⃗

dσ

)
. (C.21)

Z (C.21) wynika, »e dla dowolnej reparametryzacji σ → σ′(σ) zachodzi:

L
(
x⃗, x0,

dx⃗

dσ′

)
≡ L

(
x⃗, x0,

dσ

dσ′ ,
dx⃗

dσ

)
=

dσ

dσ′L
(
x⃗, x0,

dx⃗

dσ

)
. (C.22)

Korzystaj¡c z powy»szej relacji ªatwo pokaza¢, »e równania Herglotza

dx0

dσ
= L (C.23)

∂L
∂xi

− d

dσ

(
∂L
∂ẋi

)
+
∂L
∂x0

∂L
∂ẋi

= 0 (C.24)

s¡ niezmiennicze ze wzgl¦du na reparametryzacj¦ σ → σ′ = σ′(σ), dσ′

dσ
̸= 0.

Na t¦ niezmienniczo±¢ mo»na spojrze¢ jeszcze inaczej. Równanie (C.21)
implikuje to»samo±¢:

L − ˙⃗x
∂L
∂ ˙⃗x

≡ 0. (C.25)

Ró»niczkuj¡c j¡ po σ dostajemy

∂L
∂x0

ẋ0 + ˙⃗x

(
∂L
∂x⃗

− d

dσ

(
∂L
∂ ˙⃗x

))
= 0. (C.26)
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Z (C.23) i (C.25) wynika, »e

ẋ0 = ˙⃗x
∂L
∂ ˙⃗x

, (C.27)

wi¦c (C.26) mo»emy przedstawi¢ w postaci

˙⃗x

(
∂L
∂x⃗

+
∂L
∂x0

∂L
∂ ˙⃗x

− d

dσ

(
∂L
∂ ˙⃗x

))
= 0. (C.28)

Jest to to»samo±¢ Noether wynikaj¡ca z niezmienniczo±ci na reparametry-
zacj¦ trajektorii. Widzimy, »e trzy równania (C.24) s¡ zwi¡zane dodatkow¡
relacj¡, wi¦c tylko dwa mog¡ by¢ niezale»ne. Wybieraj¡c dowoln¡ (odpowied-
nio ró»niczkowaln¡) funkcj¦ x3 = x3(σ) i podstawiaj¡c j¡ do dwóch pierw-
szych równa« mo»emy wyznaczy¢ xa = xa(σ), a = 1, 2. Trzecie równanie
b¦dzie wtedy speªnione to»samo±ciowo. Wygodnym warunkiem cechowania,
którego u»ywamy w rozprawie, jest x3 = σ. �atwo sprawdzi¢, »e odpowiednie
podstawienie mo»emy wykona¢ bezpo±rednio w funkcji Lagrange'a.
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Dodatek D

Metoda Lindstedta�Poincarégo

Rozwa»my maªe drgania ukªadu dynamicznego opisywanego funkcj¡ Lan-
grange'a:

L =
1

2
u̇2 − V (u), (D.1)

gdzie kropka oznacza ró»niczkowanie po parametrze ewolucji ϕ. Zakªadamy,
»e V (u) jest wielomianem stopnia N + 1 (mo»emy te» rozwa»a¢ przypadek,
gdy V (u) jest funkcj¡ analityczn¡ w otoczeniu punktu u = 0) i u = 0 jest
lokalnym punktem stabilnej równowagi (lokalnym minimum). Odpowiednie
równanie Lagrange'a ma posta¢

ü+
N∑
n=1

αnu
n = 0 , α1 ≡ ω2

0. (D.2)

Zakªadaj¡c, »e u ≪ 1 mo»emy rozwi¡za¢ równanie (D.2) perturbacyjnie w
amplitudzie drga« anharmonicznych.

W najni»szym rz¦dzie zachowujemy w (D.2) tylko czªony liniowe, otrzy-
muj¡c równanie oscylatora harmonicznego,

ü+ ω2
0u = 0 (D.3)

z rozwi¡zaniem (szczególnym, ale wystarczaj¡cym dla naszych celów)

u1 = a cos(ω0ϕ). (D.4)

W nast¦pnym rz¦dzie rachunku zaburze« kªadziemy

u = u1 + u2 = a cos(ω0ϕ) + u2, (D.5)

gdzie u2 jest czªonem proporcjonalnym do a2. W tym rz¦dzie równanie (D.2)
redukuje si¦ do

ü+ ω2
0u+ α2u

2 = 0. (D.6)
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Podstawiaj¡c tu rozwini¦cie (D.4) dostajemy

ü2 + ω2
0u2 = −α2a

2 cos2(ω0ϕ) =
−α2a

2

2
(1 + cos(2ω0ϕ)) . (D.7)

Rozwi¡zanie tego równania, z pomini¦ciem rozwi¡zania równania jednorod-
nego (które zmody�kowaªoby tylko warto±¢ amplitudy a) ma posta¢

u2 =
−α2

2ω2
0

a2 +
α2

6ω2
0

a2 cos(2ω0ϕ). (D.8)

W kolejnym rz¦dzie kªadziemy

u = u1 + u2 + u3, (D.9)

gdzie u3 jest proporcjonalne do a
3. Podstawiaj¡c (D.9) do równania

ü+ ω2
0u+ α2u

2 + α3u
3 = 0, (D.10)

dostajemy
ü3 + ω2

0u3 = −α3u
3
1 − 2α2α1u2, (D.11)

czyli

ü3 + ω2
0u3 = −α3a

3 cos3(ω0ϕ) +
α2
2a

3

ω2
0

(
1− 1

2
cos(2ω0ϕ)

)
cos(ω0ϕ). (D.12)

Praw¡ stron¦ (D.12) mo»emy napisa¢ w postaci

a3
((

5α2
2

6ω2
0

− 3

4
α3

)
cos(ω0ϕ)−

(
α3

4
+

α2
2

6ω2
0

)
cos(3ω0ϕ)

)
. (D.13)

Pierwszy wyraz w (D.13) oscyluje z cz¦sto±ci¡ równ¡ cz¦sto±ci wªasnej ω0,
wi¦c prowadzi do czªonu rezonansowego w równaniu (D.12). Rozwi¡zanie ma
posta¢

u3 =
a3

2ω0

(
5α2

2

12ω2
0

− 3

8
α3

)
ϕ sin(ω0ϕ) + a3

(
α3

32
+

α2
2

48ω2
0

)
cos(3ω0ϕ). (D.14)

W kolejnych rz¦dach rachunku zaburze« taka sytuacja b¦dzie si¦ powtarza¢,
prowadz¡c do czªonów typu wielomian zmiennej ϕ razy funkcja trygonome-
tryczna tej samej zmiennej. Rozwini¦cie perturbacyjnie nie mo»e wi¦c by¢
jednostajnie zbie»ne, gdy |ϕ| ro±nie.

Aby pozby¢ si¦ czªonów rezonansowych, mody�kujemy rachunek zabu-
rze« przez rozwini¦cie w szereg w amplitudzie równie» cz¦sto±ci drga«. Czªony
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rezonansowe pojawiªyby si¦, gdyby±my rozwin¦li w szereg funkcje trygono-
metryczne argumentu ωϕ. Innymi sªowy, rozwini¦cie Lindstedta-Poincarégo
jest cz¦±ciowo zsumowanym rozwini¦ciem pot¦gowym w amplitudzie. Wpro-
wadzaj¡c zmienn¡ niezale»n¡

τ ≡ ωϕ (D.15)

i rozwini¦cia
ω = ω0 + ω1 + ω2 + ...

u = u1 + u2 + u3 + ...
(D.16)

dostajemy z równania (D.2)

(ω0 + ω1 + ω2 + ...)2
d2

dτ 2
(u1 + u2 + u3 + ...)

+
N∑
n=1

αn (u1 + u2 + u3 + ...)n = 0.

(D.17)

Wydzielaj¡c wyrazy ustalonego rz¦du otrzymujemy kolejno

d2u1
dτ 2

+ u1 = 0 (D.18)

ω2
0

(
d2u2
dτ 2

+ u2

)
=− 2ω0ω1

d2u1
dτ 2

− α2u
2
1 (D.19)

ω2
0

(
d2u3
dτ 2

+ u3

)
=− 2ω0ω1

d2u2
dτ 2

− 2α2u1u2

−
(
ω2
1 + 2ω0ω2

) d2u1
dτ 2

− α3u
3
1 (D.20)

ω2
0

(
d2u4
dτ 2

+ u4

)
=− 2ω0ω1

d2u3
dτ 2

−
(
ω2
1 + 2ω0ω2

) d2u2
dτ 2

− 2 (ω1ω2 + ω0ω3)
d2u1
dτ 2

− α2

(
u22 + 2u1u3

)
− 3α3u

2
1u2 − α4u1 (D.21)

etc.
Równanie (D.18) daje

u1 = a cos τ ; (D.22)

Podstawiaj¡c (D.22) do (D.19) dostajemy

ω2
0

(
du2
dτ

+ u2

)
= 2ω0ω1a cos τ −

1

2
α2a

2 (1 + cos(2τ)) . (D.23)
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Pierwszy czªon po prawej jest rezonansowy; aby go wyeliminowa¢ kªadziemy

ω1 = 0 (D.24)

i rozwi¡zujemy (D.24) otrzymuj¡c:

u2 =
−α2a

2

2ω2
0

(
1− 1

3
cos(2τ)

)
. (D.25)

Podstawiaj¡c (D.22) i (D.25) do (D.20), otrzymujemy znów czªon rezonan-
sowy. Jego znikanie daje warunek dla ω2:

ω2 =

(
9α3ω

2
0 − 10α2

2

24ω3
0

)
a2 (D.26)

Rozwi¡zuj¡c teraz równanie (D.20) dostajemy

u3 = a3
(

α2
2

48ω2
0

+
α3

32ω2
0

)
cos(3τ). (D.27)

Wstawiaj¡c (D.22), (D.25) i (D.27) do równania (D.21), znajdujemy warunek
braku czªonu rezonansowego

ω3 = 0 (D.28)

oraz jawn¡ posta¢ u4:

u4 =

[(
−19

72

α3
2

ω6
0

=
5

8

α2α3

ω4
0

− 3

8

α4

ω2
0

)
+

(
59

432

α3
2

ω6
0

− 31

96

α2α3

ω4
0

+
α4

6ω2
0

)
cos(2ωϕ) (D.29)

+

(
1

432

α3
2

ω6
0

+
1

96

α2α3

ω4
0

+
α4

120ω2
0

)
cos(4ωϕ)

]
a4.

Proces ten mo»emy kontynuowa¢ otrzymuj¡c kolejne przybli»enia dla u i
cz¦sto±ci ω; rozwini¦cie dla ω jest jednoznacznie wyznaczone przez warunek
znikania czªonów rezonansowych.
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Dodatek E

Caªkowalno±¢ równa«

geodezyjnych dla metryki

Schwarzschilda�de Sittera

Funkcja Lagrange'a opisuj¡ca ruch wzdªu» geodezyjnych w czasoprzestrzeni
Schwarzschilda�de Sittera ma posta¢ (σ - parametr a�niczny):

L =
1

2

[(
1− 2M

R
− Λ

3
R2

)(
dt

dσ

)2

−
(
dr
dσ

)2(
1− 2M

R
− Λ

3
R2
)

−R2

((
dθ

dσ

)2

+ sin2 θ

(
dϕ

dσ

)2
)]

.

(E.1)

Odpowiedni hamiltonian mo»na zapisa¢ w formie:

H =
1

2

(
p2t

1− 2M
R

− Λ
3
R2

−
(
1− 2M

R
− Λ

3
R2

)
p2r −

p2θ
R2

−
p2ϕ

R2 sin2 θ

)
.

(E.2)
H nie zale»y jawnie od parametru ewolucji σ; zmienna t jest cykliczna. Mamy
zatem dwie caªki ruchu:H i pt. Dodatkowo, rozwa»ana metryka jest niezmien-
nicza na obroty. Zatem mamy trzy dodatkowe caªki ruchu opisane skªado-
wymi momentu p¦du. Interesuj¡ nas caªki pozostaj¡ce w inwolucji; mo»emy
skonstruowa¢ ze skªadowych momentu p¦du dwie takie caªki: trzeci¡ skªa-
dow¡ i kwadrat momentu p¦du. Alternatywnie, zauwa»my, »e hamiltonian
(E.2) ma posta¢ dopuszczaj¡c¡ natychmiastow¡ separacj¦ zmiennych w rów-

naniu Hamiltona�Jacobiego; odpowiednimi caªkami ruchu s¡ pϕ i p2θ +
p2ϕ

sin2 θ
;

ostatnie wyra»enie daje wªa±nie kwadrat momentu p¦du. Mamy wi¦c cztery
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caªki:

H, pt, pϕ, p2θ +
p2ϕ

sin2 θ
, (E.3)

które komutuj¡ poissonowsko. Ukªad dynamiczny, opisany hamiltonianem
(E.2) jest wiec caªkowalny w sensie Arnolda�Liouville'a.
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Dodatek F

Hamiltoniany opisuj¡ce te same

trajektorie w przestrzeni fazowej

Przedstawimy tu krótko wyniki otrzymane w pracy [41]. Zaªó»my, »e mamy
ukªad hamiltonowski na 2N-wymiarowej przestrzeni fazowej

H = H(q⃗, p⃗; λ⃗), (F.1)

gdzie q⃗ ≡ (q1, ..., qN), p⃗ ≡ (p1, ..., pN), za± λ⃗ ≡ (λ1, ..., λM) jest zbiorem
parametrów ukªadu (masy, staªe sprz¦»enia, cz¦sto±ci etc.).

Niech H̃ b¦dzie now¡ zmienn¡. Zast¡pmy parametry λα przez funkcje

λα = λα(H̃). (F.2)

Zaªó»my, »e funkcje λα(.) wybrane s¡ tak, by równanie

H̃(q⃗, p⃗) = H(q⃗, p⃗; λ⃗(H̃(q⃗, p⃗))) (F.3)

miaªo jednoznaczne rozwi¡zanie H̃(q⃗, p⃗) (przynajmniej lokalnie). Zauwa»my,
»e równanie (F.3) implikuje

E ≡ H(q⃗, p⃗;λ(Ẽ)) = Ẽ. (F.4)

Mo»na pokaza¢, »e równania kanoniczne

dqi
dt

=
∂H(q⃗, p⃗;λ(Ẽ))

∂pi
(F.5)

dpi
dt

= −∂H(q⃗, p⃗;λ(Ẽ))

∂qi
(F.6)
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oraz

dqi

dt̃
=
∂H̃(q⃗, p⃗)

∂pi
(F.7)

dpi

dt̃
= −∂H̃(q⃗, p⃗)

∂qi
(F.8)

opisuj¡ ten sam zbiór niesparametryzowanych trajektorii odpowiadaj¡cych
wspólnej energii Ẽ = E. Co wi¦cej, mo»emy ªatwo powi¡za¢ parametry ewo-
lucji t i t̃. Zde�niujmy funkcj¦

Ω(q⃗, p⃗) ≡ 1− ∂H

∂λα

∂λα

∂H̃
. (F.9)

Dla zadanej trajektorii q⃗ = q⃗(q̃), p⃗ = p⃗(q̃), Ω(t̃) ≡ Ω(q⃗(t̃), p⃗(t̃)) staje si¦
funkcj¡ czasu t̃. Zwi¡zek mi¦dzy t i t̃ przybiera posta¢

dt̃

dt
= Ω(t̃). (F.10)

Warto podkre±li¢, »e istnieje te» jednoznaczny zwi¡zek mi¦dzy caªkami ruchu
obu ukªadów hamiltonowskich [41].

Szczególny przypadek powy»szej procedury otrzymujemy dokonuj¡c za-
miany

H(q⃗, p⃗;λ) → H(q⃗, p⃗;λ) + µ, (F.11)

gdzie µ jest trywialn¡ staª¡ nie wpªywaj¡c¡ na posta¢ równa« ruchu. Podsta-
wiaj¡c λα = λα(H̃), µ = H̃ wnioskujemy, »e wszystkie powy»sze stwierdzenia
pozostaj¡ w mocy, z wyj¡tkiem relacji

H(q⃗, p⃗;λ(Ẽ)) = 0, (F.12)

tak »e porównujemy trajektorie odpowiadaj¡ce energiom Ẽ i 0.
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