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I Wstep

1.1 Wprowadzenie

1.1.1 Rozklad kwaziprawdopodobienstwa Wignera

Centralnym obiektem niniejszej pracy jest rozklad kwaziprawdopodobienstwa Wignera. Jest to
funkcja okreslona na przestrzeni fazowej ukladu bedaca w fizyce kwantowej odpowiednikiem
funkcji Liouville’a gestosci prawdopodobienistwa znanej z klasycznej mechaniki statystycznej. W
tizyce klasycznej czastka ma roéwnoczesnie dobrze okreslone polozenie 1 ped, totez jej stan jest
reprezentowany przez punkt w przestrzeni fazowej. Dla zespolu statystycznego takich czastek,
prawdopodobienstwo znalezienia czastki w danym obszarze przestrzeni fazowej opisane jest
tacznym rozkladem prawdopodobienistwa. W mechanice kwantowej zasada nieoznaczonosci
Heisenberga wyklucza jednoczesne doktadne okreslenie potozenia 1 pedu czastki. Nie jest zatem
mozliwe sformulowanie rozkladu prawdopodobienistwa na przestrzeni fazowej. Funkcja Wignera
jest najblizszym analogiem takiego rozkladu. Nie spelnia jednak pierwszego aksjomatu
Kolmogorowa, gdyz moze przyjmowaé warto$ci ujemne. Mimo tego rozklady brzegowe
otrzymane przez catkowanie po jednej ze zmiennych sa nieujemne i wyrazaja odpowiednie gestosci
prawdopodobienstwa. Funkcja Wignera pozwala tez oblicza¢ wartosci oczekiwane operatoréw.
Obszary przestrzeni fazowej o ujemnej wartodci funkcji Wignera maja rozmiary rzedu stalej
Plancka, wigc, za sprawa zasady nieoznaczonos$ci, nie s3 obserwowane jako ,ujemne
prawdopodobienstwa” zarejestrowana ukladu w danym stanie. Znikaja tez w granicy klasyczne;j.
Wtasciwosci standardowej funkceji Wignera oméwiono w dalszej czescl pracy.

Rozklad kwaziprawdopodobienstwa zwany dzi§ funkcja Wignera zostal przedstawiony
przez Wignera w 1932 r. [1]. Istotny wklad do zagadnienia wnibsl juz jednak wczesniej Weyl [2].
Oryginalna koncepcje Wignera istotnie rozwinal Moyal [3] w latach czterdziestych XX w.

1.1.2 Mechanika kwantowa sformulowana w przestrzeni fazowe;

Funkcja Wignera jest jednym z narzedzi mechaniki kwantowej sformulowanej na przestrzeni
fazowej. Formalizm ten rézni si¢ istotnie od standardowego formalizmu Schrédingera, w ktorym
stan ukladu opisywany jest funkcja falowa w reprezentacji albo polozeniowej, albo pedowej (albo
jeszcze innej), nigdy jednak jej argumentami nie sq punkty przestrzeni fazowej. Tymczasem w
mechanice klasycznej to wlasnie przestrzen fazowa jest przestrzenia standéw uktadu.

W pracach przegladowych i1 wyktadach mechaniki kwantowej na przestrzeni fazowej na
wstepie podnoszone sa motywacje dwojakiego rodzaju. Po pierwsze sformulowanie mechaniki
kwantowej w przestrzeni fazowej postrzegane jest przez niektérych autoréw jako sposéb na
,uwolnienie” jej od ,,bagazu” przestrzeni Hilberta. Po drugie, pozwala ono na przedstawienie
mechaniki kwantowej w sposéb mozliwie najbardziej przypominajacy strukture matematyczna

mechaniki klasycznej.
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Pierwszy z tych argumentéw mozna uzna¢ za majacy zastosowanie tylko tam, gdzie
wykonujemy obliczenia by¢ moze dla nowych ukladéw, ale nalezacych do dobrze rozpoznanych
teoretycznie klas.

Drugi argument jest jednak powazny. Sformulowanie zagadnienn mechaniki kwantowej w

sposob zblizony do struktury matematycznej mechaniki klasycznej pozwala m.in.:

e dostrzec ktore z wlasciwosci mechaniki kwantowej rézniacych ja od klasycznej sq istotnymi
fizycznie wlasciwodciami tej teorii, a ktére sa artefaktami odmiennego formalizmu
matematycznego;

e dogodnie bada¢ zachowanie ukladéw kwantowych przy przechodzeniu do granicy
klasycznej;

e nie rezygnowaé z pewnych intuicji uksztaltowanych w wyniku obcowania z fizykq

klasyczna.

W miar¢ kompletna teoria mechaniki kwantowej sformulowanej na przestrzeni fazowej
(przynajmniej w przypadkach przestrzeni euklidesowych) znana jest od czasu prac Gronewolda
(1940) [4] i Moyala (1949) [3]. Oczywiscie w pozniejszych latach byla ona rozwijana 1 udoskonalana.
Interesujacq note historyczna na ten temat przedstawiono w artykule [5].

Przez lata funkcja Wignera i inne konstrukcje mechaniki kwantowej na przestrzeni fazowej
znajdowaly zastosowanie w tak réznych dziedzinach fizyki jak optyka kwantowa, fizyka atomowa

1 czgsteczkowa, fizyka fazy skondensowanej, kwantowa grawitacja, kwantowa teoria informaciji i

klasyczna analiza sygnaléw. Teorii tej brakuje jednak satysfakcjonujacego uogodlnienia na

rozmaitosci inne niz R™.
1.1.3 Mechanika kwantowa na rozmaito$ciach nietrywialnych topologicznie

Standardowa definicja funkcji Wignera, jak i definicje szeregu innych obiektéw 1 narzedzi
mechaniki kwantowej zbudowano przy zalozeniu, ze przestrzen konfiguracyjna ukladu jest
topologicznie réwnowazna przestrzeni euklidesowej. W takiej sytuacji takze przestrzen fazowa jest
réwnowazna przestrzeni euklidesowej (dwukrotnie wickszego wymiaru). Przestrzen taka bedziemy
okresla¢ topologicznie trywialng. Uogolnienie tych zagadnien na rozmaitosci o innej topologii jest
dalekie od oczywistego. Dowodem niech bedzie fakt, ze mimo uplywu czasu i mimo wagi tego
zagadnienia, wciaz nie istnieje satysfakcjonujaca teoria rozkladéw kwaziprawdopodobienstwa w
przypadku, gdy przestrzen fazowa ukladu jest nietrywialna.

Tymczasem tak naturalne i istotne zagadnienie jak badanie rotacyjnych stopni swobody
ukladéw kwantowych, np. w fizyce atomowej i czasteczkowej, wymaga zaangazowania rozmaitosci
nietrywialnych topologicznie, gdyz katy orientacji na plaszczyznie 1 w przestrzeni naleza

odpowiednio do okregu i sfery — rozmaitosci nietrywialnych i to rézne sposoby.

1.2 Cele pracy 1 wyniki dodatkowe

Celem pracy bylo zbadanie mozliwosci konstruowania funkcji Wignera dla rozmaitosci

nietrywialnych topologicznie oraz zbadanie wlasciwosci otrzymanych funkciji.
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Przedmiotem zainteresowania byly w szczegélnosci dwie przestrzenie konfiguracyjne:
okrag i sfera. Sa to rozmaito$ci o oczywistym znaczeniu fizycznym, przede wszystkim jako
rozmaitos$ci indeksujace katy orientacji odpowiednio na plaszczyznie 1 w przestrzeni. Sa to tez
rozmaitosci o istotnie rézniacej si¢ topologii. Gléwna réznica nie dotyczy jednak ich samych, lecz
ich wigzek stycznych, pelniacych role przestrzeni fazowych. Wiazka styczna do okregu jest wiazka
trywialna, podczas gdy wiazka styczna do sfery — nie, co ma powazne nastepstwa.

Badanie funkcji Wignera wiaze si¢ z wykorzystaniem narzedzi mechaniki kwantowe;j
sformulowanej na przestrzeni fazowej, jak stany koherentne, transformacja Segala-Bargmanna i

funkcja Husimiego, dlatego wymienione obiekty rowniez byly przedmiotem zainteresowania w tej

pracy.

Na realizacj¢ celu pracy skladaja si¢ nast¢pujace zagadnienia szczegdlowe:

Analiza 1 poréwnanie znanych konstrukcji stanéw koherentnych na okregu

Analiza i poréwnanie znanych konstrukcji funkcji Wignera w przypadku okregu
Zbadanie wlasciwosci funkcji Wignera w stanach koherentnych na okregu.

Zbadanie pewnych aspektéw ewolucji stanéw koherentnych na okregu

Analiza 1 poréwnanie wybranych konstrukcji stanéw koherentnych na sferze
Przedstawienie konstrukcji funkcji Wignera w przypadku sfery.

Zbadanie podstawowych wlasciwosci funkcji Wignera w stanach koherentnych na sferze.

Zaproponowanie ogolnej metody znajdowania funkcji

O Nk D=

Wignera na nietrywialnych
rozmaito$ciach poprzez transformacje Segala-Bargmanna, funkcje Husimiego i odwrotna
(uogodlniona) transformacje Gaussa-Weierstrassa. Przetestowanie jej w przypadkach
trywialnych 1 na okregu.

Wyniki dotyczace zagadnien 3 i 6 zostaly opublikowane w artykutach [6] i [7]. Istotne wyniki
nieopublikowane obejmuja propozycje 8 oraz zastosowanie metod statystyki kierunkowej do opisu

stanow kwantowych na okregu 1 sferze. W szczegolnosci:

a. Zbadano nieoznaczonosci polozenia i pedu w stanach koherentnych na okregu
przy zastosowaniu definicji wariancji obowigzujacej w statystyce kierunkowe;j.

b. Zbadano lokalizacje $redniej wewnetrznej polozenia katowego w stanach
koherentnych na okregu ewoluujacych swobodnie i poréwnano ja z lokalizacja
$redniej zewnetrznej. Poréwnano przebieg przeskokow tych $rednich.

1.3 Zakres 1 organizacja opracowania

W pracy oméwiono funkcje Wignera zdefiniowana na nietrywialnych topologicznie przestrzeniach
fazowych. Nietrywialna topologia przestrzeni fazowej moze wynika¢ z dwoch istotnie réznych
przyczyn. Po pierwsze juz sama przestrzen konfiguracyjna moze by¢ topologicznie nietrywialna.
Ponadto przestrzen fazowa moze by¢, jako wiazka widknista nad przestrzenia konfiguracyjna,
wiazka trywialng lub nietrywialna. Zbadano przypadki przestrzeni fazowych, z ktérych jedna jest
wiazka trywialna nad przestrzenia konfiguracyjna nietrywialna topologicznie — okregiem; a druga
jest wigzka nietrywialna nad réwniez nietrywialna topologicznie przestrzenig konfiguracyjng — sfera

— gdyz takie wladciwosci ma wigzka styczna do sfery.
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W przypadkach tych oméwiono nie tylko funkcje Wignera, ale takze stany koherentne.
Pelnia one wyrézniong role w mechanice kwantowej jako te stany, ktérych zachowanie najbardziej
przypomina zachowanie czastki klasycznej. W mechanice kwantowej sformulowanej na przestrzeni
fazowej ta ich cecha ma szczegdlne znaczenie, gdyz pozwala poréwnywaé zachowanie ukladéw
kwantowych zblizonych do klasycznych z uktadami klasycznymi we wspélnym formalizmie. Co
wiecej, stany koherentne pelnia wazna role w reprezentacji Bargmanna jako stany bazowe
przestrzeni Hilberta parametryzowane punktami przestrzeni fazowej. Wreszcie, z tego samego
powodu, odgrywajq kluczowa role¢ w zaproponowanej przez autora uogélnionej metodzie
znajdowania funkcji Wignera na rozmaito$ciach nietrywialnych topologicznie.

Omowiono szerszy kontekst mechaniki kwantowej sformulowanej na przestrzeni fazowej
w przypadkach nietrywialnych topologicznie oraz przedstawiono oryginalne wyniki otrzymane
przez autora. Podstawowe wyniki dotyczace funkcji Wignera dla okregu [6] i sfery [7], otrzymane
we wspolnej pracy z prof. Krzysztofem Kowalskim zostaly juz opublikowane. Inne sa tu
przedstawiane po raz pierwszy i moga stanowi¢ poczatek dalszych badan.

W rozdziale II przedstawiono zasadnicze koncepcje mechaniki kwantowej sformutowanej
na przestrzeni fazowej w przypadku topologicznie trywialnym, tj. gdy przestrzen konfiguracyjna
ma topologie R™.

W rozdziale III ogdlnie omoéwiono drogi prowadzace do rozszerzenia konstrukeji
wymienionych w rozdziale II na przypadki, gdy przestrzen konfiguracyjna rézni si¢ topologicznie
od R™.

Rozdziat IV traktuje o mechanice kwantowej sformulowanej w przestrzeni fazowej, w
szczegolnosci o stanach koherentnych i1 funkcji Wignera, w przypadku, gdy przestrzenia
konfiguracyjna jest okrag. Jest on rozmaitodciq nietrywialna topologicznie. Wiazka styczna do
okregu jest, jako wigzka wloknista, wigzka trywialng w tym sensie, ze jest illoczynem rozmaitosci
podstawowej i (modelowego) widkna. Pozostaje jednak nietrywialna topologicznie, ze wzgledu na
nietrywialno$¢ rozmaitosci podstawowej — okregu.

Rozdzial V traktuje o mechanice kwantowej sformulowanej w przestrzeni fazowej, w
szczegolnosci o stanach koherentnych i1 funkcji Wignera, w przypadku, gdy przestrzenia
konfiguracyjna jest sfera S2. Jest ona rozmaitoscia nietrywialna topologicznie, choé istotnie rézna
od okregu. Wiazka styczna do sfery jest juz, jako wigzka wldknista, wiazka nietrywialng w tym
sensie, ze nie jest iloczynem rozmaitosci podstawowej i (modelowego) widkna. Fakt ten ma
powazne nastgpstwa. Oczywiscie rozmaito$¢ ta jest nietrywialna topologicznie, zaréwno ze
wzgledu na nietrywialno$¢ rozmaito$ci podstawowej — sfery, jak i na skrecenie wiazki.

W rozdziale 1 przedstawiono propozycje uogolnienia konstrukeji funkcji Wignera na
przestrzenie symetryczne. Metoda ta obejmuje transformacje Segala-Bargmanna funkcji falowej,
wyznaczenie funkcji Husimiego i odwrotng (uogdlniona) transformacje Gaussa-Weierstrassa.
Przetestowano ja dla przestrzeni euklidesowej 1 dla okregu.

W rozdziale VII krétko omoéwiono perspektywe sformutowania mechaniki kwantowej, a w
szczegolnosci zdefiniowania stanéw koherentnych i funkcji Wignera, na innych nietrywialnych

przestrzeniach fazowych.
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II  Mechanika kwantowa w przestrzeni fazowej

topologicznie trywialne;

2.1 Przestrzen konfiguracyjna i fazowa w przypadku standardowym

Z najprostsza geometrig mamy do czynienia, gdy przestrzenia konfiguracyjna ukladu jest przestrzen
euklidesowa wymiaru n. Na geometri¢ skladaja si¢ wlasciwosci topologiczne 1 metryczne. W
omawianym przypadku mamy do czynienia z przestrzenia wyposazona w metryke euklidesowa. Jej
topologia jest indukowana przez te¢ metryke i nazywamy ja topologia euklidesowa. Jest ona
topologia produktowsa m kopii prostej rzeczywistej z topologia standardowa (ktorej baza sa
przedzialy otwarte?).

Przestrzenie zakrzywione, ktére mozna otrzymac przez ,,ciagla deformacije” (obustronnie
ciagla bijekcje, homeomorfizm) przestrzeni euklidesowej s topologicznie rownowazne przestrzeni
euklidesowej, choc¢ ich wlasciwosci metryczne si¢ réznia. Maja one topologie euklidesowa, totez
nazywamy je euklidesowymi w sensie topologicznym, cho¢ juz nie w sensie metrycznym.

Jakkolwiek wlasnosci metryczne przestrzeni konfiguracyjnej maja okreslone znaczenie
tizyczne, jedli tylko przestrzen jest topologicznie euklidesowa, co do zasady istnieje mozliwosé
sprowadzenia jej analizy do analizy przestrzeni metrycznie euklidesowej przez uwzglednienie
odpowiednich gesto$ci miary. Tutaj przedstawiono przestrzen metrycznie euklidesowa jako
reprezentanta rodziny przestrzeni euklidesowych w sensie topologicznym.

Przestrzen konfiguracyjna X jest tu przestrzenia euklidesows wymiaru 1 i w tym sensie jest
»trywialna”2 Przestrzenl fazowa za$ jest wiazka kostyczng T™ X nad przestrzenia euklidesows jako
jej rozmaitoscia podstawowq. Przestrzen kostyczna jest izomorficzna z przestrzeniq styczna
T*R™ >~ T'R™. Przestrzen styczna do R™ w punkcie € R™ sama jest postaci R".

T.R*"=R" 2.1.1)

Gdy rozmaitoscia podstawows wigzki jest R™, nie wystepuje zadne jej skrecenie i wigzka
globalnie ma struktur¢ produktowg TR™ = R" x R" = R?"™. Wiazke widknista, ktéra globalnie
jest przestrzenia produktows rozmaitosci podstawowej i (modelowego) widkna nazywamy wigzka
trywialna.

Zatem przestrzen konfiguracyjna jest tu euklidesowa, a przestrzen fazowa jest wigzka

trywialna.
2.1.1.1  Jednostki

Sprowadzmy zmienne polozeniowe i pedowe do jednakowych jednostek tak ze X = v/mwx, P =
\/W , gdzie m, w s3 parametrami oscylatora harmonicznego. To samo dotyczy operatoréw
X =vVmwi i P= \/Wﬁ Odpowiednie operatory anihilacji i kreacji zdefiniowane sa
nastgpujaco @ = (55 + 213)/\/5 a al = (55 — 213>/\/§ Konsekwentnie, wektor

1 A wlasciwie baza topologii jest tu rodzina ograniczonych przedzialéw otwartych. Podbaza za$ jest rodzina
przedzialéw nieograniczonych {(a, +00):a € R} lub {(—00,a): a € R}.
2 Nie nalezy myli¢ tego okreslenia z pojeciem topologii trywialnej, ktore nie ma tu zastosowania.
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parametryzujacy stany koherentne jest wektorem zespolonym laczacym zmienne polozeniowe i

pedowe o = (T + ip)/V/2.

2.2 Standardowe stany koherentne

Standardowy stan koherentny, jest to stan wlasny operatora anihilacji3
ala) = ala) @2.2.1)
Stany takie znane sa takze jako stany Glaubera lub stany gaussowskie.

Ich koncepcja wywodzi si¢ z badania kwantowego oscylatora harmonicznego, ale znajduje
szerokie zastosowanie w réznorodnych obszarach mechaniki kwantowej i kwantowej teorii pola.
Nazwa za§ pochodzi z optyki kwantowej. Istotnie, stany te opisuja $wiatlo spdjne, inaczej
koherentne.

Nieformalnie stany koherentne bywaja okreslane najbardziej klasycznymi sposréd stanéow
kwantowych. Wynika to z dwoch faktow. Po pierwsze ewolucja stanu koherentnego kwantowego
oscylatora harmonicznego przypomina ewolucje ukladu klasycznego w tym sensie, ze gestos$é
prawdopodobienistwa utrzymuje niezmienna forme gaussianu skupionego w przestrzeni fazowe;j
wokol parametrow polozenia 1 pedu podlegajacych ewolucji klasycznej. Po drugie, nieréwnosc¢
0,0, > h/2 (dla prostoty zapisana w jednym wymiarze) jest w stanie koherentnym nasycona, czyli
nieoznaczono$¢ polozenia i pedu* jest minimalna, a co wigcej, jest zbalansowana (w zmiennych

x, p sprowadzonych do wspdlnych jednostek).
h

0y =0, = |5 =0 2.2.2)

Warto zauwazy¢, ze nieoznaczonos¢ o nie zalezy od amplitudy drgan, totez z jednej strony
dla duzych wzbudzen wzgledna nieoznaczono$é o/+/x? + p? dazy do zera, a z drugiej, w stanie

podstawowym (inaczej ,,prozniowym”), bezwzgledna nieoznaczono$¢ o zachowuje swoja wartosc.
Mozna na to patrzec tak, ze w kazdym stanie nieoznaczonos¢ jest rowna nieoznaczonosci prozni i
tylko w taki sposob uktad ten rézni si¢ od uktadu klasycznego.

Stany koherentne o dowolnym parametrze polozenia i pedu |Z,p) moga by¢
wygenerowane ze stanu podstawowego przez dzialanie operatora przesunigcia D = 2@’ pny
stan podstawowy

Z,p) = D(Z,p)|0,0) (223)

Stany koherentne nie sa ortogonalne (a|f) # 6(av — ). Tworza uklad nadzupelny
przestrzeni Hilberta, wiec dowolne stany mozna arbitralnie dokfadnie (wzgledem normy)
przedstawi¢ w postaci liniowej kombinacji stanéw koherentnych. Rozklad jednosci dla takich
stanéw ma postaé%f d’a|a){al = I, gdzie d*a = dRadJa.

W reprezentacji polozeniowej standardowe stany koherentne opisane sg funkcja falowa

3 Operator @ nie jest samosprzezony (hermitowsko), zatem (a|a’ # (ala*.

4 W optyce odpowiednimi zmiennymi sprzezonymi sa rzeczywista i urojona skladowa (danego modu) pola
elektrycznego. Inne pary zmiennych pojawiaja si¢ w przypadku zdefiniowanych dalej stanéw koherentnych na
rozmaito$ciach nietrywialnych topologicznie.
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- — 1 _(1*5)2 Zﬁ_ﬂi —’LE
flz) = (z]z,p) = T e T oere (2.24)

co tlumaczy nazwe ,,stany gaussowskie”. Czynnik e pT/2h

téznie: od 1 do e P%/h,

jest globalna stala faza i bywa wybierany

W bazie stanéw wlasnych hamiltonianu H= hw(N +1/ 2) (bazie liczby czastek, bazie
Focka) |a) = elal?/2 ZZOZO a™/v/nl|n), co daje poissonowski rozklad prawdopodobiefistwa
zaobserwowania n czastek p(n) = |(n|a)|? = e "n" /n! ze srednia n = <N> = |a|? i takq sama
wariancja, a wiec z odchyleniem standardowym o, = v/n = |a] .

Wazna cecha stanéw koherentnych jest fakt, Ze parametryzowane sa zmiennymi ,p
nalezacymi do klasycznej przestrzeni fazowej.

Tak okreslong koncepcje stanéw koherentnych nastepnie modyfikowano na rézne
sposoby. W szczegdlnoséci dopuszczano rozluznienie poszczegolnych warunkéw lub starano sig
zdefiniowac je dla uktadéw o nietrywialnej przestrzeni fazowej. Dla odréznienia, stany koherentne

na R oméwione w tym podrozdziale nazywa si¢ standardowymi lub kanonicznymi.

2.2.1 Generowanie stanéw koherentnych w R” ze stanu podstawowego

Stan podstawowy oscylatora harmonicznego wyraza si¢ w reprezentacji polozeniowe]

standardowym wzorem

0,0) = /dw foo(@)|) (2.2.5)

R™
przy czym funkcja falowa jest funkcja gaussowska postaci
m2 e
foo(@) = 750 5(2.2.6)
Operator przesunigcia ma postac
D(z,p) = 5" 2.2.7)

~

gdzie i p sa parametrami®, X — operatorem polozenia, a P - pedu (w przyjetym uktadzie

jednostek). Wowczas stan koherentny wyraza si¢ w bazie polozeniowej nastepujaco

Z,p) = D(Z,)[0,0) = / da foo (@) €77 |a) =
[Rn
_ e‘ﬁﬁ'i/dwfoo(w) e%ﬁ)?e%i'j)k@ _ (2.2.8)

8]

Tr b _inT 7(@75)2 i—
/dmfo‘)(m_m) e |x) = e m/dme o P

Funkcja falowa ma wowczas postaé

55(3;) = e P TP T (2.2.9)

gdzie e 2P® jest stalym globalnym stalym czynnikiem fazowym.

5 Dla prostoty funkcje te zapisano bez normalizacji.
6 Oznaczenie sugeruje, ze s3 to wartosci srednie odpowiednich operatoréw. Tak jest w istocie, ale na tym etapie
wywodu wystarczy rozumie¢ je jako parametry nalezace do przestrzeni fazowej indeksujace stany koherentne.
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2.3 Tunkcja kwaziprawdopodobienstwa Wignera

W tym podrozdziale przedstawiamy definicje i podstawowe wlasciwosci funkcji Wignera w
przypadku, gdy przestrzenia konfiguracyjna ukladu jest R™, a fazowa R?*". Wyczerpujace
omowienie funkciji Wignera w tym standardowym kontekscie zawiera na przyklad artykut [8].
Funkcja Wignera okreslona jest na przestrzeni fazowej ukltadu. Wartosci funkcji wyrazaja
tzw. kwaziprawdopodobienstwo znajdowania si¢ ukladu w stanie okreslonym przez dane
wspolrzedne polozenia 1 pedu. Jest zatem analogiem gestosci prawdopodobienstwa Liouville’a
znanej z mechaniki klasycznej. Nie spelnia jednak pierwszego aksjomatu prawdopodobienstwa
Kolmogorowa, gdyz moze przyjmowaé wartosci ujemne (ale zawsze rzeczywiste).
W(x,p) €R 2.3.1)
Mimo tego rozklady brzegowe otrzymane przez catkowanie po pozostalych zmiennych sa
nieujemne 1 wyrazaja odpowiednie gestosci prawdopodobienistwa:
[ W) =@ 032
‘2

(2.3.3)

[ = wie.p) =|Fw)
gdzie f € LQ([R”, dx) jest znormalizowana funkcja falowa danego stanu w reprezentacji
polozeniowej, a fN (p) = (27h)~™/2 [ dx f(x)eP®/" jej transformata Fouriera, czyli (réwniez
znormalizowana) funkcja falowa w reprezentacji pedowej. Gdy nie zaznaczono inaczej, calkowane
odbywa si¢ po calej dziedzinie’.

Funkcja Wignera spetnia warunek normalizacji

//da: dp W(z,p)=Trp=1 (2.3.4)

Wartosci oczekiwane operatoréw obliczane sg przez catkowanie ich transformaty Wignera

po przestrzeni fazowej z funkcja Wignera jako gestoscia wg wzoru
<A> - <f|A‘f> =Tr pA = //dw dp We(x,p)a(z,p) (2.3.5)

gdzie transformata Wignera a(x, p) operatora A zdefiniowana jest nastepujaco:

ip-:c/

a(x,p) := /dm’ <:v —%"/ﬂm +%/>e T (2.3.6)

Inna cecha funkcji Wignera, odrézniajaca ja od klasycznej gestosci prawdopodobienistwa,

jest jej ograniczonos$¢, mianowicie
2
(W (z,p)| < = 23.7)

Standardowa definicja funkcji Wignera ma postac:
1 33/ ¥ :E/ ipac/

Wi(x,p):=—— [ da’ — —— e 238

(z,p) (27rh)"/ a:f(:v+2> f(:v )e (2.3.8)

1 symetrycznie

7 [da f(x) = [ A" f(@) = ["Fde, - [T da, [z, w,)

—00
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1 - p/ * p/ Ciwp)
w = dp’ - —= e 23.9
(x,p) (%h)n/ pf(p+2> f(p 2)6 , (23.9)
Stopien przekrywania si¢ stanéw mozna obliczy¢ z uzyciem ich funkcji Wignera.
(fla)? = @ty [[ dwdp Wy, p)W, (@) es10

Obszary przestrzeni fazowej o ujemnej wattosci funkcji Wignera maja rozmiary rzedu 7,
wigc, za sprawg zasady nieoznaczonosci Heisenberga, nie s3 obserwowane jako ,ujemne
prawdopodobienistwa” zarejestrowana ukladu w danym stanie. Znikaja tez w granicy klasyczne;j.
Nie sa one jednak jakas$ patologiczng cecha formalizmu, a wskazuja na rzeczywiste kwantowe

zachowanie ukladu.

2.4 Transformacje Weyla 1 Wignera

Funkcja Wignera jest $cidle zwiazana z odpowiednios$cig Weyla pomiedzy funkcjami na przestrzeni
fazowej a operatorami w obrazie Schrodingera. Niech funkcja f(xz,p) okreslona bedzie na
przestrzeni fazowej. Rozumiemy przez to takze ewentualnos¢ okredlenia jej na samej przestrzeni
polozeniowej albo pedowej — jako funkcji stalej pozostalego argumentu. Z kazda taka funkcja

zwiazany jest operator F' zwany jej operatorem Weyla. Wéwczas funkcja f(, p) nazywana jest

symbolem tegoz operatora. Wzajemne transformacje funkcji f(x,p) i operatora F nazywamy
transformacjami Weyla 1 Wignera.
W transformaciji Weyla W funkcije f(x, p) € L?(T* X) poddaje si¢ transformacji Fouriera

po obydwu argumentach

g 1 —iz-T—ip-p
(Z,p) = (27)" /dzc /dp f(z,p)e PP 2.4.1)
R™ R™

!

a nastepnie, formalnie, transformacji odwrotnej ze zmiennymi @, p zastapionymi odpowiednimi

operatorami.

~ 1 ~ T e R
- / d% / dp f (%, p)e® X+ P —
(2m)"
R R™

n

:<27r1>2_n / dz / dp / dz / dp f(z, p)e® (X—=)+iB(Pp)
R™ R™ R™ R

Transformacje te mozna podsumowac grafem przemiennym:

(2.4.2)
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W -
flx,p) ———> F
T x — ):f (2.4.3)
p — P

f@p) ——> [(@.p)
?71
Wigcej wiadomosci o operatorach Weyla znajdziemy na przyklad w pracy [9].

Przeksztalcenie odwrotne, operatora w funkcje na przestrzeni fazowej nazywamy transformacja
Wignera W1,
Czes$¢ wyrazenia (2.4 2) mezaleznq od f(x,p) oznaczamy W(m p). Wowezas

dx dpf z,p)W (z,p) 2.4.4)

gdzie

X a:)+m: (P p)

W (z,p) dz’ dp e'® (2.4.5)

jest operatorem zaleznym od zrmennych T, p, inaczej funkcja o wartosciach operatorowych. Ma
on sens operatora gestosci prawdopodobienstwa.
Funkcje Wignera stanu | f) otrzymuje si¢ obliczajac warto$¢ oczekiwana operatora gestosci
W(:E,p) w stanie | f)
W(x,p) <f|W z,p)|f) (2.4.6)
Funkcja ta jest identyczna z funkcja Wignera zdefiniowana wzorem (2.3.8). Rachunkow
koniecznych do pokazania tego faktu nie zamieszczono w przypadku R™, natomiast analogiczne

rachunku w przypadku nietrywialnym przedstawiono szczegélowo w podrozdziale 4.4.1.

Transformacje te mozna podsumowac grafem:

Przedstawienie funkcji Wignera i operatora gestosci W w jezyku transformacii Fouriera jest

kluczowe dla uogélnienia jej konstrukcji na rozmaitosci inne niz R”.

2.5 Transformacja Segala-Bargmanna, funkcja falowa na przestrzeni

tazowej

Transformacja Segala-Bargmanna jest to transformacja calkowa funkcji falowej na przestrzeni
polozeniowej f(x) przeksztalcajaca ja w funkcje na przestrzeni fazowej. Zwyczajowo
transformacj¢ t¢ definiuje sia nast¢pujaco. Wprowadzmy zespolong parametryzacje przestrzeni

fazowej T*R™ ~ C". Niech z = (z + ip)/v/2. Woéwczas przeksztatcenie
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A: L2(R", dx) — H L*(C", pe), gdzie g (z) = (wh) e 127/ s takie, ze
1 _z272\/§z~m+mz
Fa(e) = [A7)(2) = oy [ o fla)e 25020 .

4
nazywamy transformacija Segala-Bargmanna funkcji falowej w reprezentacii polozeniowej f ().

Okazuje sig, ze i (2) jest jadrem cieplnym pe (2, 7) na C"™ z 7 — h. Transformacja ta jest
(z dokladnoscia do stalego czynnika normalizujacego) szczegdlnym przypadkiem kanonicznej

transformaciji liniowej z parametrami

1 [ 1 7,]
Vo l—i 1
zgodnie z [10], gdy zmienna sprzezona do polozenia T jest p = hk. Jest to ulamkowa
transformacja Laplace’a opisana macierza
[ cosa  isin 04]
—1 sina cos
dla kata o = 7/4 (transformacja poléwkowa). Jej kwadrat (w sensie funkcjonalnym), pelna
transformacija Laplace’a jest rownowazny (z dokladnoscia do czynnika ¢) transformacji Fouriera,

ktéra przeprowadza funkcje falowa w reprezentacji polozeniowej w funkcje falowa w reprezentacii

pedowej. Zatem transformacja Segala-Bargmanna wykonuje polowe tego obrotu w plaszczyznie
zespolonej x + 1p (w kazdym wymiarze), ktéry zmienia reprezentacje potozeniowa w pedowa. W
typowych zastosowaniach transformacja Segala-Bargmanna dziala na funkcje f () w reprezentacii
polozeniowej; moze jednak dziala¢ na otrzymang wczesniej transformate Segala-Bargmanna
wykonujac kolejny obrét o /4 i zwracajac funkcje falowa w reprezentacji pedowe;j. Jesli obliczymy
funkcje ~ Wignera Wy  podstawiajac  F4(z) w  miejsce  f(x), Wg(z, 2)=
We((x +ip)/v2,(p —iz)/V2) = W,(z, p).

Hall ([11] tw. 6.4) proponuje inna forme transformacji Segala-Bargmanna dogodniejsza do
uogolnient na rozmaitosci inne niz R™.
Teraz C: L2(R", da) — H L*(C",v), pdzie v(2) = (mh) 232/ = (7h)ze P*/2h

(z—x)2

Fo(z) = [Cf(2) := (27;)% / de f(x)e 2z =
~ [ de f@pselz-a

-n/2 e—z2 /2h

2.5.2)

gdzie pyo(2) = (27h) jest przedtuzeniem analitycznym jadra cieplnego p(x,T) =
(2n7) "2 %27 na R™ z 7 — h do dziedziny zespolonej®. Zatem transformacja € ta jest
konwolucja funkcji, na ktéra dziala, z p,-(2). Okazuje si¢, ze miara v(z) = f dRz u(z) =
27 "/2 [ dx p(z) jest calka jadra cieplnego f1(z) na C" po Rz = 27"/2g € R™. Miara v(z) zalezy
tylko od zmiennych pedowych. Te interpretacje maja kluczowe znaczenie dla uogdlnienia

przedstawionej konstrukcji na rozmaitosci inne niz R™.

8 H L?(X, i) jest przestrzenia catkowalnych z kwadratem wzgledem miary p funkcji holomorficznych f: X — C
([11], def. 2.1)

9 Uwaga: przediuzenie analityczne p 4~ (2) jadra cieplnego p(x) na R™ do z € C™ nie jest tym samym co jadro cieplne
w(z) na C™.
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Z punktu widzenia kanonicznych transformacji liniowych, transformacja € jest kanoniczna

b ]

A zatem jest to $cinanie na plaszczyznie x,p (w kazdym z wymiaréw). Jesli obliczymy funkcje

transformacja liniowg o parametrach

Wignera W podstawiajac Fio(z) w miejsce f(x), Wp(2, 2) = Wi(x +ip,p) = W,(z,p).

Transformacja € r6zni si¢ od A jedynie wyborem gestosci. Zachodzi

22
[Pac(Z) ( z ) e i ( z )
Frlz)=\/\—=——F,|—=| =—F, | — (2.5.3)
W dalszej czesci pracy przez transformate Segala-Bargmanna rozumie si¢ transformate Fi(z) =
[€f](2) oznaczana F(z) lub F(x,p) = F(z(x,p)).

W tym miejscu warto zestawi¢ miary zaangazowane w konstrukcje transformaciji Segala-Bargmanna

o p(x) —jadro cieplne na R z 7 — h

* pu0(2) — przedltuzenie analityczne p(x) do z € C™
o Luc(2) —jadro cieplne na C" z 7 — h

o 1(2) — catka z i(z) po Rz

Transformata Segala-Bargmanna F'(z) pelni role analogiczna do funkciji falowej, tyle ze okreslona
jest na przestrzeni fazowej. W szczegolnosci, calki z niej wzdluz skltadowych urojonych lub

rzeczywistych argumentu z daja odpowiednio funkcje falowa w przestrzeni polozeniowej lub

pedowe;j
flz) = %/dﬁz F(2)v(z) = (27rh)%/dp F(m,p)e‘§ 2.5.4)
~ 1 1 p2
flp) = %u(z) /diﬁz F(z) = L e_%/d:c F(x,p) (2.5.5)

2.6 TFunkcja Husimiego

Transformacja Weierstrassa funkcji Wignera, czyli jej konwolucja z gausianem o szeroko$ci o0 =

v/l dana wzorem

Q(xz,p) = (27rh)"//d$ dp'W(x',p’)e 2 (2.6.1)

zwraca inng funkcje kwaziprawdopodobiefstwa () znana jako funkcja Husimiego. Réwnowaznie,

z uzyciem parametryzacji zespolonej z = (x + ip)/+/2 transformacja ta wyraza si¢ nastepujaco

1 s
Qx) = s [ 42 Wi)e o5

Ccn

przy czym wprowadzana w miejsce W(x,p) jednakowo oznaczona funkcja argumentu

zespolonego  rozumiana jest nastepujaco W(z) = W(\/Q‘ﬁz, \/§Jz). Transformacja

Weierstrassa jest niczym innym jak wygladzeniem danej funkcji filtrem gaussowskim z jadrem o

szerokosci o = V.
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Funkcja Husimiego, podobnie jak funkcja Wignera, jest ograniczona Q(x,p) < 1/, ale
w przeciwienistwie do funkcji Wignera jest nieujemna 0 < Q(x,p), co (nieco zwodniczo)
upodabnia ja do klasycznej gestosci prawdopodobienstwa. Jest rowniez unormowana
[[dxdp Q(x,p) = 1. Jednak jej wartosci okreslaja nie tyle gestoé¢ prawdopodobiefistwa
znajdowania si¢ ukladu w stanie o danych wspo6trzednych polozenia i pedu (x,p), co gestosé

prawdopodobienistwa znajdowania si¢ w stanie koherentnym |, p) parametryzowanym takimi
wspolrzednymi, zgodnie ze wzorem
1 1
2
T T
Jako ze stany koherentne nie sa wzajemnie ortogonalne, poszczegdlne punkty przestrzeni

(x,p|p|x, p) (2.6.3)

argumentéw nie odpowiadaja zdarzeniom rozlacznym, a zatem funkcja Husimiego nie spelnia
trzeciego aksjomatu Kolmogorowa. Scatkowana po zmiennych polozeniowych lub pedowych nie
zwraca poprawnych gesto$ci prawdopodobienstwa, jak ma to miejsce w przypadku funkcji
Wignera.

Inna drogg otrzymania funkcji Husimiego jest obliczenie kwadratu modutu odpowiedniej
transformaty Segala-Bargmanna, ktéra pelni role funkcji falowej na przestrzeni fazowej. Wskazana
jest tu szczegdlna uwaga, gdyz zaleznie od typu transformacii Segala-Bargmanna, kwadrat modulu

transformaty nalezy przemnozy¢ przez inng gesto$¢l0. W uzywanym tu wariancie transformacji

mamy
e_<37>2
Q(z) = |[F(V22")Pr(2) = |[F(v22") 2W (2.6.4)
7h)2
a wracajac do parametryzacji rzeczywistej
p2
. . e 2
Q(x,p) = |F(x —ip)|*v(z,p) = |F(x —ip)|? ) (2.6.5)

10 Z uzyciem transformacji typu A: Q(z) = |F4(2*)|*u(z) = |FA(z*)|2(27rh)*”e*‘z|2/2h inaczej Q(z,p) =
@—ip\ |? : —n ,—(x )
‘FA( \/§p>’ u(x,p) = |FA((CC—ZP)/\/§)|2(27Th) e~(@*+P/ah,
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IIT  Uogdlnienia przedstawionych narzedzi na przypadki

topologicznie nietrywialne

3.1 Uogdlnienia stanow koherenentnych

Znanych jest wiele sposobéw uogdlnienia konstrukeji stanéw koherentnych na rozmaitosci inne
niz R™. Szerokie ich oméwienie zawiera praca [12], jednak powstala ona w 1995 r., totez nie
obejmuje nowszych wynikow w tej dziedzinie, w tym stanéw koherentnych typu jadro cieplne Halla

1 Stenzela.
3.1.1.1  Podejscie Gilmore'a i Perelemowa

Zagadnienie standw koherentnych jest w istocie zagadnieniem teorii grup Liego. Standardowa,
jakkolwiek nie zawsze prosta, ani nawet nie w kazdym przypadku wykonalng, metoda
konstruowana stanow koherentnych jest procedura Gilmore’a i Perelemowa [13] [14]. Otrzymane
ta droga stany koherentne odréznia si¢ nazwa stany koherentne typu Gilmore’a-Perelemowa
(Gilmore-Perelemov coberent states, GPCS, Perelemov-type CS).

3.1.1.2  Podejscie Baruta i Girardello

W podejsciu tym [15] za definiujaca wlasciwos$¢ stanéw koherentnych przyjmuje si¢ to, ze sa
stanami wlasnymi (odpowiednio uogélnionego) operatora anihilacji a. Oczywiscie operator ten jest

operatorem obnizajacym (lowering operator) stanéw Focka |n)

aln) = /2, |n—1)
Wybér definicji a, a mianowicie postaci jego wartosci wlasnych \/a determinuje rézne algebry
operatoréw a,a’, . W ogélnosci whasnosci standardowych stanéw koherentnych takie jak
minimalizowanie nieoznaczonos$ci czy wlasnosci grupowe eksploatowane przez Gilmore’a i
Perelemowa nie musza by¢ odtworzone. W wielu przypadkach jednak zachodza pewne ich
uogolnienia.
Podejscie to bylo z powodzeniem zastosowane do skonstruowania stanéw koherentnych

na okregu przez Kowalskiego, Rembielinskiego i Papaloucasa [10].
3.1.1.3  Podejscie Halla i Stenzela, stany koberentne typu jadro cieplne

Innym, réwniez osadzonym w teorii grup Liego podejsciem jest metoda Halla i Stenzela wiodaca
przez kompleksyfikacje rozmaitosci pelniacej role przestrzeni konfiguracyjnej. Stany koherentne
wyrazaja si¢ przez jadro cieplne (heat kernel), ktora to funkcja petni w odpowiednich przestrzeniach
role analogiczng do funkcji Gaussa znanej z przypadku standardowych stanéw koherentnych.
Otrzymane ta droga stany odréznia si¢ nazwa stany koherentne typu jadro cieplne (heat kernel
coherent states). Metoda ta znajduje zastosowanie do grup zwartych oraz zwartych przestrzeni
symetrycznych. W szczegblnosci, znane sa stany koherentne typu jadro cieplne dla sfer S™

dowolnego wymiaru.
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Podejscie to w zastosowaniu do okregu oméwiono w podrozdziale 4.3.5, a w zastosowaniu
do sfery — 5.3.3.

3.1.1.4  Sumowanie okresowe

Wreszcie, w przypadku okregu S!, mozliwe jest otrzymanie stanéw koherentnych poprzez
sumowanie okresowe (periodic summation) standardowych stanéw koherentnych na prostej. Podejscie

to omoéwiono szczegétowo w podrozdziale 4.3.1.

3.2 Uogoélnienia funkcji Wignera

Podobnie jak w przypadku stanoéw koherentnych, rowniez funkcje Wignera mozna uogoélniaé na
rozmaitosci inne niz R™ na wigcej niz jeden sposob6w.
Jedna z drég poszukiwania uogélnienia funkeji Wignera na rozmaitosci inne niz R™ jest

zwykla analogia wzoru wyrazajacego samg funkcje Wignera lub operator gestosci W (vide wz.
(2.4.5)).

Inne metody konstruowania funkcji Wignera polegaja na wykorzystaniu

e transformacji Weyla albo

e transformacji Segala-Bargmanna, funkcji Husimiego i odwrotnej transformaciji Gaussa-

Weierstrassa.

Omowiono je szczegdtowo w podrozdziale 4.4.1 i rozdziale 1.
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IV Okrag

Topologicznie nieeuklidesowa przestrzen konfiguracyjna,

z trywialng wigzka styczng jako przestrzenig fazowa

Gdy przestrzenia konfiguracyjna ukladu jest okrag, przestrzenia fazowsa jest wigzka styczna do
okregu. Okrag jest pierwszym omoéwionym tu przypadkiem topologicznie nietrywialnym. Trzeba
jednak wyraznie stwierdzi¢ co w nim jest nietrywialne oraz w jakim sensie.

Oczywiscie przestrzen konfiguracyjna — okrag rézni si¢ topologicznie od prostej, m.in. jest
przestrzenia zwartq i nieskoficzeniewielospojna (non-simply connected) 1 w tym sensie jest przypadkiem
nietrywialnym?.

Przestrzen fazowa, czyli wiazka styczna do przestrzeni konfiguracyjnej jest w tym
przypadku wigzka trywialng. Ma globalng strukture produktowa S L' Ri globalne niezerowe
przekroje. Topologicznie jest to walec. Jak dalej pokazano, jest ona izomorficzna z odpowiednio
zdefiniowana kompleksyfikacja okregu.

Mamy zatem do czynienia z topologicznie nieeuklidesowa przestrzenia konfiguracyjng i
przestrzenia fazowsq trywialng jako wigzka wldknista (cho¢ topologicznie nietrywialna, ze wzgledu

na wlasciwosci jej przestrzeni podstawowe;).

4.1 Przestrzen konfiguracyjna, fazowa i przestrzen Hilberta dla okregu

4.1.1 Parametryzacja przestrzeni konfiguracyjnej dla czastki na okregu

Wektory & € R?, 2 = r? skonstruowano z wykorzystaniem macierzy obrotu na plaszczyznie
cos¢ —sing
k() = sing  cos¢
parametryzowanej przez kat zadajacy polozenie na okregu. Dla przejrzystosci przyjmijmy 7 = 1.

Punkt poczatkowy ukladu wspétrzednych na okregu wyznaczony jest przez wektor w R%:

(-l

Wowecezas punkty okregu generowane sa przez obroty na plaszczyznie, tak ze
cos ¢
z=R(g)e, = [sin ¢]
Analogicznie opiszmy wyrézniony punkt
_ {Cf)S Oé]
sin «v
przeznaczony do parametryzacji stanéw koherentnych.

11 Méwiac, ze prosta czy R™ sa pod tym wzgledem trywialne mamy na mysli, ze sa topologicznie euklidesowe, nie za$
ze wyposazone sa w topologie trywialna.
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4.1.1.1  Metryka na okregn

Metryka Riemanna na okregu, czyli odlegloscia geodezyjna jest dlugosé (krétszego) tuku pomigdzy

punktami

d(¢, ") = |[¢ = ¢'](_n1m| = [Arg i@ @.1.1)
gdzie uogdlniony symbol kongruencji (z przesunigeciem) sprowadza katy do wybranego przedziatu
(@] [a,b) = (0], . + a; za§ Arg oznacza argument gléwny liczby zespolonej wybrany tak aby

nalezat do przedzialu (—m, 47| 12

Uwaga 1

Poniewaz kazdy przedzial o dlugoséci 2 moze parametryzowaé katy, dla kazdego kata ¢’
mozna tak wybraé przedzial liczb parametryzujacych kat ¢, ze odlegltosé d(¢, ¢") wyraza sie
r6znica wspoltrzednych i ¢’ . Gdy ¢ € [¢" — m,¢" + 7], d(p, ¢") = ¢ — ¢'. Zabieg ten znajduje

zastosowanie przy wyborze granic calkowania we wprowadzonych dalej wzorach.

4.1.1.2  Miara na okregn

Miare na okregu wybrano standardowo: du(x) = d¢. Wowcezas zachodzi

/du(sc) = ]ﬂ d¢ = 2w
St o

4.1.2 Parametryzacja przestrzeni fazowej dla czastki na okregu

Wektory momentu pedu sg styczne do okregu, tak ze

j=JRO)R(5) e = [Tn0]

2 cos ¢
Analogicznie opiszmy wyrézniony wektor momentu pedu
=1 [sin oz]
cos «

przeznaczony do parametryzacji stanéw koherentnych.
Tak skonstruowana wiazka styczna jest izomorficzna z walcem.
Wspolrzedne zespolone facza polozenie na okregu i moment pedu
X(o,1) = ¢+l “12)
Warto poréwnac tu parametryzacje zespolong zaproponowana przez Halla dla sfer dowolnego
wymiaru ([17], rozdz. 3, w szczeg. wz. 18 1 nastepujace po nim uwagi).
cos(¢ + i j)]
sin(¢ + i)

Wzory (4.1.2) i (4.1.3) r6znia si¢ tym, ze w pierwszym parametryzacja zespolona dotyczy w istocie

z(x,j) = coshj%—i— irsinh j R (g) x=r [ (4.13)

algebry Liego, a w drugim — grupy. W przypadku sfery S? istnieje odpowiednik wzoru (4.1.3), ale
juz nie (4.1.2) (por. podrozdz. 5.1.2).

12 Funkcje Arg wybrano tak, zeby miala ciecie (branch cut) wzdtuz ujemnej pélosi rzeczywistej: (—oo, 0].
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4.1.2.1  Dziedzina momentu pedn

W niniejszej pracy moment pedu na okregu rozumiany jest jako zmienna dyskretna j € Z w duchu
dualnosci Pontriagina, w ktorej zmienna fourierowsko sprze¢zona do zmiennej na okregu, jest
zmienna dyskretna 1 vice versa. Zagadnienie to rozwini¢to w podrozdziale 4.4.1.1.

Niemniej jednak stanowisko odmienne, w ktorym j € R, rowniez jest przedmiotem jak

najbardziej sensownych badan i prowadzi do warto$ciowych wynikow. Kastrup [18] przedstawia
] ] y p wych wy p p

funkcje Wignera okre§lona na ciaglej przestrzeni fazowej, skonstruowanej z uzyciem funkcji

interpolujacych sinus cardinalis.

4.1.3 Algebra operatoréw potozenia i momentu pedu dla okregu

Punktem wyjscia do konstrukeji przestrzeni Hilberta dla okregu jest algebra e(2) operatoréw

polozenia i momentu pedu
-~ [X,] -
X = { Al} J
Xy
ktoérej operator Casimira spetnia warunek X2 =2 wyrazajacy ograniczenie mozliwych polozen

do sfery o promieniu r. Algebre te charakteryzuja nastepujace relacje komutacyjne:

[1,X,] =iX, [],X,]=—iX, [X;,X,]=0 (1.4
4.1.4 Reprezentacja polozeniowa przestrzeni Hilberta dla okregu

Wektory wlasne |x) operatora )?, X |x) = x|x) rozpinaja reprezentacje algebry e(2). Baza
polozeniowa jest ortogonalna (x|x’) =d(x —x’) i zupelna, z rozkladem jednosci
fs cdp(x) |x) (x| = I, gdzie 1 jest miara Haara na okregu, a I — operatorem identycznosciowym.
W parametryzacji opisanej w podrozdziale 4.1.1 (w biegunowym uktadzie wspotrzednych)
|x) = |@). Wowezas du(x) = dp. Warunek ortogonalnosci przybiera postaé
(9lo') = (¢ — ¢') (*.1.5)
gdzie dystrybucje ¢ dla katéw sa poprawnie okreslone na dziedzinie ¢, ¢” € [—7, +).13 Natomiast

rozklad jednoéci wyraza si¢ wzorem
+m

/ do |p) (| =1 (4.1.6)

Wektory bazy polozeniowej |¢) nie sa normalizowalne, podobnie jak wektory bazy

polozeniowej w R™. Warunek normalizacji zastgpujemy jego wersja dystrybucyjna (4.1.5).
4.1.5 Reprezentacja pedowa przestrzeni Hilberta dla okregu

Wektory wlasne |j) operatora J,J |7) = j|j) rozpinaja reprezentacie algebry e(2). Baza pedowa

jest ortogonalna

(li"y =0, @.1.7)

13 Ewentualnie dla ¢ € R, delte Diraca nalezy zastapi¢ ,,funkcja” sza (vide uzup. 9.1).



[V OKRAG
4.2 STATYSTYKA NA OKREGU 28

1 zupelna, z rozkladem jednosci
+o00
Yo Inul=1 4.1.8)
j=—00
gdzie I jest operatorem identycznosciowym.

Zagadnienia bazy polozeniowej i pedowej przestrzeni Hilberta dla czastki na okregu

omoéwiono np. w [19].

4.2 Statystyka na okregu

4.2.1 Motywacja

Jednym 2z podstawowych poje¢ mechaniki kwantowej, zwigzanym z jej probabilistycznym
aspektem, jest warto$¢ oczekiwana obserwabli. Warto$¢ oczekiwana obserwabli A w stanie | f)

dana jest wzorem

(A) = (114]s) = [ ix@) @) Arta
X
gdzie X jest przestrzenia konfiguracyina, A(z) miara Haara na X, a f(xz) € L?(X,d\(x))
funkcja falows okreslong na X wzgledem miary A\(x).

Gdy /If(m) = a(x)f(x) (jak to ma miejsce np. dla operatora polozenia), biorac pod

uwage probabilistyczny sens funkcji falowej p(x) = | f(x)|?

, tozumiemy, ze warto$¢ oczekiwana

funkcji a(x) € A C R™ 14 okre§lonej na przestrzeni X wyrazona jest definicja standardowa.

@ = [ a\@) a@)lf@) 2
X
X jest wowczas przestrzenia zdarzeri elementarnych, a a(x) € A zmienna losowa.

Przeciwdziedzina a: X — A ma tu kluczowe znaczenie. Dopdki A jest wypuklym
podzbiorem R™, warto$¢ oczekiwana zdefiniowana wzorem (4.2.2) réwniez nalezy do A. Kiedy
jednak A nie jest wypukly, (a) moze znalez¢ si¢ poza A. Jesli w danym zagadnieniu przestrzen R™,
w ktérej zanurzony jest zbiér A ma sensowna interpretacje, mozna powiedzie¢, ze (a) jest
wartoscia oczekiwang a(x) w R”, ale nie w A. Latwo jednak wskazaé sytuacje, gdy przestrzen
zanurzenia nie ma w ogole sensu fizycznego.

Przykladem takim jest zagadnienie $redniego polozenia na okregu jako rozmaitosci
indeksujacej kierunki orientacji na plaszczyznie, powiedzmy $redniego kierunku wiatru. Niech
kierunki wiatru opisane beda przy uzyciu azymutu. Przypusémy, ze mamy do usrednienia dwa
punkty: azymut 15° 1 345°. Jasne jest, ze skupione s one w poblizu kierunku péinocnego. Jednak
naiwne usrednienie ich warto$ci zwréei wynik 180° czyli poludnie. Z drugiej strony,
sparametryzowane ich jako punktéw na okregu jednostkowym i usrednienie na plaszczyznie,

zwrocl wynik wewnatrz kola, ktory (bez dodatkowych zalozen) nie wyraza kierunku.

14 Ewentualnie C™.
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Na tej samej zasadzie $rednie polozenie na okregu (rozumiane jako $rednia orientacja na
plaszczyznie) w przypadku rozkladu ciaglego nie moze by¢ obliczone ani wzorem | J:r do op(¢)
(edyz granice calkowania wyrazajq jedynie arbitralnie wybrany punkt ,,rozciecia” okregu, a funkcja
¢ nie jest okresowa), ani | J:r do [cos ¢ ,sin ¢lp(@) 15, gdyz warto$é ta lezy wewnatrz kola, a to

nie ma sensu, gdy ¢ parametryzuje katy orientacji na plaszczyznie.

Nalezy zwroci¢ uwage, ze jest to problem natury geometrycznej, nie majacy swojego zrodla
w mechanice kwantowe;j.

Kluczem do poprawnego okreslenia wartosci oczekiwanej dla obserwabli ktore;
warto$ciami sa punkty nalezace do rozmaitosci o topologii okregu jest zdefiniowanie
geometrycznej warto$ci oczekiwanej (Srodka cigzkosci) dla punktéw nalezacych do okregu w jego

topologii, bez odwolywania si¢ do przestrzeni zanurzenia R2.

4.2.2 Statystyka na rozmaito$ci o topologii okregu

Definicja wartoéci oczekiwanej zalezy od topologii rozmaitosci, do ktorej naleza wartosci
usrednianej zmiennej losowej's. Zagadnieniem tym zajmuje si¢ statystyka wartosci na
rozmaito$ciach (manifold-valued statistics). Gdy zmienng losows jest kierunek (ze zwrotem) w
przestrzeni euklidesowej R™™! (czyli punkt na sferze S™), méwimy o statystyce kierunkowej
(directional statistics).

Idea miar tendencji centralnej jest to, ze majg by¢ to pojedyncze punkty w jakim$ sensie
najlepiej reprezentujace caly zbidr. Osigga si¢ to przez minimalizacj¢ pewnej miary lacznej
odleglosci wszystkich punktéw zbioru od danego punktu. Nazywa si¢ ja (uogdlniona) funkcja
Frécheta. Gdy funkcjq Frécheta jest suma kwadratéw owych odleglosci, to uzyskana miare
tendencji centralnej nazywamy $rednia. Pozostaje kwestia metryki, w ktorej mierzone sg odleglosci
pomiedzy punktami. W R™ najbardziej naturalna jest metryka cuklidesowa; dla ogdlniejszych
rozmaito$ci zastepuje ja odpowiednia metryka Riemanna, czyli odleglos¢ geodezyjna na danej
rozmaitosci. W przypadku okregu jest nig dlugos¢ (krotszego) tuku pomigdzy punktami.

Alternatyws jest znalezienie Srodka ci¢zkosci rozkladu na plaszczyznie, w ktérej ten okrag
jest zanurzony. Punkt ten lezy wewnatrz kola (chyba Ze rozklad prawdopodobiefistwa byl
jednopunktowy). Za srednia (zewnegtrzna) na okregu przyjmuje si¢ rzut tego punktu na okrag.
Roéwnowaznie mozna wykonac¢ minimalizacje funkcji Frécheta na okregu z tym, ze skonstruowanej
nie w oparciu o metryke Riemanna, a metryke cigciwowa. Sens takiej sredniej w przypadku okregu
jako rozmaitosci indeksujacej katy orientacji na plaszczyznie jest ograniczony, jako ze punkty
wewnatrz kola oraz dlugosci cigciw w ogodle nie maja sensownej interpretacii.

Statystyki uzyskane w metryce Riemanna na danej rozmaitosci nazywamy wewnetrznymi

(tntrinsic)V, a te w metryce euklidesowej przestrzeni zanurzenia — zewnetrznymi (exzinsic).

15 Inaczej f:r do € p(p).

16 Nie nalezy tego myli¢ z topologia przestrzeni zdarzesi elementarnych. Srednia wysoko$é n.p.m. obliczana wzdtuz
zamknigtej marszruty, to zwykla §rednia zmiennej euklidesowej, tyle Zze obliczana przez calkowanie po krzywej
zamknietej; natomiast $redni kierunek wiatru obliczany w danym miejscu w przeciagu godziny wymaga odmiennego
podejscia.

17 Spotyka si¢ tez nazwy srednia Frécheta, czy Karchera.
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Rysuneke 1 — Schemat ideowy Sredniej wewnetrznej i zewnetrzng. (Na podst. [20])

Ide¢ tego jak odmierzane sa odleglosci pomiedzy punktami zbioru a punktem
kandydujacym na $rednia na okregu w koncepciji sredniej wewnetrznej i zewnetrznej (lub punktem
z nim w pewien sposob powiazanym) przedstawia Rysunek 1. W przypadku $redniej wewnetrznej
odleglosci mierzone sa w samej rozmaitosci okregu, w jej metryce Riemanna, czyli po tuku, podczas
gdy w przypadku $redniej zewnetrznej — na plaszczyznie, w ktorej okrag ten jest zanurzony. Do
tego, w przypadku Sredniej zewnetrznej, odleglosci te mierzone sa pomiedzy punktami zbioru a
punktem wewnatrz kola, ktory dopiero ma by¢ zrzutowany na okrag.

Wickszo$¢ tresci tego podrozdziatu opiera si¢ na [20], [21], [22] 1 [23]. Cz¢$¢ propozycii, w
szczegolnosci wzor na wariancje przypomina podejscie Trifonowa [24]. Autor zwraca jednak uwage

na ich odmienny sens (m.in. inny wybor ,,centrum”) 1 odmienne uzasadnienie.

4.2.3 Funkcja Frécheta

W R™ standardows miara centrum rozkladu jest srednia M, zas standardowymi miarami
dyspersji rozkladu prawdopodobiefistwa sa watiancja V' i odchylenie standardowe o = v/V.
Wariancja zdefiniowana jest jako $redni kwadrat odchylenia od $redniej V = E(z — Ex)? =
E(x?) — (Ex)?. Odchylenie standardowe o ma tez te wlasciwosé, ze mierzy odleglosé od
maksimum do punktu przegiecia funkcji gestosci rozkladu normalnego. Tak wigc tradycyjnie
wariancja zdefiniowana jest z uzyciem definicji wartosci oczekiwanej.

Na rozmaitosciach o ogdlniejszej topologii porzadek definiowania wartosci oczekiwanej i
wariancji zostaje zmieniony. Ot6z najpierw zdefiniowana zostaje funkcja Frécheta's, ktora
zdefiniowana jest podobnie do (standardowo okreslonej) wariancji z tym, Ze stanowi sume
kwadratow odleglosci wszystkich punktéw zbioru nie tyle od $redniej, co od dowolnego punktu

dziedziny — jako jego funkcja
Vi) = [ dute) f(d(e,a))p(a .

K
gdzie d(x, ") jest metryka, a f — funkcja rosnaca.

18 Funkcja ta najczesciej wystepuje w literaturze bez specjalnej nazwy. Rzadko stosowana nazwa ,,funkcja Frécheta”
jest adekwatna, jako Ze funkcja ta stuzy do definiowania $redniej Frécheta i wariancji Frécheta.
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Wéwezas miare tendencii centralnej definiuje si¢ jako potozenie minimum tej funkcji C, =

argmin V(x’). Natomiast miara dyspersji jest wartos¢ tej funkcji w minimum D, =
@x/
minV(z") = V(C,).
x/

Rézne wybory d i f prowadza do nieréwnowaznych miar tendencji centralnej i rozrzutu.

Naturalng metryka w R™ jest metryka euklidesowa d(x, x’) = | — &'| = ||l — '||,. W
R™ miara tendencji centralnej okreslong przez wybor f(y) = y? jest zwykla $rednia, za$ miara
rozrzutu jest wowczas zwykla wariancja. Wybor f(y) = y prowadzi odpowiednio do mediany i
$redniego odchylenia bezwzglednego (MAE).

Srednia wewnetrzna na danej rozmaitosci okreslana jest tez jako riemannowski srodek

masy, co dobrze oddaje jej sens.

4.2.4 Srednia wewnetrzna na okregu

Srednig i wariancje na okregu otrzymuje si¢ wybierajac f(y) = y? i metryke wewnetrzng okregu

4.1.1)
+m

V@) =5 [ dollo— o) 1n)0(@) a2

Odpowiedni wybor przedziatu catkowania pozwala pozby¢ si¢ funkcji modulo.”? Gdy ¢ €
—Tm, Q" +Tm),dlx—x)=|0— vide Uwaga 1 w podrozdz. 4.1.1.1).
¢’ @’ d ’ ¢ — ¢'| (vide Uwaga 1 w podrozdz. 4.1.1.1

¢+ +7r

V(6 / A — ¢')2p(¢) = /d¢&<¢+w> 425)

—TT
Wowezas
+m

My = arg rrdl)l/n V(¢') = arg rrdl)l/n / do ¢*p(¢p + @) (4.2.6)
-7

Srednia wewnetrzna na okregu jest zawsze okreslona, ale nie zawsze jest jednoznaczna.
Jednak, z wylaczeniem rozkladu jednostajnego, jest lokalnie jednoznaczna. Wraz z ciaglymi
zmianami ksztaltu rozkladu, przemieszcza si¢ w sposob ciagly. Jedli nie jest jednoznaczna,
poszczegolne jej wystapienia moga si¢ taczy¢ lub rozdziela¢ w miare cigglego znieksztalcania
rozkladu, ale nie mogg si¢ pojawiac ani znikac.

Istotna trudnoscia zwigzang ze Srednig wewnetrzna jest fakt, ze nie jest wyrazona wzorem

jawnym a procedura optymalizacyjng.? 2!

19 Nalezy rozumie¢ ten zabieg jako dostosowanie granic calkowania do prostszej nieokresowej funkcji podcaltkowej

(¢ — ¢')?, podczas gdy jej whasciwa okresowa wersja to <[¢ —¢'] [7,1.#,,))2. W przypadku zastosowania okresowe;
wersji funkcji podcalkowej, granice catkowania mozna przesuna¢ dowolnie, byle przedzial catkowania pokrywat
caly okrag. (Inaczej méwiac, punkt rozcigcia okregu nie gra roli.)

20 W przypadku rozktadéw dyskretnych optymalizacja moze przebiega¢ tylko zbiér dyskretny (najczesciej skonczony).
21]

21 Zaleta tej definicji natomiast (w kontekscie ogdlnej statystyki) jest fakt, ze traktuje $rednig i mediang na jednakowe;
stopie (vide podrozdz. 4.2.3), utatwiajac systematyczne proponowanie miar posrednich lub jeszcze innych.



[V OKRAG
4.2 STATYSTYKA NA OKREGU 32

4.24.1  Sprawdzian spdjnosci i w3or alternatywny

Ciekawym sprawdzianem konsystencji definicji sredniej wewnetrznej na okregu moze by¢
rozumowanie nast¢pujace. Niech $rednia bedzie polozona w punkcie . Jesli rozetniemy okrag na
antypodach owej $redniej, tj. w punkcie ptmi policzymy standardows $redniq na takim odcinku
(@) (4—n G4 POWINNA ona zgadzac si¢ z ¢ czyli wypasé posrodku odcinka. Jesli natomiast
wybierzemy dowolny inny punkt centralny o # ¢ i, konsckwentnie, punkt rozcigcia o £ T, to
$rednia na takim odcinku <¢>[a7w, atx] i€ wskaze automatycznie c.

Stwierdzenie, ze (5 jest $rednia wewnetrzna rozkladu p(¢) oznacza, ze funkcja Frécheta
osigga tam minimum d%; V(gzg) = 0.

Zatem
o+
Opnion = [ 466 p(0)=3 w2
o
Podczas gdy dla (¢>[a7ma+ﬂ] = f;::r do ¢ p(¢), gdzie o # (5, nic podobnego nie zachodzi.

Nie jest to oczywiscie dowodd poprawnoscei definicji ani procedury znajdowania $rednie;j
wewnetrznej, ale, jak powiedziano, sprawdzian spéjnosci. Formuta f;jf d¢ ¢ p(¢) nie moze
stuzy¢ za wzor jawny dla $redniej wewnetrznej, gdyz zalezy od ¢. Mozna jednak zauwazy¢, ze )

jest punktem stalym funkcji

¢+
f(¢) = / do ¢ p(®) (42.8)
¢’ —m
¢ = 12}/X f(9") 4.2.9)

co mozna potraktowac jako réwnowazna wobec (4.2.6) definicje sredniej wewnetrznej na okregu.
Uwaga 2

Ten ostatni wzo6r okazuje sie zgadza¢ z definicja zaproponowana (cho¢ innym jezykiem)
przez Trifonowa ([24], wz. 18 w zwiazku z wz. 8a). W niniejszej pracy jednak zaréwno wzoér (4.2.8)
jak 1 (w pewnym sensie bardziej fundamentalny) wzor (4.2.6) otrzymano wprost z zasad statystyki
na rozmaitosciach, mianowicie bardzo naturalnego warunku minimalizacji funkcji Frécheta
(wyrazajacej pewna laczna odleglo$¢ wszystkich punktéw zbioru od punktu dziedziny, jako
argumentu, por. podrozdz. 4.2.3).

4.2.5 Wariancja

Jako zZe w literaturze wystepuja rézne miary rozrzutu dla rozkladow na rozmaitosciach, ten rodzaj

wariancji nazywa si¢ niekiedy wariangja Frécheta. Nie jest to jednak powszechnie uzywany termin.
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¢;+7r

V, = H;)I/HV / do (¢ 2p(9) 2 (4.2.10)
inaczej Vy = P / do ¢*p(d + @) 4.2.11)

Uwaga 3

Wzo6r na wariancje okazuje si¢ bardzo podobny do zwyktego wzoru na ,,$redni kwadrat”.
Nalezy jednak dostrzec, ze jesli granice calkowania majg by¢ niezalezne od polozenia $redniej, to
argumentem funkcji gestosci prawdopodobienistwa musi by¢ polozenie katowe przesunigte o te

Srednia.
Uwaga 4

Nalezy pamigtad, ze obecno$é ¢ w granicach catkowania w (4.2.10) czy ogélniej ¢ w
(2.2.3) wynika wylacznie z dostosowania granic calkowania do prostszej nieokresowej funkcji
podcatkowej (¢ — ¢’)?, podczas gdy jej wlasciwa okresowa wersja ([¢p — ¢’ [—— ) wynika
wprost z postaci metryki Riemanna na okregu (wz. (4.1.1)). W przypadku zastosowania okresowe;j
wersji funkcji podcatkowej, granice catkowania mozna przesunaé dowolnie, byle przedzial

calkowania pokrywal caly okrag. (Inaczej moéwiac, punkt ,,rozcigcia” okregu nie gra wowczas roli.)
Uwaga 5

Wzor (4.2.12) ma na pozér taka sama postac jak formuta zaproponowana przez Trifonowa
([24], wz. 12) z tym, ze w niniejszej pracy:

o Centrum pakietu falowego” (na antypodach ktérego znajduje si¢ poczatek i koniec
przedzialu catkowania — punkt ,,rozcigcia” okregu), rozumiane jest nie jako dominanta
(cyt.: ,,m0st probable value of @) ale jako (zdefiniowana w podrozdziale 4.2.4) $rednia
wewnetrzna.

e Przedstawiony wzor wynika wprost z zasad statystyki na rozmaitos$ciach (por. Uwaga 2
w podrozdz. 4.2.4).

e Przedstawiono takze taki wariant wzoru na wariancje, w ktorym granice catkowania nie

zaleza od polozenia $redniej (ani innego ,,centrum”) (4.2.11).

Wobec powyzszych wyjasnien (Uwaga 4 1 Uwaga 5) zasadne zastrzezenia wobec propozycji
Trifonowa podnoszone m.in. w [25] nie maja zastosowania do propozycji przedstawionej w
niniejszej pracy.

Na koniec tego punktu dodamy, ze relacja V, = o2

znana ze standardowej statystyki
zmiennych euklidesowych nie ma prostego odpowiednika w statystyce zmiennych na okregu, gdyz

poszczegolne wlasciwosci odchylenia standardowego o znanego z statystyki w R™ wykazuje kilka

22 Czynnik 1/27 jest czysto konwencjonalny.
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réznych funkcji. W szczegoélnosci oy, := V'V nie pokrywa si¢ z punktem przegiecia o, gestosci
rozkladu pelniacego rol¢ rozktadu normalnego (vide podrozdz. 4.2.6).

4.2.6 Odpowiednik rozkladu normalnego
Szczegodlna rola jaka pelni rozklad normalny wynika z nast¢pujacych jego wlasciwosci:

e Jestrozkladem granicznym dla sumy zmiennych losowych w sensie centralnego twierdzenia

granicznego.
e Ma maksymalna entropi¢ wsrod wszystkich rozkladow o okreslonej sredniej i warianciji.
e Jest rozwigzaniem fundamentalnym réwnania przewodnictwa cieplnego (dyfuzji).
® Jego posta¢ odpowiada gestosci standardowego stanu koherentnego w R™ w przestrzeni

polozeniowej, pedowej, jak i funkcji Wignera (2n D).

Analogiem rozkladu normalnego z R™ jest w S!, nawiniety rozklad normalny (wrapped

normal distribution), inaczej rozklad theta.
1 —a g2
p(d) =05 (—¢ ,6_7> @.2.12)

normalizowany tak ze | :ﬂ d¢ f(¢) = 1. Uwaga: nie jest to normalizacja powyzszej funkcji jako
funkcji falowej, a jako gestosci rozkladu prawdopodobienistwa.
Ma on $rednia (wewnetrzna) M, 6.5 = (¢ 1 wariancje Vd), 5(02) — funkcj¢ rosnaca i

ograniczong taka, ze dla 0% < %2 zachodzi M s(0?) = o2

Jego pozycja jako ,,rozkladu normalnego na okregu” wynika z nast¢pujacych faktow:

e Powstaje on w wyniku ,nawinigcia” rozkladu normalnego z R na okrag (sumowanie
okresowe, vide podrozdz. 4.3.1).

e W przypadku rozkladu silnie skupionego (dla 02 < %2) sprowadza si¢ do rozkladu
normalnego.

e Obowiazuje dla niego odpowiednia posta¢ centralnego twierdzenia granicznego.

e Roéwniez jest rozkladem o maksymalnej entropii (dla oktreslonych M i V) w swojej

przestrzeni®.

e Rowniez jest rozwigzaniem fundamentalnym réwnania przewodnictwa cieplnego w swojej

przestrzeni.

e Jego posta¢ réwniez odpowiada stanowi koherentnemu w odpowiedniej przestrzeni.

23 Czesto to rozklad von Misesa wymieniany jest jako ten maksymalizujacy entropie. Jest to prawda jedynie, gdy
szukamy rozkladu maksymalizujacego entropie wérdd rozkladow o okreslonych: $redniej zewnetrznej i tzw.
»wariancji cyrkularnej” (ktéra jednak nie jest obliczana z uzyciem metryki Riemanna na okregu). Tymczasem tu
szukano rozktadu maksymalizujacego entropi¢ wsréd rozktadéw o zgodnych wewngtrznych miarach potozenia i

dyspersiji.
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4.2.7 Zewnetrzne miary polozenia i rozrzutu
4.2.7.1  Srednia zewnetrzna

Srednia zewnetrzna (extrinsic mean)?* obliczana jest za posrednictwem Sredniej na plaszczyznie.
+m +m

_ _ cos ¢ 5
M, g2 = / do xzp(¢) = / do [Sin ¢] | f(@)] (4.2.13)
Punkt ten lezy wewnatrz kola, chyba ze rozkltad p(¢) byl jednopunktowym (,,typu delta”).

Wéwezas tak usredniona wartosé kata ¢ wynosi

EM = atan2(M,, ) (4.2.14)

T
gdzie atan2(x) jest dwuargumentowa funkcja arous tangens, uwzgledniajaca tez kwadrant ukladu
wspolrzednych (vide uzup. 9.1).
Natomiast polozenie na okregu we wspolrzednych plaszczyzny mozna tez odczyta¢ przez

normalizacj¢ wektora M, do dtugosci 1.

M_ o2
EM(z) = —25 4215
R T 4219
Srednia zewnetrzna nie jest okreslona, gdy M, o R = [0,0]. W pozostatych przypadkach jest

jednoznaczna. Jej polozenie nie zalezy w sposéb ciagly od ksztaltu rozkladu na okregu. W
szczegblnosci, dowolnie mata zmiana ksztaltu rozkladu, przy ktérej M, g2 przechodzi doktadnie
przez $rodek kota, skutkuje przeskokiem E'M na antypody.

Jesli polozenie na okregu parametryzowane jest liczbg zespolong z = €', to $rednia na

plaszczyznie (zespolonej) obliczana jest nast¢pujaco

+7 +m
i= [ doeoo)= [ doeoisor 4216
2l <1
Odpowiadajace jej polozenie katowe mozemy wyekstrahowac jako argument gléwny.
EM = Argz 4.2.17)
Natomiast polozenie na okregu we wspotrzednych plaszczyzny (zespolonej)
z
EM(z) = 7 4.2.18)

4.2.7.2  Zewnetrne miary rogr3utu

Cho¢ miary te majq w niniejszej pracy mniejsze zastosowanie, scharakteryzujmy je krétko
z mys$la o kompletnosci wywodu w biezacym puncie. Konsekwentnie, zewnetrznga miara wariancji
powinno by¢ co$§ zwiazanego 2z wariancja na plaszczyznie. Wariancje w  przypadku
wielowymiarowym, mozna rozumieé jako macierz kowariancji Cov, = E(x — Z)(x — )7, jako
o

jej wyznacznik lub §lad V, = Tr Cov, = E(x — )" (x — &), przy czym warto$¢ oczekiwana T

24 W literaturze czesto $rednia ta nazywana jest ,,$redniq cyrkularng” (circular mean). Autor jest przeciwny stosowaniu
tego terminu jako mylacego, gdyz srednia ta nie jest obliczana na samej rozmaitosci okregu a poza nia.
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oblicza si¢ standardowo w R™. V_, wyraza (standardowa, 1D) watiancj¢ euklidesowych odleglosci

pomiegdzy punktami danych a ich $rednig w R™.
+m

Vege = / do ((cosp — )% + (sing —y)?)p(¢) =1 — Mz’RQ (4.2.19)
V%Rz S [0,1]. Jest to wariancja na plaszczyznie. Ma sens kwadratu pewnej odleglosci od punktu
M,,. W przeciwienistwie do przypadku $redniej zewngtrznej, gdzie rzutowanie na okrag wydawato
si¢ w miare naturalne, tu nie ma powszechnie uznawanego sposobu ,,przeliczenia jej” na jakos

rozumiang wariancj¢ polozenia katowego V¢. Mozna argumentowad, ze sensowng miarg bylby

(arccos| M, |)?, ale nie jest to szerzej znana definicja. W niniejszej pracy nie ma tez zastosowania,
totez zagadnienie to nie bedzie tu rozwijane.

W tej materii w literaturze panuje zupelny chaos pojeciowy. Klopotliwo$¢ stosowania
Scistej wariancji Frécheta i brak naturalnego jednoznacznego zwiazku pomiedzy wariancjg na
plaszczyznie a kwadratem jakiej§ dlugosci na okregu poskutkowala wprowadzeniem pewnych
innych miar rozrzutu. Nie byloby w tym nic zlego, gdyby nie nazewnictwo sugerujace, ze miary te

sa na okregu odpowiednikami wariancji lub odchylenia standardowego na prostej. Mamy zatem:

o 1—|M,| - ,wariancje cyrkularna” (circular variance)

e /—2In|M_| - ,cyrkularne odchylenie standardowe” (circular standard deviation)
o (1—M?)/2M? -, dyspersje cyrkularng” (circular dispersion)

Zadna z tych trzech miar nie ma prostego zwiazku z watiancja na okregu (w jego metryce
Riemanna) ani wariancja czy odchyleniem standardowym na plaszczyznie. Co wigcej, miary te nie

majq dostatecznie prostego zwiazku ze soba nawzajem.

4.3 Stany koherentne na okregu

Gdy przestrzenia konfiguracyjna jest okrag, mozna wskazac¢ nastepujace drogi skonstruowania

stanow koherentnych, ktére okazuja si¢ identyczne:

1. Sumowanie okresowe funkcji falowej (w reprezentacji polozeniowej) stanu podstawowego
oscylatora harmonicznego na prostej i generowanie pozostalych stanéw koherentnych przy
uzyciu operatora przesuni¢cia D.

2. Sumowanie okresowe funkcji falowych (w reprezentacji polozeniowej) standardowych
stanéw koherentnych |Z, p) na prostej.

3. Przyjecie za stan podstawowy na okregu jadra cieplnego (tez na okregu) dla parametru
»Czasu” T okreslajacego stopien dyspersji stanu i wygenerowanie pozostatych stanow jak w
punkcie 1.

4. Znalezienie przy uzyciu operatora anihilacji relacji rekurencyjnej pomiedzy abstrakcyjnymi
stanami koherentnymi parametryzowanymi liczba zespolong &, rozwiazanie rekurencii,
rozwinigcie stanu w bazie pedowej i zinterpretowanie parametru § jako polozenia w

przestrzeni fazowej w parametryzacji zespolonej. (Ogdlnie: [15], na okregu: [16])
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Ponadto w literaturze spotyka si¢ inne nieréwnowazne propozycje stanow koherentnych.

4.3.1 Sumowanie okresowe

W tym podrozdziale przedstawiamy metode sumowania okresowego w ogdlnosci bez odniesienia
do funkgcji falowych.
Dowolng funkcje f: R — C mozna przeksztalci¢ w funkcje okresowa

+0o0
= > fle+kT) (43.1)

k=—o0
Funkcje fr(x) mozna traktowaé jako funkcje okresows fr: R — C o okresie T, lub jako funkcje
fr:T — C,gdzie T = R/ (TZ) jest prosta modulo T lub okregiem o obwodzie T'.
Mozna jg wyrazi¢ jako splot (konwolucj¢) danej funkeji (catkowalnej) z tzw. grzebieniem Diraca,

inaczej ,,funkcja’” sza (vide uzup. 9.1):

Z §(x + kT) Z einFt 432)

k=—00 n——oo

gdzie §(x) jest delta Diraca, a wigc W, () réwniez jest dystrybucja.

fr( / dz’ f(z")o(x" — x + kT :/dx’f(:c’)l.IJT(x’ —x) 4.3.3)

k=—0c0

Po dalszych przeksztalcemach

+o00

1 = 2n V2T 27
— % / inF(z—az’) _ in2x rT
fr(x) T / dz’ f(x )n_E_OOe T 2 emnTe f <n —T) 4.3.4)

gdzie wspotczynniki szeregu Fouriera fN (n27/T') sa réwne ciaglej unitarnej transformacie Fouriera
funkcji f probkowanej co 27/T. Jest to tres¢ tzw. formuly sumacyjnej Poissona.

Dla okregu o promieniu 7

fomr (@) = > f(ro + k2ar) 43.5)

k=—o0

Warto zauwazy¢, ze przedstawione tu sumowanie okresowe jest szczegdlnym przypadkiem

transformacji Zaka?.

(Tf)(q, A Z f(r¢ + kL)etkt

k=—o0
dla L = 27r i A = 1. Ogdlniej transformacje t¢ zastosowano w podrozdziale 4.3.4.1.

Poniewaz przedmiotem zainteresowania w tym rozdziale jest okrag jako samodzielna
rozmaito$¢, bez odniesienia do przestrzeni zanurzenia (dokladniej wlozenia), w szczegélnosci jako
rozmaito$¢ odpowiadajaca katom orientacji lub obrotu, promien jest bez znaczenia 1 mozemy
przyja¢ r = 1. Woéwcezas miara kata jest liczbowo réwna dlugosci tuku. Jednak, gdy jednostki na

osi polozenia wybrano tak ze stan koherentny na prostej (wykorzystywany w konstrukcji stanu na

25 Transformacje Zaka okresla si¢ tez nazwiskami Gel’fanda, Weila i Brezina.
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okregu) ma szerokosc s = 1, skala przestrzenna zostala juz zafiksowana i nie mozemy jednoczesnie

swobodnie ustali¢ jej wyborem 7 = 1. Nalezy zdecydowac si¢ na jedno z dwojga:

e narzuci¢ 7 = 1, a dyspersj¢ stanu na prostej s pozostawic jako parametr swobodny,

e narzuci¢ § = 1, a promieni okregu 7 pozostawic jako parametr swobodny.

Pierwsza mozliwos¢ wydaje si¢ bardziej dogodna do opisu statystycznego, zas druga jest zgodna ze
zwyczajowym opisem stanéw koherentnych na prostej.
Sumowanie okresowe funkcji dziala tak, jakby 0§ argumentéw styczng w punkcie ¢ = 0 do

okregu o promieniu 7 = T'/27 obustronnie nawinaé¢ na éw okrag i zsumowaé warto$ci funkcji

odpowiadajace poszczegdlnym punktom okregu a rézniace si¢ liczba ,,nawinie¢”.
4.3.1.1  Kwestia normalizagi

Jako ze w podrozdziale 4.3.1 omawiano sumowanie okresowe bez odniesienia do funkcji falowych,
warto zwroci¢ uwage na dwojaka mozliwos$¢ normalizacji otrzymanej funkcji. Jesli pracujemy w
kontekscie ogdlnej statystyki kierunkowej, zaréwno funkcja f na R jak i fy, na S* zazwyczaj sa
gestosci prawdopodobiefistwa. Natomiast w mechanice kwantowej funkcjami tymi sig funkcje
falowe. To co podlega normalizacji, to, zgodnie z drugim aksjomatem Kolmogorowa,

prawdopodobiefistwo. Zatem musimy odréznia¢ warunek normalizacji f,,:

e jako gestosci prawdopodobiefstwa L J:T do for(¢) =11
e jako funkcji falowe; f_t:r d| for ()° = 1.

4.3.2 Generowanie stanéw koherentnych na okregu przez sumowanie okresowe

Istotng cechg stanéw koherentnych jest mozliwos¢ wygenerowania ich ze stanu podstawowego
(lub innego stanu koherentnego o znanych parametrach) przy uzyciu operatora przesuniecia |a) =

ﬁ(a) |0). W tym celu trzeba znaé postaé stanu |0) oraz operatora D.

Dalej rozwazona bedzie tez ewentualnos$¢ antyokresowych warunkéw brzegowych.
4.3.2.1  Stan podstawowy

Funkcje falowa podstawowego stanu koherentnego na okregu mozna otrzymaé metoda sumowania
okresowego funkcji falowej standardowego stanu kohetrentnego (na proste)) g(x) = e /2N
bedacego stanem podstawowym x = 0, p = 0 (tu, dla prostoty, bez czynnika normalizujacego). W
toku sumowania okresowego zmienna = odmierzana jest wzdtuz okregu, totez x = (¢ + k2m).

Poprzez bezposrednie sumowanie:

Ra 2,2
foo(@) =N Z g(r(gb + k27r)) = NZ@JW% —
%

k=—oc0
N\/ﬁ 0 (é e_2i2>
Vom0 2

(4.3.6)

2
Inaczej N(h/2mr?)~Y20,(4/2|ih/2mr?). Funkcja theta Jacobiego typu 3 zdefiniowana jest

T

nastepujaco: 03(2,q) = 05(2[7) := 3 q"" € gdzic q = €™ jest tzw. nomem (nome) a T —
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parametrem kraty (lattice parameter) (vide uzup. 9.1). N jest (ustalonym dalej) wspdlczynnikiem
normalizacyjnym.
Latwiej, bo niemal bezposrednio z definicji, funkcje t¢ mozna obliczy¢ z uzyciem wzoru

sumacyjnego Poissona (4.3.4):

n2h N\/_ i
eln¢ 6_2"' = (— 6_27‘2) 4.3.7
Joo @ NoT nZ_;O V2mr? s 39

W dalszej czeéci pracy sumowanie okresowe wykonywane jest wzorem sumacyjnym Poissona;

zawsze jednak mozna wykonac je wprost z definicji sumowania okresowego jak w (4.3.1).

Stany wlasne |@) operatora e*® wyznaczaja baze polozeniowa na okregu indeksowana

przez katy ¢. Scisle rzecz biorac stany te nie sq normalizowalne lub inaczej, sa normalizowalne ,,;w

sensie Diraca” tj. (P|¢) = 5= foo  gilo—ek — >, 0(¢— ¢ +k2m) =Wy (¢ — ¢), wiec

k=—o0
nie naleza do L?(—m, +). To samo dotyczy jednak i |z) w R". Krétkie oméwienie kwestii bazy
na okregu mozna znalez¢é w [19] a nieco obszerniejsze w ([26], podrozdz. 6.6).

Stan podstawowy wyraza si¢ w reprezentacji polozeniowej przez
+m

0,0) = / dfoo(6) |0) 438)

4.3.2.2  Operator przesuniecia D

i(16—aJ)

Operator przesunigcia D(a l)=-¢e" ma postac analogiczng do przypadku R. Operator ten

ulega rozkladowi na czynniki e’ i(16-af) — 4ol g—ial

4323 Stany|a,l)

Stany koherentne o parametrach « € (—, +7],l € Z powstaja ze stanu podstawowego pod

dzialaniem operatora D.
+m

o 1) = D(a, 1]0,0) = / 0 foo () €107 | ) =

—T

wtx (4.3.9)
—e / o foo(® — ) e'|¢7)

Tak wiec funkcja falowa

for(@) = e 20 f (¢ — a) =

—ila/2

NVh
Vv 2mr?

jest globalnym stalym czynnikiem fazowym.

ezlogildg, <¢ga,e_#> (4.3.10)

przy czym e
4.3.24  Normalizaga stanu

Funkcja f,,;(¢) podlega normalizacji jako funkcja falowa stanu uktadu kwantowego (vide uwagi w

podrozdz. 4.3.1.1) f+ﬂd¢|fal( )|2 =1
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+7
d¢ 2_N2h d¢ ~— —izh ; 2 in(¢p—a) _
| it —W/% bl (5 estemen) -

77TN2h (nZ+m2)n ) N2%h a2 N?h o
27r7“226 22 e imTmagine(m(m —n)) = Ze 2r? = 972 0; (076 ’“2)

)

Powyzej funkcja sinus cardinalis sinc(x) brana w punktach 7(m —n), m,n € Z dziata w

sumowaniu po m lub n jak delta Kroneckera d,,,,. Zatem N = /2772 /hf,(0, e /%),

e 2la zl¢> QS —« h
far(@) = —0; ( 5 e 2’“2> 43.11)
0, (O,e T2>

4.3.3 Przemienno$¢ sumowania okresowego i przesuwania stanu

Zauwazmy teraz, ze ten sam wynik otrzymujemy niezaleznie czy startujac ze stanu podstawowego
na prostej:
® najpierw przy uzyciu operatora D «p(Z,p) wygenerujemy pozostale stany koherentne na
prostej |Z, p), a nastepnie metoda sumowania okresowego przeksztalcimy je w stany na
okregu |, 1), czy tez
e najpierw stan podstawowy na prostej przeksztalcimy w stan podstawowy na okregu, a

nast¢pnie za pomoca E@ s(a, 1) wygenerujemy pozostale stany koherentne |, 1),

Funkcja falowa stanu koherentnego na prostej jest (dla prostoty bez czynnika
normalizujacego)

(xfm) px pT

975 (aj) — e 2 erhe ton (4.3.12)
Zgodanie z ideg sumowania okresowego wyrazmy (jeszcze nie wysumowang) funkeije gz (x)

jako funkcje ¢,,;(¢) zmiennych ¢, a,l € R:¢p = x/r, a0 = & /1, | = pr/h.

ooy —ile
gur(#) = ¢ loe 4313

We wzorze sumacyjnym Poissona (4.3.4) wystepuje transformata Fouriera sumowanej
funkcji
n2h - 2 o
Goy(n) = e aemamihs) oy B ity (4.3.14)

Wowczas

= o—a __n
¢)=N > e"G,(n) = Negoeillo "‘)93( ,e 2r2> (4.3.15)

n=—oo

OczywiScie ten sam nik mozna otrzymaé przez bezposSrednie sumowanie funkciji
yw. wy Yy

Zkz gal<¢ + 1{3277)

Po normalizacji

eil(qﬁ—a) (b —a
fa(9) = —h 0 ( 9 ,€ 2r2> (4.3.16)
0, (O, e 2)

Wynik ten zgadza si¢ (z doktadnoscia do globalnego stalego czynnika fazowego) z (4.3.11).
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4.3.4 Uogolniona okresowos¢

Otrzymany w poprzednim podrozdziale wynik mozna uogélni¢. Zauwazmy, ze sumowanie
okresowe w zwyklej formie zaklada zwykla okresowos¢ docelowej funkgji; jest jednak mozliwe
uzyskanie funkcji o okresowosci uogélnionej przez wprowadzenie fazy.

Splot (4.3.3) powinien by¢ wykonany ze zmodyfikowana funkcja s3w (grzebien Diraca z
taza, vide uzup. 9.1).

4.3.4.1  Sumowanie kwaziokresowe

W analogii do definicji funkcji sz (4.3.2) wprowadzmy grzebien Diraca z faza zdefiniowany

nastepujaco:

+o0o
W, ()= Y 8t —kr)e™ ™ =W (£ =

k=—00
oo Yoo (4.3.17)
1 jA2mt Z jn2mt 1 Z i(n+>\)27rt
—_— — e T e T = — (& T
T n=—oo T n=—oo

Przy czym znak wykladnika mozna wybra¢ dowolnie. T oznacza pseudookres, A to faza (liczona w
obrotach) dodawana do wartosci funkeji po kazdym pseudookresie. A € R\Z . Tak wigc pelen
okres T =1/ \.

Funkcja ta znajduje zastosowanie w uogolnieniu sumowania okresowego, na

kwaziokresowe z faza.

+o00

\() = / 4’ g(& WU\ (6" — &) =

—00

1 RACS : 27/ 4/
= d / [ 71(”“’»)‘)7(4) 7¢) —
/ ¢"9(") > e

n=roe (4.3.18)

— lz PRISUEDN / Ao’ g(¢)e 10" emid" 5 —
T n N —— —

gT,>\(¢/)

2T . ox 2w 2T
=R S (n)
n

.

)

T T

W przypadku funkcji o uogdlnionej okresowosci na okregu pseudookresem jest kat petny 2.

1 ‘ o, .,
F9) = g3 e [ et gfgnye e =

—

9x(¢") 43.19)

eid))\ o
\/ﬁ Z ez(z)ng)\ <n>

W istocie przeksztalcenie to jest rOwnowazne transformacji Zaka

TH@N = 3 fla+ kD)t

k=—0c0
dla L = 27r i A € R\Z. (por. podrozdz. 4.3.1.)
Stany koherentne na okregu poprzez transformacje Zaka standardowych stanéw

koherentnych na prostej i to od razu w uogolnionej okresowosci otrzymali de Bievre 1 Gonzalez
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(vide Gonzalez i del Olmo [27]). Przypomnijmy, Zze na mocy argumentéow [16] (por. podrozdz.

4.3.4.2) jedynymi dopuszczalnymi wariantami tej okresowosci sa watianty z A = 01 A = 1/2.

4.3.4.2  Stan koberentny na okregu o nogdlnionej okresowosci

Funkcja ¢ 2z faza g,(¢) = e @"7"/2e @ 4 jej transformata Fouriera §,(n) =

\/W e—(n+)\)2h/2r2 )

Stan prézniowy:

h (n+2)2h
foor(@) =N er o ein —

2772

h A Ah
=N - e*ﬁezq»\gg (M , e#)
2rr 2

(4.3.20)

Przesuniecie do stanu «, [:

fair(@) = e_%laeil(bfoo((? —a) =

3 2 — XA /12 (4.3.21)
= Ny[oy e 2te HaeioliNg, (¢ o+ iAh/r ,e#>
2mr 2

Normalizacja przebiega analogicznie jak w podrozdz. 4.3.2.4 lecz wspdtczynnik zalezy od A.
+7

d N2h 2, _n? = R
/ 2¢ |f0(¢)|2 :2 2 - / < e 2r 2€Zn OC—H)\ ) < e 27‘2’ ezn(d) OC—"_1’>\»,~,2)> =
™ r Z _E_OO:

n=—oo
—Tr

Nzﬁ A2h (n2+m2)n B h
— § e 272 —i(m— n)oce i(m+n)A\ly i SlIlC( (m _ n)) —

27r7“2
N A A22h 7n22h —ion )\L N2h ,&Qﬁ _h e
S—5€ 7 e 22e =€ 203N, er
- 2r i 27 T
Ostatecznie:

oo pid(1+) ¢—a+ih/r? i
)93 ( )€ ) 4.3.22)

ocl)\
\/ 0, (1A hz , e o 2
4.3.4.3  Premiennos¢ sumowania okresowego i presunigcia w prestrent fazowel w prypadkn nogdlnionyms.

Rachunki analogiczne jak w podrozdziale 4.3.3 dowodza, ze taki sam (z doktadnoscig do globalnej
fazy) stan otrzymuje si¢ przez sumowanie kwaziokresowe funkcji falowej stanéw koherentnych na

proste;.
4.3.4.4  Prypadki szezegolne

W przypadku okresowym A = 0, wzor (4.3.22) sprowadza si¢ do ustalonego wczesniej

o blor gidl b—a
faro(®) = — 0, ( 5 ¢ 2’“2> (43.23)
0 (0 e r2>

W przypadku antyokresowym \ = %



43

e zla z¢>(l+) (QS_OK Zh _L>
3 2 —

Oél/z 1
\/9 27'2 e

I-1)a el l
= ¢ * ’ 0, <¢;a,6_2i2>
0, (O, eiﬁ)

(4.3.24)

4.3.4.5  Interpretaga nogdlnionef okresowosci

Latwo zauwazy¢, ze parametr A dodaje si¢ do [ tak jakby stan podstawowy charakteryzowal si¢
momentem pedu A. Rozumowanie przedstawione w [16] wyklucza wartosci A = [ inne niz 0 lub

Y2. Pozwala to na interpretowanie stanéw f,;, jako bozonowe, a f,;,, jako fermionowe.

4.3.5 Stany koherentne typu jadro cieplne na okregu

Koncepcja stanéw koherentnych typu jadro cieplne (beat kernel coberent states, HKCS) zostala
wprowadzona przez Halla w przypadku zwartych grup Liego [28] i uogélniona na zwarte
przestrzenie symetryczne przez Stenzela [29]. Zagadnienie to oméwiono kompleksowo w [17].
Przedstawiono tam stany koherentne dla sfer dowolnego wymiaru S™ C R™"1, przy czym sfery o
wymiarze 1 nieparzystym sa grupami Liego, a te 0 wymiarze parzystym sg strukturami ilorazowymi
grup Liego.

Zgodnie z ta koncepcja role funkcji Gaussa w przestrzeniach jednorodnych petni jadro
cieplne (beat kernel), czyli rozwiazanie fundamentalne réwnania przewodnictwa cieplnego w danej

przestrzeni z warunkiem poczatkowym typu delta Diraca.
4.3.5.1  Zagadnienie prewodnictwa cieplnego na prestrzent konfiguracyjne

W przypadku okregu laplasjan (w naturalnym dla okregu ukladzie wspolrzednych biegunowych)
Ag = 0%/0¢>.
Roéwnanie przewodnictwa cieplnego (z okresowymi warunkami brzegowymi i warunkiem

poczatkowym w postaci delty Diraca w ¢ = a) ma postac’

SAsT(6.0) = 5 7(6,1

f(o,t) = f(o+ 2m,t) (4.3.25)
lim f(¢,t) = (¢ — )

=0+
gdzie §(¢ — ) rozumiana jest z uwzglednieniem modularnej natury katéw jako W, (¢ — ) (vide
uzup. 9.1). Po ograniczeniu dziedziny do dowolnie wybranego przedzialu o dlugosci 2,
dystrybucja ta staje si¢ na powr6t zwykla delta Diraca.

Rozwiazaniem tego zagadnienia jest

( & ) 1 RS (p—a+k2m)? 1 0 (qb —« z)
a,o,T) = e = ,e7s 4326
P V2T 27 0\ 2 4220
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7 = h/r?, gdzie promien 1 wyrazono w jednostkach Vh, jak x. Zauwazmy, ze szerokos$¢ gausianu
na prostej e~ (@=E)?/2h — g=(9—a)?r?/2h jako funkcji & wynosi s, = v/h a jako funkcji ¢ wynosi

Sy = V/h/r.2 Parametr T nie jest parametrem czasu dla fizycznej ewolucji otrzymanych stanéw.
Uwaga 6

Tu nalezy podkresli¢ réznice pomiedzy geometria euklidesowa a geometrig na okregu (ogdlniej:
sferze). Mianowicie sfera ma naturalnie okreslona skale. W R™ zmiana odleglo$ci miedzy punktami
(wymiaréw figur) moze nastapi¢ proporcjonalnie, bez naruszenia podobiefistwa geometrycznego,
totez taki przeskalowany przypadek zawsze mozna sprowadzi¢ do pierwotnego z uzyciem jednego
czynnika skalujacego (ktory najczesciej ukrywa si¢ przez wybor uktadu jednostek). Tymczasem na
sterze tylko figury przystajace sa podobne. Zatem na okregu jadra cieplne dla réznych parametréw
T r6znig si¢ nie tylko skala wzdluz ¢ (jak ma to miejsce w przypadku gaussianu w R™). Mozna na
to patrzec tez nast¢pujaco. Cho¢ funkcje Gaussa o rézniej dyspersji na prostej mozna przeksztalcié
jedna w druga przez transformacj¢ argumentu I, to po ,,nawinigciu” jednej i drugiej na okrag o
danym obwodzie (sumowaniu okresowym, vide 4.3.1), otrzymane funkcje beda réznily sie
,ksztaltem” a nie tylko skala wzdluz ¢.

Ogolniej jadro cieplne na sferze S™ [17] mozna rozpatrywaé jako funkcje p(@, @, T) gdzie
., x € S", ale wchodza do funkcji p za posrednictwem odleglosci geodezyjnej 0 zdefiniowane;
relacja cos @ = x, - x /12 7.

Funkcja p(x, &, T) ma jednoznaczne rozszerzenie analityczne do p 4~ (@, , T) polegajace
na zamianie €, — a € SE, tyle e teraz § = arccos(a - x/r?*) € C. W przypadku okregu 6 =

¢ — (a+ilh/r?), gdzie | jest momentem pedu wyrazonym w jednostkach f.

1 <= _(0+k27)2 1 0 T
pacla,z,7) = e 7 =——=0, (—,e 2) 4.3.27)
T

V21T 27 2
Stan koherentny (nieunormowany) jest rowny jadru cieplnemu dla
cos(a — ilh/r?)
sin(a — ilh/r2)]
z parametrem 7 = f1/12.

fau(9) = %93 (g’ €%>

h
T
2

N, ¢—a—illy )
No 2 ’ B

125

Nrexr? p—o  _n
— L (4)*&)9 2
V2rh ‘ ° ( 2 7 )

Za$ po normalizacji:

(4.3.28)

26 Szerokos¢ te oznaczono litera S, rezerwujac 0?2 =s? /2 do oznaczenia wariancji polozenia w stanie opisanym
funkcja falowa e~ (@=2)%/2s%

27 Wielowartosciowo$¢ odwrotnosci kosinusa nie gra roli, gdyz otrzymana funkcja p ma taki sam okres jak zmienna
katowa na okregu.
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eil(d>fa) ¢ —a  _n
far(®) = ——0; ( e 2’"2> 4.3.29)
0, (O,e 2r2)

Oznaczmy % =:0?, gdzie 0 jest bezwymiarowym parametrem dyspersji w zmiennej
polozeniowej. Jest to parametr opisujacy w pewien (sprecyzowany dalej w podrozdziale 4.3.9)
sposob dyspersje stanu, lecz nie ma prostej interpretacji jako odchylenie standardowe ani jako

wariancja polozenia, ani jako ich prosta funkcja.

4.3.6 Roéwnowaznos¢ przedstawionych konstrukeji stanéw koherentnych na okregu
Stany koherentne otrzymane czterema drogami:

1. Przez sumowanie okresowe stanu |00) na prostej i przesuwanie wyniku operatorem
D(a, 1)
2. Przez sumowanie okresowe stanéw |ZD) na prostej

3. Jako przedluzenie analityczne jadra cieplnego na okregu
4. Metodg [106] (vide poczatek podrozdz. 4.3)

sq identyczne (ewentualnie z dokladnoscia do globalnej stalej fazy). Beda nazywane stanami
koherentnymi typu jadro cieplne (heat kernel coberent states, HKCS).

Nalezy podkredli¢, ze metodami 1, 2 i 3 obliczenia przeprowadzono tu i wyniki
przedstawiono dla dowolnej szerokosci stanéw charakteryzowanej parametrem o2 = s%/2 =
h/2r? .

Stany antyokresowe uzyskano tu metodami 1121 poréwnano je ze stanami antyokresowymi
otrzymanymi metoda 4. Sa zgodne z tym, ze w [16] ograniczono si¢ do przypadku z 0% = /2?2
czyli 82 = h/r?.

Autorowi nie jest znany sposob na wprowadzenie stanéw antyokresowych wylacznie
poprzez jadra cieplne (bez przesuwania stanéw w dziedzinie pedowej), ale niewykluczone, ze
sposobu takiego dostarcza dalsze badania.

Odmienne, nieréwnowazne podejécia do problemu standéw koherentnych na okregu kréotko

omoéwiono w podrozdziale 4.3.7.

4.3.7 Alternatywne propozycje stanow koherentnych na okregu

W literaturze przedmiotu obecne sg tez odmienne propozycje stanéw koherentnych na okregu. W

szczegolnosci warto wspomnie¢ podejscia

e Bluhma, Kostecky’ego i Tudose (BKT) [30] — gdzie stany koherentne zdefiniowano jako

stany minimalizujace specjalnie wybrang relacje nieoznaczono$ci na plaszczyznie

0i0gns = 3|(cos ¢)|, przesuniete nastepnie wzdtuz okregu o ov.

28 Wskazanie za razem parametru dyspersji funkcji falowej s i parametru dyspersji gestosci prawdopodobiefistwa o
(odnoszacych si¢ wprost do rozkladu na prostej, jeszcze ,,nie-nawini¢tego”) pomaga uniknaé¢ pomylenia jednego z
drugim.
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e Chadzitaskosa, Lufta i Tolara (CLT) [31] — polegajace na obcieciu gaussowskiej funkcji
stanu podstawowego na prostej do przedzialu [—m, 47|, ,sklejeniu” jego koncéw i

wygenerowaniu pozostalych stanéw operatorem przesunigcia.

Obydwa zostaly oméwione w [6] 1 porownane w szczegolnosci pod wzgledem wlasciwosci
ich funkcji Wignera. Jesli za wskaznik ,,klasycznosci” standéw wziac rozmiar tej czesci przestrzeni
fazowej, na ktorej W < 0, propozycje BKT i CLT okazuja si¢ mniej ,,klasycznymi” niz HKCS.
Tutaj autor pozwoli sobie wspomnie¢, co w jego opinii jest staba strong propozycji BKT i CLT w
poréwnaniu z HKCS z bardziej fundamentalnego punktu widzenia.

Stany BK'T minimalizujg zasad¢ nieoznaczonosci nie tyle dotyczaca katow ¢, co ich rzutdéw
na osie ukladu wspélrzednych na plaszczyznie, w ktorej zanurzony jest okrag. Tymczasem okrag

powinien by¢ traktowany jako samodzielna rozmaito$¢ bez odniesienia do przestrzeni zanurzenia.

Funkcja falowa fEET(¢) = eill¢—alescos(o=a) /| /T (2s), adzie s jest parametrem dyspersji w
momentach pedu, czyli jedna z postaci parametru $ciesnienia (squeezing), nie bez powodu
przypomina rozklad von Misesa. Rozklad ten jest jedna z préb znalezienia odpowiednika rozkladu
normalnego na okregu. W istocie maksymalizuje on entropi¢ informacyjng (podobnie jak czynil to
rozklad Gaussa na prostej) wsréd wszystkich rozkladéw na okregu o danej Sredniej zewnetrznej 1
danej ,,wariancji cyrkularnej”®. Rzecz w tym, ze obydwie te miary sa zdefiniowane na plaszczyznie,
nie za§ na samej rozmaitosci okregu. Jesli zastapimy je miarami wewnetrznymi, rozkladem o
maksymalnej entropii i prawdziwym odpowiednikiem rozkladu normalnego bedzie rozktad #heta
(nawiniety rozklad normalny, wrapped normal distribution). Ogdlniej, w kazdej przestrzeni jednorodnej
odpowiednikiem gestosci rozkladu normalnego jest odpowiednie jadro cieplne.

W przypadku stanéw CLT zastrzezenia budzi samo obciecie dziedziny funkcji Gaussa i
sklejenie konicow przedziatu. Otrzymana funkcja na okregu nie jest rézniczkowalna na antypodach
punktu skupienia (w [ £ 71'](7#’ +a))- Wady tej nie ma funkcja gaussowska nawinicta na okrag jak

w podejéciu wybranym w niniejszej pracy.

4.3.8 Podstawowe wlasciwosci standw koherentnych na okregu
4.3.8.1  Kwadrat moduin

W przypadku standardowych stanéw koherentnych zaréwno modul funkcji falowej, jak i jego
kwadrat (gesto$¢ prawdopodobienstwa) wyraza si¢ funkcja gaussowska. Na okregu, kwadrat

modutu funkcji falowej ma juz nieco inna posta¢ od samej funkcji (w module). Wynika to z definicji
tunkcji theta.

1 —a )\’
0P =ty (L5 e ) =
3 <O’e ) ) (4.3.30)

gdzie k(x) = zg%zﬂ).

29 Uzywane tu terminy circular mean i circular variance sa mylace, gdyZz nie s3 miarami okreslonymi na samej
rozmaitosci okregu.
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Kwadrat modutu funkcji falowej w reprezentacji polozeniowej stanu koherentnego |, [) nie zalezy
od momentu pedu [ parametryzujacego stan. Dotyczy to stanéw w chwili ¢ = 0 lub stanéw w
obrazie Heisenberga. Gesto$¢ prawdopodobienstwa w stanach w obrazie Schrédingera
ewoluujacych w czasie oczywiscie zalezy od .

Kwadrat modutu funkcji falowej f(¢) stanu koherentnego |, I) przedstawia Wykres 1.

Wykres 1 — Gestosé prawdopodobieiistwa w stanie koberentnym na okregn ilustrowana jako wysokos¢ nad okregiem

4.3.8.2  Rogklad jednosci

Stany koherentne na okregu tworza uktad nadzupelny. Jest to bezposrednia konsekwencjq istnienia

rozkladu jednosci w bazie tych stanéw i ich nieortogonalnosci.

Stan koherentny ma w reprezentacji polozeniowej posta¢ |, 1) = [ J:T do [ (0)|o)
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ez el dp—a
far(@) = —0; ( 5 € 2"2> “331)
0, (O,e r2>

Niech [¢) = [ ;ﬂ do P(¢)|¢p) bedzie dowolnym stanem. Jego rzut na stan koherentny wynosi

(1) = / 90 ¢ (Byud) =

2w
o E— 4.3.32)
Oznaczmy
too T
:l_zoo/g—jm,l)(a,ﬂ
Istotnie, N

Aly) = f /do‘/% Fur)16) /%fams)w(d):

—T

(g )y [ s (¢

IEx
i/ 5 U3 (¢_a76#>2¢(¢)|¢>=%/ @93 (0,e72%) ¥()|9) =

=k
I/Z

0, <O 672%> J 2 0 (O,e 3 ) 27
- / 99 58)16) = 1)
Za?é:m

/ —|a Wl =1 (4.3.33)

4.3.8.3  Przekrywanie si¢ stanow, jadro reprodukujqce

Stany koherentne na okregu nie sa ortogonalne.

+m +m
B d¢ . _ 1 o k_1e S 2 (ot mB) yitntm)g _
@18, = [ 52 (o) o) = ——— o3 [ Gt Y eilnsm)o
“r 3\ -7 m=—o0
= mn m€<n22+:g2)nei(na+m5) sinc <ﬂ-(n +m + (k — l))) =
(k=0)2h .
T o2 i(k—1)B — —l h 3
(0,18, k) = ————6, ((ﬁ A 2( Ll ‘5_2> (43.34)
93 (0,6 7'2)
Inaczej:
(k=0)2n .
Tz gilk—la —a)—ilk—=1)h/r? J
(o 118, k) = —— 0, ((5 %) 22< VT e‘) (43.35)
93 (0,6 T2)
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Nieco dluzsze rachunki daja wersje symetryczng na o i 3.

<a7 llﬁ? k) =
(12+k2)n

e e ez(lﬁ#m)g ((5_a) +i(k+1)h/r? e_%> B
0 (0, e_:_12> ’ 2 ,

(4.3.36)

(1—k)2h

e_ ;rz ez(k+l)(5 ) 93 ( 2 ) € r

= h

05 (0,¢7*) l92 (5 —

k+1=2n

a,eri?> k+1l=2n—1

ne’z
Funkcja (a, I| 3, k) pelni role jadra reprodukujacego.
4.3.8.4  Stan koberentny w reprezentacji pedowej

Przez reprezentacje pedowa nalezy rozumie¢ tu baze rozpieta przez stany wlasne operatora

momentu pedu jak w podrozdziale 4.1.5.

/ 90 oo g, () =

——loc
— E e 2T2€—zno¢ d¢ i(l+n—j)¢p
27r

03 (O’ € ’"2> e - @.3.37)
= Bt inc(m(l+n—j)) =
93(0,6T)Ze 2 “sinc(mw n ]
_ e B —ija
0 (O, efr%)
n——oo‘fo‘l ’ =1

4.3.8.5  Alternatywna postal worn

Pewien wglad w natur¢ funkcji falowej stanu koherentnego daje rozdzielenie jej na czes§¢

gaussowska dominujaca w otoczeniu centrum rozkladu i pozostala cze$¢ istotna blizej antypodow.

1 1 2 . 2
EO?) (g"ﬁ) = e‘¢793(z¢7r,e_2“ ) (4.3.38)
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2.0

] )
@3(—Nr¢,e 2 )

46,

0.5

-15 -10 -5 0 5 10 15

Wykres 2 — Rozktad funkgi theta na czesé gaussowska dominujacq w otocgenin centrum rozktadn i pozostaty czes¢ istotnq blige
antypoddw

4.3.9 Wlasnosci statystyczne stanow koherentnych na okregu

Wilasnosci statystyczne stanéw koherentnych na okregu zostana przeanalizowane
konsekwentnie w ramach statystyki zmiennych o topologii okregu (vide podrozdz. 4.2). Na potrzeby
okreslenia wielkosci statystycznych, funkcja falowa stanu koherentnego zostanie zapisana z
parametrem dyspersji 02 = h/2r? wyrazonym jawnie.

ila
ez elld o —« 2
= 0 ( e’ ) 43.39
fa(9) AN (4.3.39)

Parametr ten odpowiada wariancji polozenia w stanie koherentnym na prostej (gaussowskim)3,

ktory w wyniku sumowania okresowego daje dany stan koherentny na okregu (por. podrozdz.
4.3.1).

4.3.9.1  Srednia

Srednia (wewnetrzna) polozenia na okregu znajdowana jest poprzez minimalizacje funkdji

Frécheta.
R :
V / - o ; ( — G2>
(¢") 300,27 / 5 Vs 5 ¢ (4.3.40)
¢ = arg T%in V(¢')=a @.3.41)

Natomiast §redni moment pedu moze by¢ obliczony w ramach statystyki zmiennych
euklidesowych lub odczytany z postaci funkcji falowej w reprezentacji pedowej (4.3.37). (Latwo
sprawdzi¢, ze tez minimalizuje funkcj¢ Frécheta, jak na wartos¢ oczekiwang przystato.)

1=1 (4.3.42)

30 Odczytanej rzecz jasna z funkceji gestosci prawdopodobiefistwa.
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4.3.9.2  Dyspersja

02 jest parametrem dyspersji w tym sensie, ze wariancja ¢ zalezy od niego $cisle rosnaco
oraz dla matych wartosci V¢~U2. Nie jest on jednak miara wariancji na okregu.
Aby d(¢, (5)2 wyrazal si¢ prosto (¢ — (5)2’ katy ¢ musza naleze¢ do przedzialu

[gE—?T,gE+7r] (por. Uwaga 1 w podrozdz. 4.1.1.1), co mozna wyegzekwowa¢ adekwatnie
wybierajac granice catkowania.

+7 ¢t
d - d Y
Vo= [ oo -lnapo@)= [ 52 (0= 0po0) =
+7:7T ¢—m (4.3.43)

d¢/ ’2 / n
= [ 55 o +9)
Dla wariancji momentu pedu za$ obowiazuje wzor standardowy, gdyz wybor miejsca
rozcigcia okregu nie gra roli.

+0o0 +00
T= ) G=%) =D e+ (4.3.44)
Jj=—00 j/=—00
Wariancja polozenia:
+m
1 do db—a+a  5\?
V,=—— _ 29 (7, —o ) —
? 7 0,(0,e720%) / 27r¢ 3 2 c
o (4.3.45)

:m / %q@ 0, (g,e"Q)Q

—T
Autorowi nie jest znana posta¢ analityczna wyniku tego catkowania.

Analogicznie, wariancja momentu pedu:

1 +o0 . e 3
V. = ) l 2 —(]—l) 20 —
7 05(0,e729%) j_z_:oo(] \e
) o 3 (4.3.46)
_ ) 7‘7'220.2
93(0, 6—202) j_z:oo] ¢

Cho¢ wariancja w zmiennej pedowej obliczana jest w standardowy sposéb, latwo sprawdzié, ze
réwniez jest warto$cia funkcji Frécheta obliczang dla argumentu réwnego wartosci sredniej.
Zachowanie funkcji (4.3.45) i (4.3.46) w przypadkach granicznych zestawiono w tabeli 1.

31 Suma ta daje si¢ przeksztalcié z uzyciem tozsamosci dot. funkcji theta tak ze V; = 6’2"29;0’1)(0,6’2"2)/

0, (O, e—20° ) =— %#m 04 (O, 6’2"2) lecz postaci te nie sa bardzo pomocne.
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Tabela 1 — Asymptotyka wariangi polosenia katowego i momentu pedn w stanach koberentnych na okregn w alenosci od parametru
dyspersji

Rozktad jednopunktowy

(,typu delta”) Rozktad jednostajny

0_2 =0 0'2 — 00
Vy(o?) 0 72 /3 (maksimum)
dV,(o?)
¢
e 1 0
Vy(o?)/a® 1 0
d (Vy(o?)

E( 2 ) 0 0
Vi(a?) 00 0
dV.(o?)

502 1 0
Vj(e?) - o? Yy 0

d

2oz Vi(0?) - 0%) 0 0

Vi(0?) - Vy(0?) Y, 0

d 2 2
2oz Vi(a®) - Vy(0?)) 0 0

Wobec braku analitycznej postaci catki 1 sumy (4.3.45) 1 (4.3.46), zachowanie tych funkcji mozna

przeanalizowaé numerycznie. Ich przebieg przedstawia Wykres 3.
Vv

3

Vo

::n|=|m

02

5
o

2
2

Wykres 3 — Warianga potogenia katowego i momentu pedu 1 stanie koberentnym na okregn w aleznosci od parametru dyspersji
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Wariancja polozenia katowego dla rozkladéw silnie skupionych jest réwna o2, nastepne
ro$nie nawet nieco szybciej niz o2, by dalej zwolni¢ wzrost i dla duzych o2 dazy¢ asymptotycznie

do ograniczenia gornego, ktére odpowiada wariancji rozkladu jednostajnego na okregu.
4.3.9.3  Nieoznaczonos¢ kata i momentu pedn

Poniewaz wariancja kata jest ograniczona, a wariancja momentu pedu moze by¢ dowolnie bliska
zeru, co$ ciekawego dzieje si¢ z iloczynem V V.
YoV

1

4

o2

e 2 w2

0 —_ —_ —
3 2

6
Wykres 4 — Llocgyn wariangi potogenia katowego i momentu pedu w stanie koberentnym na okregn 1 Zalesnosei od parametru dyspersji

Iloczyn wariancji kata i momentu pedu w stanie koherentnym na okregu dla stanow

wzglednie skupionych w przestrzeni wynosi 1/4 — jak dla stanéw koherentnych na prostej (ktore

s3 tam stanami o minimalnej nieoznaczonosci). W miare jednak zwickszania dyspersji (odmierzanej
parametrem dyspersji 02), iloczyn V,V,; spada, dazac asymptotycznie do 0.
Wzajemna zaleznos¢ V,; i V; w stanach koherentnych na okregu zostala przedstawiona na

nastepujacych wykresach. Widzimy, ze nie zachodzi nieréwno$¢ analogiczna do V, V,, > 1 /4.
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ol %

V,
@ 2 ’
4

Wykres 5 — Wzajemna aleznosé wariangi potogenia katowego i momentn pedn w stanach koberentnych na okregu

Gdy wariancja kata osiaga swoje maksimum, ktére wynosi w2 /3 (i jest osiagane, gdy rozklad
prawdopodobienistwa przechodzi w rozklad jednostajny), wariancja momentu pedu spada do 0. To

samo dotyczy iloczynu V, V.

VoV

e

Ve

2 2 2
0 _ _ _ _
12 6 4

Wykres 6 - Lloczyn wariangi potogenia katowego i momentu pedu w stanach koberentnych na okregn w alegnosci od wariangi
potozenia
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Miedzy zmiennymi ¢ i j kanoniczny zwiazek komutacyjny w ogdlnosci nie zachodzi.
j@f — @jf = i f zachodzi jednak dla f € Dom(j@) N Dom(@j), ktory to zbior okazuje sig
by¢ gesty w przestrzeni Hilberta, co uzasadnia heurystyczna regule " [@, J ] = ¢". Nalezy ja jednak
rozumie¢ nastepujaco: Jesli j@f i @jf sa dobrze okreslone, to j@f — @jf =if.
Stan O f(¢) = ¢ f(¢) nie spelnia okresowych warunkéw brzegowych wymaganych przez operator
J. (|26] podrozdz. 12.2, s. 245).

Znane sg proby pokonania trudnosci w formutowaniu zasady nieoznaczonosci na okregu
zwigzanych z okresowoscia funkcji w dziedzinach operatoréw polegajace na zastapieniu O

operatorem €€ ktéry dziata na f(¢) mnozac ja przez €'9%, co nie psuje okresowosci. (]26], s.

248-285: tw.12.8, przykl. 12.5.7, 14.5.) Scidle rzecz biorac, proby te wymagaja, aby zachodzila

wykladnicza relacja komutacyjna (relacja Weyla), ktéra dla operatorow @, J w ogolnosci nie

zachodzi. [19] podaje dla okregu relacje Weyla postaci e~ ¢i®iT =10 — i, Jest to szczegdlny

przypadek wymaganej wykladniczej relacji komutacyjnej e—ia] gib® gial g=ib® — et Ltéra nie

zachodzidla b ¢ 7.
4.3.9.4  Wilasnosci statystyezne standw koberentnych na okregn w metryce plasgezyzny

Jakkolwiek to $rednia wewnetrzna jest najbardziej naturalna dla rozkladéw prawdopodobienstwa
na okregu, ze wzgledu na symetri¢ gestosci stanéw koherentnych (dla ¢ = 0) w przestrzeni
polozeniowej wokol ich centrum, rzut srodka masy rozkladu na plaszczyznie zrzutowany
prostopadle na okrag wskazuje ten sam punkt, w ktérym lezy srednia wewnetrzna.
¢=IM,=EM, (4.3.47)
Warunek ten nie jest spetniony dla stanéw ewoluujacych w czasie.
Srednia zewnetrzna polozenia w stanie koherentnym na okregu posrednio obliczono w

[16], gdzie wynik

- _10,(0,e7Y) 4 . , .
<e’¢> = 1200 ) gia 5 korygowano przy uzyciu ilorazéw postaci
f

05(0,e~1)
(@)

= () /(e9)  dia fyy = 04(0,e73).
(T () gy =300,
Procedura ta to nic innego jak rzutowanie na okrag.

4.3.9.5  Wartosci oczekiwane operatorow

W podrozdziatach 4.3.9.114.3.9.2 wartosci oczekiwane ¢ i j oraz ich wariancje obliczono w opatciu
o kwadrat modulu funkcji falowej w reprezentacji potozeniowej lub pedowej, czyli, odpowiednio,
gestos$¢ prawdopodobienstwa 1 prawdopodobiefistwo tego, ze stan charakteryzuje si¢ danym
polozeniem katowym lub, odpowiednio, momentem pedu. W tym podrozdziale obliczymy

warto$ci oczekiwane wybranych operatoréw.

Srednie <j > 1 <j 2> obliczane sa standardowo, najprosciej w reprezentacji pedowe;j

— Sy ,
32 W cytowanej pracy postugiwano si¢ wzorem i przyblizeniem <e’¢> ; =i % € ~ emiel?,
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+00o

~ ~ ~ 2
(J) = (], l) = > j‘faz(j)‘ =1 (4.3.48)
j=o0
72 72 o 2| 7 a2 1 o 2 —(j—1)2202
() = (o, 1| ?|a, 1) = E 72| (9)| = 0.(0,¢ %) y o Perle (43.49)
J=—00 ’ j=—o0

przy czym ta ostatnia suma nie przyjmuje prostej postaci. Sprawdzenie numeryczne pokazuje, ze

- 2
réznica <J 2> — <J > jest réwna wariancji V; obliczonej w podrozdziale 4.3.9.2.

Warto$¢ oczekiwang <ez@> obliczono w reprezentacji polozeniowej na okregu

() = {o

Wynik ten to nic innego jak $rednia na plaszczyznie zespolonej. Lezy wewnatrz kola

+7 ., , . 92 (O, 6—202)
o) = [ o (o) = et

—T

e

e© e

(4.3.50)

jednostkowego w odleglosci e 0, (0, 67202)/93 (0, 67202) od $rodka w kierunku . Zatem «
jest $rednia zewnetrzng (vide podrozdz. 4.2.7.1) polozenia w stanie koherentnym |, [) o parametrze
dyspersji o2,

Chcieliby$Smy znalez¢ $rednig wewnetrzna polozenia na okregu jako warto$¢ oczekiwana
odpowiedniego operatora polozenia katowego ©. Niech @|¢> = ¢|¢). Standardowa metoda
obliczania wartosci oczekiwanych operatoréw prowadzi do

¢’ +m
®) = (elr) = [ avslsor @35
¢ —7
gdzie catlkowanie odbywa si¢ po przedziale dlugosci 27, a ¢’ jest dowolne. Funkcja podcatkowa
nie jest jednak okresowa i wynik catkowania zalezy od wyboru granic catkowania (punktu rozcigcia
okregu ¢’ + ) a zatem i przedziatu katow ¢. Wykorzystujac swobode jaka daje ta relacja,
poszukajmy takiego jej wariantu (wartosci ¢’), w ktoérym zgadza si¢ ona z definicja Sredniej
wewnetrznej. Z podrozdzialu 4.2.4.1 wiemy, ze wybor punktu rozcigcia okregu na antypodach
sredniej wewnetrznej sprawia, ze powyzsza catka zwraca wlasnie $rednia wewnetrzng. Jak
wyjasniono w podrozdziale 4.2.4.1, $§rednia wewnetrzna jest jedyna wartoscia, ktéra spelnia ten
warunek. Zatem, zgodnie ze wzorem (4.2.9), warto$¢ oczekiwana operatora polozenia katowego
na okregu
¢ +m
(f16]r) = Fix / do o|f(9)[? 4552
& —n
Symetria stanéw koherentnych na okregu wokél parametru o prowadzi do wniosku, ze

warto$¢ oczekiwana operatora polozenia rozumiana jako S§rednia wewnetrzna jest rowna

<a,l

Dla ogélnych stanéw | f) obliczenie < f ’@‘ f > rozumianej jako $rednia wewnetrzna moze wymagac

parametrowi polozenia stanu

@|a, l> =« (4.3.53)

optymalizacji numerycznej.
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Wartos§¢ oczekiwana innych operatoréw dzialajacych na stany bazy potozeniowej poprzez
mnozenie moze by¢ obliczona wzorem standardowym, przy czym punkt rozcigcia okregu nalezy

wybraé na antypodach $redniej wewnetrznej.

¢;+7T +m
(Gl = [ aoaisor = [ dso+arireral  ass
o— -7
W stanie koherentnym
__ __ | r 6 2\’
(82) = (@11} = gy [ o (0 a0y (Fo0") =
i - (4.3.55)

0, (0, 6*2"2)

—202
0y(0.27) (%)

_ / d6 (6 +a)? | 0,(6,e2) +
—~ —~\ 2
Sprawdzenie numeryczne pokazuje, ze roznica <@2> — <@> jest rowna wariancji V,

obliczonej w podrozdziale 4.3.9.2.

4.3.10 Ewolucja swobodna stanoéw koherentnych na okregu

Omoéwimy teraz swobodng ewolucje stanéw koherentnych na okregu, to jest dynamike pod
nieobecnos$¢ potencjatéw. Zagadnienie to dyskutowano po raz pierwszy w pracy [32].

W obrazie Schrédingera stany kwantowe ewoluuja pod dziataniem operatora e %,

Hamiltonian swobodny ma postaé H= % J2, gdzie J = —ih 8% jest operatorem momentu pedu.
Zatem operator ewolucji dziata poprzez druga pochodna po ¢.

S ih 4 92
e itH — 2,2 Tog2 (4.3.56)

Rzecz jasna stany wlasne operatora energii®3 H |7) = E(J)|j) nie ulegaja zmianie z czasem.

L S
He19 = E(j)e® = Wew (4.3.57)
o ttH gijo — o—HE() piid — g 5.0tI" gijo (4.3.58)

Stan okresowy (bozonowy) ewoluuje w nastepujacy sposob:

_ila 14 —ia ilg too
i e z2e" —«  __h G e ze n2n
fua(6,6) = T L (B5 e = el Y e
h h
0 (0,¢7) 2 by (0,¢ ) n"5e

ila ila
2 n2h . o T2 n2h . ith .
S e a2 eminag—tH gilntl)é — - Z e 52 gmine g, H? pilntl)d —
h h
05 (0,e7%) 7 05 (0,e7%) 7
ilae _ tthj;2 .
—5 o2t pile 2 L \
_ezere Z o o3 (1Fit) in(p—a—tlls)
—

05 (0,e7%) n

Wreszcie

33 Poniewaz hamiltonian nie ma cztonu potencjalnego, stany wlasne H sa za razem stanami wlasnymi J.
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Farl,t) == il 0, <¢ oA/ eﬁ(l%) B

04 (O e v"h2> .
v | (4.3.59)
- o—hal pzal? gila 0, (¢ —a—ilh/r? ,e#(lJrit))
0 (0,¢772) ?

Wynik ten podano w dwoéch postaciach na potrzeby poréwnania ze standardowymi stanami
koherentnymi. W przypadku tej drugiej postaci skorzystano z kwaziokresowosci funkcji #heza.

Ze wzoréw wynika, ze w miare uplywu czasu nastepuje:

e przyrost dyspersji (vide podrozdz. 4.3.9.2),
e jednostajny ruch po okregu z predkoscia katowa [ 11/12,

e cwolucja fazy.

Podobne, mutatis mutandis, obliczenia prowadza do nastepujacego wzoru opisujacego

ewolucj¢ stanu o uogdlnionej okresowosci®

fair(@,t) =
. _ 2t
B e—iaEHX) it IHN) 515 i(1+2)¢ 0, (qﬁ —a—t(l+ N h/r? ’ e#(lﬂ‘t)) _
by (iX, e—!—‘z) ’

(4.3.60)

—ia(L +A o .
_ e (2+)‘) ( + ) 27 26 (l+>‘) 9 ¢ — X — Z(l + )\) h/rz 67#(1+it)
h 3 2 ’
04 (2)\ e r2>
W szczegolnosci stan antyokresowy (fermionowy) ewoluuje nastgpujaco:

ol —itl?ls 1 o 9
fors(&,1) = cic 2T2,:€ 0, <¢ a 2tl h/r ,e#(lﬂ't)) _
0, (O, e_r_é)

(4.3.61)

_ €_§O‘l6 o 26”0‘9 ¢—a—ilh/r? a1t
RN 2 ’
92 (0, (& 7"2>
Standardowy wynik dla kanonicznych stanéw koherentnych na prostej (2.2.4) otrzymany z
wykorzystaniem rozwiniecia Fouriera funkcji falowej 1 dziatania hamiltonianu na stany wiasne
energii ma postac
2

iTp i1Tp t
e2h e 5 (z—z—ip)? e S e “an (x—z—tp)?

Jap(T,1) = T—————=¢ T = ——————¢ 0 43.62)

Vrhy/1+ it Vrhy/1 + it
Wynik ten podano w dwoch wersjach analogicznych do postaci, w ktérych przedstawiono wyniki
dla stanéw koherentnych na okregu. Bez trudu mozna zidentyfikowac te same trzy efekty uptywu

czasu co w przypadku dynamiki na okregu: przyrost dyspersji, ruch jednostajny i ewolucje fazy

34 Uzyteczno$¢ tego wzoru jest ograniczona, zwazywszy, ze jedynymi dozwolonymi (przynajmniej, dopdoki nie
dopuszczamy uktadéw dyssypatywnych) wartosciami A sq 0 i %.
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4.3.10.1 Gestosé prawdopodobierista

Gestos¢ prawdopodobienistwa ewoluuje w sposéb nieco bardziej skomplikowany niz ma to miejsce

na prostej. Mianowicie, na podstawie (4.3.59) otrzymujemy wzor

1 d—a—tlh/r? gy o—a—tlh/r® g,
o0 =, ( [ i) g, (P02 oat-in)
04 (O,e 75) 2 2

Wyznaczamy funkcje Frécheta wzgledem zmiennej poltozenia katowego w kolejnych

(4.3.63)

punktach czasu uzyskujac

¢+ +7
Vo =5 [ doo— oot =5 [ dod6rdt)  asen
¢ ~r

Gestos¢ prawdopodobienstwa stanu ]0,0>t jak rowniez jego funkcje Frécheta przedstawia
Wykres 7.

Wykres 7 — Gestos¢ prawdapodobierishva (na pomarariczono) oraz, funkeja Frécheta (na niebiesko) stann |0,0) w funkeii ¢ i t

Analogiczny wykres dla |, 0) otrzymujemy przez przesuniecie (cykliczne) na osi polozenia
katowego ¢ — ¢ — a.. Gestos¢ prawdopodobiefistwa stanu z [ # 0 i jego funkcje Frécheta
przedstawia Wykres 8.
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- ti,..'?’&!g

“\,"\Qk«»’b’ d
"’/“I

S e

Wykres 8 - Gestosé prawdopodobieristwa (na pomaraiiczowo) oraz, funkgja Frécheta (na niebiesko) stann |0,1) w funkgi ¢ i t
Ponownie, uwzglednienie parametru o wymaga jedynie przesunigcia na osi ¢.
4.3.10.2 Srednia (wewnetrzna)
Minimum po ¢ funkcji Frecheta jest osiagane dla
o+ tl t€<—7r+g+k47r,+7r—g—i—k47r>
™ ™
niejednozn. ¢ € <+7T 3 + kdm, 4+ + 3 + k47r)

i - 4.3.65)
attler te <+7r+§+k:471',+371'—§+k47r)

niejednozn. t € <—|—37T — g + kdm, +3m + g + k‘47T>

k € Z. Obserwujemy zatem przeskoki polozenia $redniej. Gestosé prawdopodobiefistwa zmienia
si¢ jednak w sposéb ciagly. Dla ¢t ~ 7 4 k47 i t ~ 37 4 k47 $rednia nie jest jednoznaczna.
Podobne przeskoki obserwujemy dla $redniej zewnetrznej.

Przeskoki $redniej na okregu zostaly juz zaobserwowane w pracy [32] z tym, ze
poslugiwano si¢ tam srednig zewnetrzna i przeskoki byly natychmiastowe (por. podrozdz.
4.3.10.4). Tu przeskok nastepuje nie tyle w jednym momencie, co jest rozciggnicty w czasie na

przedzial £7/3 woko! tych samych momentéw przeskoku.
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Wykres 10 — Pologenie Sredniej (wewnetrine)) stanu koherentnego na okregn |0,1) ewolunjacego w czasie

Wykres 11 — Polosenie Sredniej (wewnetrzne)) stanu koberentnego na okregn |0,3) ewolnnjacego w c3asie

Kolorem bordowym oznaczono funkcje b w tych przedziatach czasu, gdy nie jest

jednoznaczna.

ona
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Okresowa natura polozenia katowego (na osi pionowej) nieco komplikuje interpretacje
powyzszych wykreséw. Jedli polozenie katowe odmierzymy wzdluz okregu, a czas wzdluz
tworzacej walca, to uzyskamy nastepujacy obraz.

1=0 =1 1=3

Wykres 12 — Polosenie Sredniej (wewnetrzne)) standw koberentnych na okregn |0, 1) dla l = 1,3 ewolunjacych w ezasie —
predstawienie uw3gledniajqce topologie @

Przeskoki dla réznych wartodci [ nastgpuja w otoczeniu tych samych momentéw. Poza tymi
przedziatami ruch sredniej jest jednostajny z predkoscia katowa odpowiadajaca [. Przeskok tez nie
odbywa si¢ na antypody a do punktu ktéry sam z antypodow przesunat si¢ z predkoscia [ w przéd
przez czas przeskoku At = 27/3. Czyli jest to rozciagniety w czasie przeskok na antypody
pozostajace w ruchu.

W okresach, gdy $rednia jest niejednoznaczna, wystepuje ona za razem w 2 punktach, ktére
poruszaja si¢ po okregu ruchem niejednostajnym.
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4.3.10.3 Warianga

W przedzialach czasu, gdy $rednia jest jednoznaczna, wariancje nalezy liczy¢ wokol tejze $redniej.
Tam, za$ gdzie nie jest ona jednoznaczna, nie ma znaczenia, ktore jej wystapienie wybierzemy, gdyz
wladnie dlatego $rednia jest niejednoznaczna, ze minimum funkcji Frécheta (wariancja) jest
identyczne w réznych punktach. Rzecz w tym, ze w okresach przeskoku, ruch wystapien $redniej
jest niejednostajny i brakuje zwartej formuly na jej polozenie. Jednoczesnie jest to okres, gdy
wariancja jest bliska maksymalne;.

W przypadku ewolucji standardowego stanu koherentnego, w miejscu parametru
okreslajacego  szeroko$¢ funkcji falowej h  znajduje si¢ A(1 4+ it). Wariancja polozenia
standardowego stanu koherentnego (na prostej) rosnie kwadratowo z czasem, co mozna wprost

odczytac z postaci funkcji gestosci prawdopodobienistwa.

1 _(@—a-tp)?
lg(z, )| = me r(1+2%) (4.3.66)
) h h*t?

o2(t) = B (1+1¢%) =02(0) + (4.3.67)

403(0)?
W przypadku stanu koherentnego na okregu parametr okreélajqcy szeroko$¢ rozkladu
ewoluuje identycznie jak dla standardowych stanéw koherentnych > (1 + it). Nie przeklada si¢
to jednak na prosta postaé¢ ewolucji wariancji polozenia stanu koherentnego na okregu.
Wariancja obliczana jest na podstawie definicji (4.2.10) z wykorzystaniem gestosci
prawdopodobienstwa (4.3.63) 1 polozenia $redniej (4.3.65).

V,(t) = /d% p(6+3) =

2T
d
/—¢¢2p(¢+oz+tl) te( 7T+7T+I€47T —|—ﬂ'—ﬁ—|—k47r>
2 3 3
" 43.68
zlozona te <+7T _r + k4w, 47+ — T + k47r) ( )
+7 d¢
/%dﬁp(d)—!—a—l—tliﬂ') t€(+7T+ + kA, —|—37T—§—|—k47r>
alozona te (+37r T4 kdm, 437 + + k47r)

4.3.104 Srednia zewnetrzna

Przeskoki $redniej obserwowane w przypadku sredniej wewnetrznej maja swoj odpowiednik dla
$redniej zewnetrznej.

M =

x

1
X

) (4.3.69)

3 O
@ cos ¢ ¢ —a—tlh/r? 7%(1“%)) <¢ —a—tlh/r’ 7%(1711))
e 2r 0 e 2r
o sm¢ 2 ’ 3 2 ’
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EM _{ a—tl  te(—m+ kidn,+m+ kdr)
¢ la—tl+n tE (+n+ kdn,+31 + ki)
Czyli $rednia zewnetrzna zgadza si¢ z wewnetrzng (4.3.65) tam, gdzie ta druga jest jednoznaczna.

Ponizej zilustrowano ewolucje polozenia $redniej na plaszczyznie oraz jej rzutu na okrag,

(4.3.70)

czyli $redniej zewnetrznej. Bez straty ogélnosci przyjmujemy av = 0.

Wykres 13 — Trajektoria potosenia Sredniej na plassezyinie dla stanu |0,0)

il A

y

Wykres 14 — Ewolugia potosenia sredniej zewnetrznej na okregu dla stanu |0,0). Przeskoki sredniej oxnaczono stryatkant.

-
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Wykres 15 — Trajektoria potosenia Sredniej na plassezyinie dla stanu |0,1)

A

|/

Wykres 16 — Ewoluga potosenia sredniej sewnetrznej na okregu dla stanu |0,1)
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Wykres 17 — Trajektoria potosenia Sredniej na plassczyinie dla stanu |0,3)

‘ 2n / /rr '

Wykres 18 — Ewolugia polosenia sredniej zewnetrinef na okregn dla stanu |0,3)

b

Bardzo zblizone zachowanie wykazuje rotor przedstawiony w ([33], fig. 2).

Uwzglednienie niezerowego parametru a polega na przesuni¢ciu wspolrzednej potozenia
katowego.

Wykresy te trzeba poréwnac z wykresami §redniej wewnetrznej w podrozdziale 4.3.10.2.
Przeskoki nastgpuja na tych samych etapach ruchu z tym, Ze srednia zewngetrzna przeskakuje w

jednym momencie, podczas gdy $rednia wewnetrzna przechodzi przez okres niejednoznacznosci.
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4.4 Tunkcja Wignera na okregu

Funkcja Wignera na prostej (jako przestrzeni konfiguracyjnej) ma postac

+o0o

1 .:C/ ¥ .’E, ipa:/
W(z,p) =o dx’f(x—l—;) f(x—;) e n

—0o0
Zamiana wspo6trzednych polozenia na polozenia katowe x, 2" — ¢, ¢’ i pedu na moment pedu

p — J prowadzi do
+7

W=y [ Sor(o+S) £(o-5) e wan

—T

peStje’.

Oczywiscie taka analogia moze nie by¢ przekonujaca; istnieja jednak podejscia bardziej
systematyczne.

Funkcja Wignera postaci (4.4.1) znana jest z prac [34] i [35]. Nalezy podkredli¢, ze ich
autorzy otrzymali ten wynik zupelne réznymi sposobami. Jeszcze inaczej otrzymano go w [36],

nota bene przy okazji badania zagadnienia funkcji Wignera dla sfery.

4.4.1 Funkcja Wignera na okregu poprzez transformacje Weyla.
4.4.1.1  Ogdine transformacje Fouriera i dualnosé Pontriagina

Na mocy dualnosci Pontriagina ogélna transformacja Fouriera na okregu jest identyfikowana jako

wspotczynniki szeregu Fouriera
+m

- d
[ = / % (¢p)e0? (44.2)

—T

j' € Z, a transformacja odwrotna jako szereg Fouriera

+o0
flo)= > f(j)ei? (443
j/=—o0
Natomiast transformacja Fouriera na dziedzinie dyskretnej (transformacja ,,w prz6d”) obliczana

jest jako dyskretna w czasie transformacja Fouriera (discrete-time Fourier transform, DTFT, nie myli¢ z

dyskretng transformacja Fouriera, inaczej Fourier sequence transform)
+00
~ . Y]
Flo)= > flj)e (4.4.4)
Jj=—00
¢’ € S, a transformacja odwrotna jako odwrotna dyskretna w czasie transformacja Fouriera

(znverse D'TET, inverse Fourier sequence transform)
+m

d
f) = / % (¢”)e? (4.4.5)

—T

Transformacje te mozna podsumowac grafem:
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®
> @
+7 [ )
o d¢ L
et fir= [ s @
A o
®
+oo .
fl¢) = Z F(3)eid'e
j/=—o00
- +00
° flo)y =3 fG)es?
o i
o
Jjez o +7Td y ’
B vet
“ —T
o

Rysunek 2 — Schemat transformacji Fouriera pomiedgy dziedzinami T a 7.

4.4.1.2  Transformagja Weyla i funkgja Wignera na okregn

Wzory przedstawione w podrozdziale 2.4 Transformacje Weyla wymagaja jedyne zmiany zwyklych,
ciaglych transformacji Fouriera na ich odpowiedniki dzialajace w przestrzeniach S' i Z oméwione
w poprzednim podrozdziale 4.4.1.1.

Transformacja Weyla jest dana wzorem

+m
S e

. e (4.4.6)
-3 / 2 6 W (6.9
Operator gestosci W ma postaé
/ ¢'d (6-9)+i¢/ (J=j) 44.7)

j =—00
Wzor na transformacje Weyla pozostaje bez zmian z tym, ze warto$¢ oczekiwana musi by¢

obliczana przez catkowanie po okregu. Tak samo wzér na funkcje Wignera

Wi(6,5) = (fIW(6,9)]f) =

+oo +7rd /
- Z /%eij’%w’jge '

(4.4.8)

)
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Ponizej przedstawiono rachunki prowadzace do wzoru na funkcje Wignera na okregu w

widoczny sposéb analogiczng do przypadku prostej.

+7 +7
eij'éﬂ'(ﬁ'j_e;cb’j’eicb’jeij"i_e§¢’j’ei¢'j</d—9|9><0|> oid'® — /ﬁ 9/_g> <9/+¢; oid'0'
2 2 2 2
+m 40’ +m 40 ¢/ - ¢’ -
0= [ Serener= [ 5r(e=5)]o+S)
o +7rd0/ - +m 20 ¢’ ¢/
if d+ig’ J| g\ i’ o’ ’ ro 9 A
(i B+i8' T | ) — /Eeﬂ /%f<0+7) 6 —?> (0 +%]6+%) =
+Trd9/ - ¢/ o (b/
— Y i ’ Al r_ Y
_/2w63 f<9+2>9 2>
o +7rd9/ (b’ +7rd9 (b’ "
ij +i¢’ J _ i’ e’ ’ r_ ¢ &'\ _
<f€J¢+¢]f>— /§€J0f<9 +3> /%f<9—3> <9 —7’9—?>—
+7.rdol o d)/ * ¢/ -
_ vy i r v r Y
_/2we] f<9 2) f<9+2>
Ostatecznie
+o00 +Trd(b/ +7Td9/ ¢/ * ¢/
N ap 7i'/¢ 71-(;5/- av i’ r 9 , @Y\ _
W;(6,) j/_Zm/ e iiseis [ St (o -0) (v +%)
o - - (4.4.9)
_ [ i (P ¢
- / o ]f((b 2) f<¢+2)
lub réwnowaznie
+7
) d¢/ . ¢/ * ¢/
vion= [Hen(o ) s(6-3)
sod = [ e (o45) £(o-5 10

—T

zgodnie ze wzorem (4.4.1).

4.4.2 Podstawowe wlasciwosci funkeji Wignera na okregu
4.4.2.1  Rozklady brzegowe

Rozklady brzegowe odtwarzaja gestosci prawdopodobienistwa wyrazone jako kwadraty modutu

funkcji falowej odpowiednio w bazie polozeniowej lub pedowej.

Zastosowanie tozsamosci Z;’ioo e¥?® = 2718(p)do wzoru (4.4.1) natychmiast daje

> Wi, =1(0)
Symetrycznie
[ aowio.q) = |Fof

—T
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4.4.2.2  Normalizaga

Funkcja Wignera na okregu jest znormalizowana. Automatycznie, na podstawie rozkladow

brzegowych przedstawionych w poprzednim podrozdziale 4.4.2.1 otrzymujemy

100 +m
> [ do wie.q =1
j=—o00

4.4.2.3  Ograniczonos¢

Z wykorzystaniem nieréwnosci Schwartza, addytywnosci catki jako funkcji przedziatu catkowania

1 dowolnosci wyboru punktu rozcigcia okregu przy catkowaniu funkeji na okregu:

4.4.2.4  Funkga Wignera 3 uzyciem funkgi falowych w repregentacyi pedowe).

Funkcja Wignera w przypadku euklidesowym moze by¢ zupelnie symetrycznie wyrazona z
zastosowaniem funkcji falowych w reprezentacji pedowej. Fakt, ze funkcja Wignera dla okregu
wyraza si¢ formula pozostajaca w bardzo bliskiej analogii do tej znanej z przypadku euklidesowego
pozwala przypuscic, ze rowniez funkcja Wignera na okregu da si¢ wyrazi¢ z zastosowaniem funkcji
falowych w reprezentacji pedowej tak zgrabnym wzorem.

Jest to jedna z pulapek rozumowania przez analogie, gdyz Scisle analogiczny wzér nie
obowigzuje. Wydaje sig, ze najblizszym poprawnym analogiem formuly (2.3.9) w przypadku okregu
jest

W(g,j) =
= Z Z e—i(n+m)¢fN<n)*f~<m) sinc (71’ (Tl —; m n ]) ) (4.4.11)

n=—oo Mm=—00

Wynik ten otrzymano przez wstawienie do wzoru (4.4.1) funkcji falowych wyrazonych przez
transformacje Fouriera funkcji w reprezentacji pedowej zgodnie z regulami wynikajacymi z
dualnosci Pontriagina (vide podrozdz. 4.4.1.1). Wynik ten (rézniacy si¢ indeksowaniem sum) zostat
otrzymany tez w [30].

Przyczyna niemoznosci doprowadzenia tej formuly do postaci z pojedyncza suma
analogicznej z (2.3.9) a za razem z (4.4.1), jest fakt, ze pojawiajaca si¢ w odpowiednich
transformacjach Fouriera caltka po 27 z €% czyli funkcja sinus cardinalis dziata w sumowaniu jak
delta Kroneckera tylko dla k € Z, a tu jej argumentami sa tez potéwki. sinc(mn) = J(—1)"/7n.
Tymczasem suma po Z z e'*% daje delte Diraca ktéra zawsze mozna wykorzystaé w nastepujacym
calkowaniu.

Warto poréwnac powyzszy wzor (4.4.9) z (4.4.12) — jedna z postaci funkciji Wignera stanu

koherentnego.

4.4.2.5  Funkca Wignera w stanie koberentnym

Przetestujmy formule (4.4.1) dla stanu |00).
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W00<¢7j> -

+m
1 do’ ! h — ¢’ h o
= / 2&93 <¢+T¢/2’em> 05 (%W’em> elit” —
h63 (0,6 T2) @

—Tr

_ _h(n?+m?) o—ig(ntm) d¢ ey (4.4.12)
_heg( %)n_zooe e / s

m=—oQ —T

1 h(n2+m?)
= Z e =2 e ntmgine (7‘(‘ (j _nt m))
7o (0,72 i 2

Po rozdzieleniu wyrazéw o numerach parzystych 1 nieparzystych do osobnych sum otrzymujemy

Woo(®,5) =
1 2
e e— (Ze( Fr e dsinelr(m + )] +
1o (0,e777) \ 7 (44.13)

+ Z e~ (2> (m+2)°) 5 pi2(n+Hdgin [w(n+5+4)] )

co mozemy zapisa¢ z uzyciem sumy po indeksach potéwkowych

W00(¢,j) =
1 L
= ( Z e_(nz—&-mz):_zeﬂn(i)sinc[’/'r(m + j)] +
ho, (0,6 ?"2) nymeZ 44.14)
+ Z (n?+m?) 2ei2"¢sinc[7r(m +])]>
n,meizZ\Z
Ostateczne otrzymujemy
W00<¢7j> =
1
I A
ho, (O,e r2> (4.4.15)

+ 0, (Cb, 6_:_12) Z e~ ("+3)%gine (’/T(TL + % + ])) )

Trudno powiedzieé¢ ktora postaé: (4.4.12) czy (4.4.15) jest ,,prostsza”. Stany inne niz |00)

otrzymujemy bezproblemowo podstawiajac: ¢ — ¢ —a, 7 — j — L.
4.4.2.6  Zaleznosé funkgii Wignera od parametru dyspersji stanu

Funkcje Wignera stanu koherentnego przedstawia nastepujacy wykres:
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Wykres 19 — Funkgia Wignera stanu koberentnego na okregn 3 parametrem dyspersii 0> = 1/8

Przestrzenia argumentéw funkcji Wignera jest oczywiscie przestrzed fazowa. O$ ¢ nalezy
rozumiec jako rozcigty okrag i utozsamiaé¢ ¢ = —m z +m. Wartosci j sa dyskretne — tak zakladano
w toku wyprowadzenia funkcji Wignera. Otrzymana jej posta¢ pozwala podstawiac tez dowolne
utamkowe wartosci j. Odpowiada to postaci klasycznej przestrzeni fazowej dla czastki na okregu
S x R. Z drugiej strony dla fali na okregu mamy S' x Z jak stanowi twierdzenie o dualnosci
Pontriagina. Powyzsza ilustracja przedstawia takze wykres dla ciaglych wartosci 7 — stanowi on
gladka obwiednie wykresu dla j dyskretnych. Na powyzszej ilustracji przedstawiono stan |0,0);
stany |, [) t6znia si¢ zwyklym przesunigciem w przestrzeni fazowe;j.

Analogicznie zilustrowano stan z wicksza warto$cia parametru dyspersji.
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Wykres 20 — Funkga Wignera stanu koherentnego na okregu 3 parametrem dyspersji 0% = 1

Tutaj stan jest w widocznym stopniu rozciagnicty po calym okregu. Jednoczesnie jest
znacznie bardziej skupiony w zmiennej pedowej. Daje si¢ zauwazy¢ falowanie wzdluz j i obszary
o ujemnej wartosci funkgji (zaznaczone kolorem bordowym).

Szerszy zakres parametréw dyspersji przedstawia Wykres 21.

Wykres 21 — Funkgia Wignera stanu koberentnego na okregu dla rdzmych wartosc parametru dyspersji o

Stan z 0% = 8 jest na tej ilustracji nieodréznialny od stanu wlasnego operatora momentu

pedu (a za razem hamiltonianu swobodnego). Ma réwnomierng gesto$¢ na calym okregu i
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doskonale skupienie w zmiennej pedowej. Oczywiscie $cisle zachodzi to dopiero dla 6% — 00, ale
obydwie funkcje Vj i V; zdazaja do swych granic szybko.
4.4.3 Wlasnosci statystyczne funkcji Wignera

Funkcja  Wignera jest analogiem klasycznej gestosci dwuwymiarowego — rozkladu

prawdopodobienistwa, ktérego argumentem w mechanice kwantowej na prostej jest

Xy
Warto$¢ oczekiwana sklada si¢ zatem z wartosci oczekiwanej obydwu skladowych argumentu.
Ex x
M X Ep 7 ¢ )

Jesli chodzi o wariancje, to bez straty ogélnosci V := E(x —X)(x — X)T = Ex'x'T (zwykle
przesunigcie poczatku uktadu).

v E([ﬁ] @ o) =k [aﬂ :z:];] _ [w I]sz;] _

pr-p pr bp (4.4.17)
_ [Vm pr] _ [Vm 0 ] [ 1 pr] 4.
VUUP VZDP O VZDP pr 1

Gdzie V,,,, jest kowariancja skladowych.

Analogicznie, gdy X = ST, TX = S' x Z, x = [(ﬂ
o [EO] [0
M=FkEx = [[Ej] = [j] (4.4.18)
-5 2,
0 Vv Vi 1

J3
Jedyna réznica lezy w sposobie obliczania warto$ci oczekiwanej L, czy tez w definicji Sredniej. Aby

(4.4.19)

d(¢, q§)2 wyrazalo si¢ prosto (¢ — q§)2, katy ¢ musza naleze¢ do przedziatu [qz; —m, b+ 7], co
mozna Wyegzekwowac' adekwatnie wybierajac granice catkowania (por. podrozdz. 4.2.314.2.5).

oo
V= Z / (¢ — ¢)*W,(, ) /d¢ ¢ W(¢' + o, 5) (4.4.20)

j:foo _ Jffoo

Dla V; wybdr miejsca rozcigcia okregu nie gra roli, wiec mozna pozostaé przy standardowym

wzorze

+00
Vi = Z / ¢ (7 —7*W(o,7) .4.21)

Konsekwentnie,
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¢;+7r
do . - :
V= Y / 21— Tllo— dwy6.4) =
(4.4.22)
/ =761 W, (6" + 3.3)
]__OO
Warto zaznaczy¢, ze funkcje Vi, i V; wg wzoréw (4.4.20) i (4.4.21) precyzyjnie odtwarzaja

zachowanie analogicznych funkcji zdefiniowanych na stanach koherentnych (bez posrednictwa

funkcji Wignera) ktére przedstawiaja Wykres 3 — Wykres 6 w podrozdziale 4.3.9.
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V  Sfera

Topologicznie nieeuklidesowa przestrzen konfiguracyjna,

z nietrywialng wigzka styczna jako przestrzenig fazowa

Gdy przestrzenia konfiguracyjna jest sfera S?, przestrzenia fazows jest wiazka styczna do sfery.

Przestrzent konfiguracyjna — sfera rézni si¢ topologicznie zaréwno od plaszczyzny jak i od
okregu S L Jest, podobnie jak okrag, przestrzeniqg zwarta, ale, w odrdznieniu od okregu,
jednospojng (simply connected). W odréznieniu od okregu nie jest grupa a struktura ilorazowa grup
S? = S0(3)/50(2).»

Przestrzen fazowa, czyli wiazka styczna do przestrzeni konfiguracyjnej jest wiazka
nietrywialng. Nie ma globalnej struktury produktowej (przestrzeni podstawowej i modelowego
wldkna) ani globalnych niezerowych przekrojow. Stanowi to tres$¢ tzw. twierdzenia o wlochatej
kuli (hairy ball theorem, hedgehog theorens).

Nietrywialno$¢ wigzki ma istotne znaczenie dla mozliwosci uogélnienia konstrukeji
znanych z przypadkéw R™ i ST,

Wiazka styczna do sfery T'S? jest izomorficzna z odpowiednio zdefiniowana
kompleksyfikacija sfery ([37], rozdz. 3).

Zatem mamy do czynienia z topologicznie nieeuklidesows przestrzenia konfiguracyjng i

przestrzenia fazowa nietrywialng jako wiazka wléknista.

5.1 Przestrzen konfiguracyjna, fazowa 1 przestrzen Hilberta dla sfery

5.1.1 Parametryzacja przestrzeni konfiguracyjnej dla czastki na sferze

Wektory @ € R3, @2 =1r? skonstruowano z wykorzystaniem macierzy obrotu wokét osi
zewnetrznego ukladu wspolrzednych parametryzowanych przez katy Eulera. Dla przejrzystosci

przyjmijmy r = 1.

cosg, 0 sing,

,-Ry(qsy):{ 0o 1 0

1 0 0
R, (¢,) = [O cos¢p, —sing,
—sing, 0 cosg,

0 sing, coso,

cos¢, —sing, 0
[ R(0,) = {sin ¢, coso, 0]
0 0 1

Punkt poczatkowy ukladu wspétrzednych na sferze wyznaczony jest przez wektor w R3:
0

e, = (0
1

Woweczas punkty sfery generowane sa przez obroty wokot osi, tak ze

35 53 jest grupa Liego,
36 Brak globalnej struktury produktowej i globalnych niezerowych przekrojéw wiazki stycznej rozciaga si¢ na sfery
dowolnego wymiaru parzystego S2*, podczas gdy sfery wymiaru nieparzystego S2F1

(jako wiazki wlékniste).

maja wigzki styczne trywialne
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sin 6 cos ¢
=R, (P)R,(0)e; = [sin@sin ¢]

cos 6
sin 7 cos ¢
= [sin T sin 14

COS T

Analogicznie opiszmy inny punkt

oraz wyrézniony punkt
sin 6, cos ¢,
a = |sinf,sin ¢,
cos

przeznaczony do parametryzacji stanéw koherentnych.
5.1.1.1  Metryka na sferge

Metryka Riemanna na sferze, czyli odlegtoscia geodezyjna jest dlugos¢ (krotszego) luku kola
wielkiego przechodzacego przez dane punkty

d(x,x") = arccos(x - x’) (5.1.1)
z,x’ € 52
We wspotrzednych sferycznych, zgodnie z twierdzeniem kosinuséw na sferze, mamy

d((0,9),(0",¢")) = arccos(cos 0 cos §" + cos(¢p — ¢’) sinfsin ") 7 (5.1.2)

5.1.1.2  Miara na sferze

Miate na sferze wybrano standardowo: dp(z) = d¢df sin 6. Wowczas

+m ki
/d,u(x) = / d¢/d98in9:47r
S2 —Tr 0

5.1.2 Parametryzacja przestrzeni fazowej dla czastki na sferze

Wektory momentu pedu sg styczne do sfery tak, ze
- sin asin ¢ — cos a cos 6 cos ¢
l=IR,(¢)R,(O)R. ()R, <— 5) e; =1 [—sin a:cos ¢ — cos o cos 0 sin QS]
cos asin 6
Analogicznie opiszmy inny wektor styczny
sin B sin ¢ — cos B cos T cos
A=A [—sin [ cosp — cos [ cos T sin 14
cos fsinT
oraz wyrozniony wektor momentu pedu
sin oy, sin ¢, — cos , cos 6, cos ¢,
ly =1, | —sin oy cos ¢, — cos oy, cos O sin ¢
cos oy, sin 6,

przeznaczony do parametryzacji stanéw koherentnych.

37 Analogiczny wzér w przypadku okregu natychmiast sprowadza si¢ do (4.1.1).
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Wspolrzedne zespolone tacza polozenie na sferze i moment pedu.

x sinh [ x
l) =coshl—+1 I x—
z(x,l) = cos " +1 X . (5.1.3)

([38], wz. 6.1; por. [17], rozdz. 3, w szczeg. wz. 18). W przypadku okregu mozliwe jest nawet

zastapienie kata parametryzujacego polozenie na okregu zmienna zespolong z czgscig urojona
odpowiadajaca momentowi pedu (por. podrozdz. 4.1.2); tu, w przypadku sfery az taka prostota nie

jest osiagalna.

5.1.3 Algebra operatoréw potozenia i momentu pedu dla sfery

Punktem wyjscia do konstrukcji przestrzeni Hilberta dla sfery jest algebra e(3) operatorow

polozenia i momentu pedu

X, Jy
X=X, J=1J,
X, Ty

~

ktérej operatory Casimira spelniajg warunki X2=p2i X-J=0 wyrazajace ograniczenie
mozliwych polozen do sfery o promieniu r i prostopadio$¢ wektora momentu pedu do wektora
polozenia. Algebre te charakteryzuja nastepujace relacje komutacyjne:

i,k =123
5.1.4 Baza |j, m) przestrzeni Hilberta dla sfery

Jednoczesne wektory wlasne |j, m) operatoréw X 2 J 2 X - J zdefiniowane réwnaniami
X2|j.m) = r2|j,m)
J2|j,mYy = j(j+ 1)|j,m)
j3|j> m) = m|j,m)
(X-J)lj,m)=0
rozpinaja nieredukowalna reprezentacje algebry e(3). Odpowiednie wartosci wlasne spelniaja

warunki j € NU {0}, m € Z, |m| < j. Baza ta jest ortogonalna

(Jyml|g’,m’) = 0,;,0,m (5.1.5)
1 zupelna, z rozkladem jednosci

oo +J ~

S limygml =1 5.1.6)

=0 m=—j

gdzie I jest operatorem identyczno$ciowym. Stan |, m) wyraza si¢ w bazie polozeniowej przez

harmoniki sferyczne (z|j, m) = Yo" (x) zdefiniowane w uzupelnieniu 9.1.
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5.1.5 Reprezentacja polozeniowa przestrzeni Hilberta dla sfery

Wektory wlasne |2) operatora X, X|x) = @|x) takze rozpinaja reprezentacje algebry €(3). Baza
polozeniowa jest ortogonalna (x|x’) = 0(x —x’) i kompletna, z rozkladem jednosci:
fs ,du(x) |z) (x| = I, gdzie 1 jest miara Haara na sferze, a I — operatorem ientycznosciowym.
W parametryzacji opisanej w podrozdziale 5.1.1 (w sferycznym ukladzie wspolrzednych)
|x) = |0, ¢). Wowcezas du(x (0, ¢)) = dpdf sin 6. Warunek ortogonalnosci przybiera postaé
1
0,0]0",¢") = §(cosl — cos 0 )d(p — ¢’) = g 3O —0")5(p— ) (5.1.7)
sin
gdzie dystrybucje § dla katéw sa poprawnie okreslone na dziedzinie ¢ € [—m, +7), 6 € [0, 7].3

Natomiast rozklad jednosci wyraza si¢ wzorem
+m

/ d¢/d951n9|9,¢)(9,¢| =71 (5.1.8)
0

—T

5.2 Statystyka na sferze

Topologia sfery, podobnie jak topologia okregu, réwniez wymaga skonstruowania wiasciwych jej
funkcji statystycznych. W szczegoélnosci, w przypadku sfery istniejg odpowiednie: funkcja Frécheta,
$rednia wewnetrzna, wariancja Frécheta i rozklad bedacy odpowiednikiem rozkladu normalnego.
Oproécz nich istnieje tez $rednia zewnetrzna. Whasciwie jedyne co odréznia przypadek sfery od
okregu w kwestii statystyki, to posta¢ odleglosci geodezyjnej. Odlegtos¢ geodezyjna na sferze
wyraza si¢ wzorem (5.1.1) lub (5.1.2).

Ponizej wypisano podstawowe narzedzia statystyki na sferze. Ich sens jest mutatis mutandis
taki sam jak w przypadku okregu (por. podrozdz. 4.2).

Funkcja Frécheta ma postaé

V(x') = /dm (arccos(x - x'))?*p(x) 2.1
S2
Srednia wewnetrzna i wariancja zdefiniowane sa identycznie jak w podrozdz. 4.2.

M, ¢» = argmin V(x’)
m/

T

V ’SZ — Hll/IlV(ml) - V(M 7512)

T X

Odpowiednikiem rozkladu normalnego na sferze jest jadro cieplne opisane dalej w podrozdziale
5.3.3 wzorami (5.3.0) i (5.3.8).%

Srednia zewnetrzna jest zdefiniowana poprzez srednia w R?

M, gs = /da: xp(x) = /div z|f(z)|? (5.2.2)

S2 52

38 Ewentualnie dla 6, ¢ € R, delty Diraca nalezy zastapic ,,funkcjami” sza (vide uzup. 9.1).
39 Niekiedy jako odpowiednik rozktadu normalnego na sferze podaje si¢ rozklad von Misesa-Fishera, jednak ma on
te sama wade co rozklad von Misesa na okregu (por. przypis 23 w podrozdz. 4.2.6).
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Rzutowanie §redniej w R? na sfere polega na normalizacji wektora, czyli $rednia zewnetrzna dana

jest wzorem

M(I: [RB
EM(x) = i : N (5.2.3)
R

T,

5.3 Stany koherentne na sferze

Przedyskutujemy dwa sposoby skonstruowania stanéw koherentnych na sferze. Obydwie

wykorzystuja  zespolona parametryzacje przestrzeni fazowej. Stany koherentne beda

parametryzowane punktami ¢ = z(x, 1, ), zgodnie z (5.1.3).

5.3.1 Pierwsza konstrukcja stanéw koherentnych na sferze

Stan koherentny na sferze znalezli Kowalski 1 Rembielinski w pracy [38]. Ich metoda opierala si¢
na wprowadzeniu zespolonej parametryzacji przestrzeni fazowej, skonstruowaniu operatora
bedacego analogiem standardowego operatora anihilacji, lecz dostosowanego do wprowadzone;j
parametryzacji przestrzeni fazowej, sformulowaniu réwnania wlasnego i rozwiazaniu go dla stanu
podstawowego, by nast¢pnie wygenerowac z niego pozostale stany przez zespolone obroty. Jest to
rozwinigcie metody zastosowanej przez tych samych autoréw do przypadku okregu w pracy [16] a

opierajacej si¢ na koncepcji Baruta i Girardello (por. podrozdz. 3.1.1.2). W cytowanej pracy

wyprowadzono postaé stanu koherentnego w bazie |j, m) (vide podrozdz. 5.1.4)

(g, mle) =

: o ™ )
_ e_%j(j+1)\/ﬁ<2|m|)! (J — |m|)! (—sgn(m)cl + ZC2> C".m|+§(c3) (5.3.1)

mlt G+ [m])! 2

(138], wzor 5.14), gdzie C) () jest funkcja Gegenbauera (vide uzup. 9.1).
Funkcje (4.3.1) mozna wyrazi¢ tez w prostszy sposob. Otéz wzor (5.3.1) jest réwnowazny

nastepujacemu

. v : G—m) [ ey +ic, N\
(j,mle) = e 90D /2511 (j—l—m)!( ; 2 ) P (cs) (53.2)

2 2
vay+a;

lub réwnowaznie z c% + c% =1- 632), ze wzgledu na szczegdlng postac zespolonego wektora c.

P (x) jest stowarzyszong funkcja Legendre’a pierwszego rodzaju, typu 2 (vide uzup. 9.1).
Wreszcie, przy odpowiedniej definicji harmonik sferycznych dla zespolonych argumentéw (vide
uzup. 9.1):
. —L4(5 mYy —m
(4, mle) = Vame 2D (=1)™Y,; ™ (¢) (5.3.3)

lub réwnowaznie z (—1)"Y;™(c)=Y"(c)= Y"(0.,—¢.) dla 0. =arccoscs, ¢, =

arctg(c,, ¢y) z uzyciem dwuargumentowego watiantu funkcji arcus tangens (atan2) (vide uzup. 9.1).

Wyprowadzenie wzoréw (5.3.2) i (5.3.3) przedstawiono w uzupelnieniu 9.3.

5.3.1.1  Sprawdzenie

Prostym testem wyprowadzonych wzoréw jest przypadek ¢ = [0,0,1]. Mamy wtedy
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\/47T€_%j(j+1)§/}_m(0,¢) Ame21+1) YP(0,¢)9,,0=¢ —51t1) | /25 + 1P;(cos 0)d
= e 30+, /25 + 16,0

co $cisle zgadza si¢ z rzutem Zj e 20t /27 1]4,0) ([38], wz. 5.3) na |, m).

5.3.2 Stan koherentny na sferze w reprezentaciji polozeniowe;

Wykorzystujac rozklad jednosci w bazie |j, m): I= ZJ 0 Z |7, m) (4, m|, otrzymujemy

m=—j

(zle) = ZZwu, )iy mle)

7=0 m=
Stan |j, m) wyraza si¢ w bazie polozeniowe; |:c> przez harmoniki sferyczne (x|j, m) = Y (x)
zdefiniowane w uzupelnieniu 9.1. Funkcja falowa stanu koherentnego w reprezentacii
polozeniowej wyraza si¢ nast@pujaco

(x|c) = Z Z Y (x)(j, m|c) =

Jj=0 m=—j

= Var )y ety Z Y (x)Y]"(c") = (5.3.4)

7=0 m=—j

= %; e ¥ (25 + 1)Py(z - c)
gdzie x - ¢ jest standardowym hermitowskim iloczynem skalarnym liczb zespolonych.
c=x-c=
= cosh [ (cos(¢ — ¢) sin O sin 6, 4 cos O cos 0,) +
+ isinh [ (sin 6 cos 6, sin o, cos(¢p — @) — sin 6 cos o, sin(¢p — ¢,) + (5:35)
— cos fsin §, sin )

W przypadku ¢y, = [0,0,1]

1 o . o
(cyy) = \/T_T('Z e 290+ (25 + Pz xy) = Z —210+1) (25 + 1)P;(cos 0)
7=0 =

5.3.3 Stany koherentne typu jadro cieplne na sferze

Jak wspomniano w podrozdziale 4.3.5, Hall [17], [28] 1 Stenzel [29] opracowali stany koherentne

dla sfer dowolnego wymiaru wyrazajace si¢ przez jadro cieplne w danej przestrzeni z parametrem
»czasu” T okredlajacym dyspersje w zmiennej polozeniowe;.

Jadro cieplne na sferze S™ [17] jest funkcja p(xq, x, T) gdzie zy, z € S™, ale wchodza do
funkcji p za posrednictwem odleglosci geodezyjnej 6* zdefiniowanej relacja cos 0F = @y - x /12 “.

Na mocy twierdzenia kosinuséw na sferze S2, cos 6* = cos 6 cos 6, + sin 6 sin 6, cos(¢ — ¢,)

40 Wielowartosciowos¢ odwrotnosci cosinusa nie gra roli, gdyz otrzymana funkcja p ma taki sam okres jak zmienna
katowa na okregu.
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p(xo, T, T) =
€8

27TT \/cos 0" —cos¢ ~

1 < (pt2m)?2 (5.3.6)

Z( DR (¢ — k2m)e™ =

7 = h/r?, gdzie promiesi 7 wyrazono w jednostkach v/A, jak . Podobnie jak w przypadku okregu,
wybor 1 wigze si¢ z dyspersja polozenia. Parametr T nie jest parametrem czasu dla fizycznej
ewolucji otrzymanych stanow.

Funkcja p(x,, &, T) ma jednoznaczne rozszerzenie analityczne do p 4~ (¢, , T) polegajace

na zamianie €, — ¢ € S, tyle ze teraz 0* = arccos(c - x/r?) € C.

IOAC<Ca €T, T) =
s Lo

e 1
:27TT/d¢\/COSQ*—COS¢ k_z:m(_ V(W = kam)e

9*

o0l

w2 (5.3.7)

([17], rozdz. 5)

W tym przypadku calka musi by¢ rozumiana jako catka po konturze na plaszczyznie zespolonej w
pasie 0 <Ry < 7.

Calka we wzorach (5.3.6) 1 (5.3.7) znaczaco utrudnia rachunki z ich zastosowaniem. Istnieja jednak

réwnowazne im wzory ([17], wz. (42), z poprawka /27 +1 — 27 + 1 4)

+00

plxg,x,7) =Y e ™5 (2 + 1)Py(cos 0*) (53.8)
j:O
pac(e,x,T) Ze” (2 +1)P;(cos 0) (5.3.9)

Zatem stan koherentny na sferze oplsany ]est funkcja falowg
hg(g+1)
=N Z e 22 (2j+1)P;(cos6") (53.10)
gdzie N jest czynnikiem normahzacy]nym zaleznym od parametrow stanu.

5.3.4 Pordéwnanie obydwu konstrukeji stanéw koherentnych na sferze

Stany przedstawione w dwoéch poprzednich podrozdziatach sg takie same. Hall wspomina juz w
[17], ze przedstawiony przez niego stan koherentny na S? zgadza si¢ ze stanem znalezionym w
[38], jednak pomylka we wzorze ([17], wz. (42)) sprawiala, ze wyniki te po prostu si¢ nie zgadzaly.
(Blad ten zostal wychwycony tez w [39].) Z drugiej strony dopiero wyrafinowanie wzoru ([38],
5.14) do postaci (5.3.3) pozwala latwo zrzutowaé stan koherentny na baze polozeniowa. (W [38]
byl on wyrazony w bazie |j,m).) Ostatecznie, wzory (5.3.4) i (5.3.10), cho¢ otrzymane innymi

drogami, okazujg si¢ takie same.

41 W cytowanej pracy we wzorze (42) podano czynnik /27 + 1, podczas gdy powinno by¢ 2j + 1. Latwo sprawdzi¢

zgodnos¢ z (5.3.7), czy tez przetestowac dla kilku zestaw6ow parametrow.
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Nalezy zaznaczy¢, ze stany przedstawione w podrozdziatach 5.3.1, 5.3.2 1 5.3.3 sa
nieunormowane. Wspotczynnik normalizacyjny N ze wzoru (5.3.10) zalezy od parametrow stanu

c(x,l,) i nie wyraza si¢ prostym wzorem.
5.3.5 Wlasciwosci stanéw koherentnych na sferze

Oznaczmy |¢) = |z, 1) = |0y, 0o, lg, 0y) — zgodnie z parametryzacja wprowadzona w
podrozdziale 5.1.2.

5.3.5.1  Niezmienniczos¢

Funkcja falowa stanu koherentnego na sferze (5.3.4) lub (5.3.10) zalezy od polozenia na sferze x 1

parametrow stanu (&, l,) poprzez iloczyn skalarny.

.sinh _sinhl
x-c=coshlyx x;,—1i O% . (I, x x,) = coshl,x - z; —i 0
0 0

ly- (zy x )

Obrét w R? nie moze zmienié jego wartosci. Stany koherentne na sferze sa niezmiennicze na obroty

w R? (translacje w S?). Wlasciwos¢ ta zostala odnotowana w [38].
5.3.5.2  Prawdopodobieristwa w przestrieni potozeniowe

Gesto$¢ prawdopodobiefistwa stanu koherentnego w przestrzeni potozen (6, ¢) w najprostszym

przypadku ma postac, ktorg ilustruje Wykres 22.

v

i 5 . ',g' 77
/ 1> \\ Y 7~y

s - S S~
RIS AT

S

Wykres 22 — Gestosé prawdopodobieristwa w stanie koberentnym na sferze o parametrach €, = [1,0,0] ily = 0
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Symetri¢ stanu lepiej wida¢ przy odwzorowaniu rozkladu gestosci prawdopodobienstwa

nad przestrzenia argumentéw o wlasciwej geometrii, co przedstawia Wykres 23.

Wykres 23 — Gestos¢ prawdapodobieristwa w stanie koberentnym na sferze o parametrach €, = [1,0,0] i lg = 0 wykresiona jako
wysokos¢ nad powierzchniq sfery

Rozklady gestosci stanéw koherentnych o innych parametrach x,l, przedstawiaja
nastepujace tablice.
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Wykres 24 — Gestosé prawdopodobieristwa w stanach koberentnych na sferze o momencie pedn Ly = 0 7 rdgnych wartosciach 0y, ¢y
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Wykres 25 — Gestosé prawdopodobiesistva w stanach koberentnych na sferze o parametrach ly = 3, g = w/4 i régnych wartosciach 0, ¢y,
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Maksimum gestosci prawdopodobienstwa, inaczej dominanta jego rozkladu wystepuje
zawsze w punkcie (0, ¢,) parametryzujacym stany koherentne.

Wyrazne wida¢, ze rozklad prawdopodobienstwa zachowuje swodj ksztalt przy obrocie
woko! osi 2. Niezmienniczo$¢ na obroty wokol pozostatych osi lepiej wida¢ przy odwzorowaniu

rozkladow gestosci prawdopodobienstwa nad powierzchnia sfery, co przedstawia Wykres 26.
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/2

2r/3

Wykres 26 — Gestosé prawdopodobieristwa w stanach koberentnych o parametrach g = /4, pg = 0 i régnych wartosciach 0, i,
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Wykres 27 — Gestosé prawdopodobieristwa w stanie koberentnym o parametrach 0q = /3, ¢y = 0,1y = 0, oy = 7/4 wykreslona
Jako wysokosé nad powiergchniq sfery

5.3.5.3  Dominanta i Srednie
Ze wzgledu na symetri¢ stanéw koherentnych na sferze wokot wektora @y, zachodzi rownos¢:

e Dominanty D
. Sredniej wewnetrznej IM
° Sredniej zewnetrznej BEM

e Wektora &, parametryzujacego stany koherentne.

D=IM=FEM ==z, (5.3.11)
Analogiczny zwiazek zachodzi dla stanéw koherentnych na okregu. W podrozdziale 4.3.9.4

zastrzezono, ze dotyczy to stanoéw koherentnych w chwili ¢ = 0, nie za$§ stanéw ewoluujacych w
czasie. W niniejszej pracy nie badano ewolucji stanéw koherentnych na sferze. Nalezy jednak
podkresli¢, ze zwigzek (5.3.11) dotyczy stanéw koherentnych na sferze w chwili poczatkowej (lub

stanéw w obrazie Heisenberga).

5.3.54  Prawdopodobieristwa w priestreni |§, m)

W przypadku sfery przestrzen fazowa nie ma struktury produktowej, a jest wigzka nietrywialna.

Uniemozliwia to skonstruowanie przestrzeni pedowej komplementarnej do przestrzeni
polozeniowej na takiej zasadzie jak w R™ czy S'. Najblizszym jej substytutem jest przestrzeti
wskaznikow j, m zwigzanych z wartosciami wlasnymi odpowiadajacymi wspolnym wektorom

wlasnym operatoréw L2 i L.
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Zmienne jim sa dyskretne. Dla takich tez wartosci zdefiniowano harmoniki sferyczne we
wzorze (5.3.2). Zilustrowanie stanéw koherentnych nad taka dziedzing mogloby by¢ mato

czytelne. Totez skorzystano z uogélnionej definicji harmonik sferycznych dla j, m € R (vide uzup.
9.1).

Wykres 28 — | f (4, m, 1, o, 0, b0 ) |2 jako funkeja j € N,m € Z,|\m| < 34, dla ustalonyeh 1y = 4, 0y = 7/2,00, P (3
ktorych O, ¢ nie odgrywaja roli)

Wykres ten wyglada identycznie dla dowolnych 6, ¢, ale jego postaé zalezy od [, ay.
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Wykres 29 — Gestosé prawdapodobiesistwa p(j, m, 1y, o, 0y, o) jako funkga j € N, m € Z,|\m| < §, dla kilkn ré3nych 6,
o 7 ustalonego | = 4.

5.3.5.5  Maksima w prestrzeni j,m

Naturalne przyréwnanie wartoéci wlasnej operatora J2 do kwadratu klasycznej wartosci momentu

pedu I ~ j(j 4+ 1) pozwala przypuscié, ze rozklad gestosci stanu koherentnego powinien byé

skupiony w poblizu
JA2 —
j, = % (5.3.12)
Je(l) =1 —3+0(H") (5.3.13)

Doktladne obliczenia numeryczne pokazuja, ze faktyczne maksimum szybko zbliza si¢ do wartosci
danej tym wzorem w miare¢ wzrostu [.

jc ~ jt
gdzie j, jest wartoscig j maksymalizujaca gestosé prawdopodobienstwa po j,m € R
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Rozbieznosé wynosi dla [y =1, 0.1, dla [, =4, 0.04, a dla [, =16, 0.008 w liczbach
bezwzglednych lub odpowiednio 0.1, 0.01, 0.0005 we wzglednych. Dla [, = 0, rozbieznos¢ jest
zerowa. Biorac pod uwagg, ze fizycznie znaczace wartosci J sa dyskretne, rozbieznos$¢ ta nie gra
roli 1 wzor (5.3.12) stanowi wystarczajace przyblizenie potozenia maksimum. W istocie zastapienie
(5.3.12) rozwinigciem (5.3.13) jest najzupelniej wystarczajace dla [ > 1.

Ponizej przedstawiono polozenie maksiméw prawdopodobienstwa zaréwno po ciaglych

jak 1 dyskretnych argumentach 7, m.

]

4

— 1-1/2
— Jt
- jc

® Ja

Ja'=lgt1

4
1

2 3 2
Wykres 30 — Wartos¢ j maksymalizujaca po ciqglych i dyskretnych j, m funkgje gestosci prawdopodobierista w stanie koberentnym
Jako funkeja parametrn 1
Maksimum wystepuje w punktach j oznaczonych na niebiesko, ale wartos¢ w j' =j+1

(oznaczonych na pomaranczowo) jest tylko minimalnie nizsza.

Powyzszy wykres ma identyczng posta¢ dla dowolnych parametréw oy, 6y, @. Dyskretne maksima
obliczono jako faktyczne maksima funkcji prawdopodobiefistwa po dyskretnych zmiennych
(j,m). (Nie za$ jako zaokraglenie maksimum obliczanego po przestrzeni ciaglej do najblizszej
wartosci catkowitej, gdyz, dla rozkladéw nie calkiem symetrycznych woké! swojego maksimum,

to nie to samo.)

) 0 =0
jd:maX(O,l—l):{l_l 1> 1

Warto$é m maksymalizujaca prawdopodobiefistwo w stanie |6, ¢, [, a) zalezy od wartoci

J dla ktérej to maksimum wystepuje. Nie powinno to dziwi¢, skoro m ma interpretacje rzutu

wektora momentu pedu na ,,trzecia 0§” I3 = [ cos asin 6.
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5.4 Funkcja Wignera na sferze

5.4.1 Konstrukcja funkcji Wignera na sferze

W tym podrozdziale omawiamy konstrukcje 1 wlasciwosci funkceji Wignera przedstawionej we
wspolnej pracy autora z K. Kowalskim [7].

W analogii do przypadku okregu (4.4.7) zaproponowano w [7] nastepujaca posta¢ operatora

gestosci
i1 _ & (J—1)+ix-(X—x)
W= [dute) [ avxests i
52 T 52
gdzie
dp(&) = dipdr sin T (5.4.2)
dv(&) = d\dp (5.4.3)

Operator pod catkag w (5.4.1) podlega rozkladowi na czynniki zgodnie ze szczegdlnym
przypadkiem wzoru Zassenhausa (vide uzupelnienie 9.4).

Gdy [X,Y]=Z,[X,Z] =cY,[Y,Z] =0,ceC

inh 1 h
X+Y _ eXesu;\/E\/Z Y+ cocs \/ZZ

e (5.4.4)

Istotnie, algebra (5.1.4) zapewnia spetnienie tych warunkéw dla X = 7§ - JiY =iX-X ze

wspolczynnikiem ¢ = —1.

[ix-X,—i(€xA)-X]=0
i€ JHINX _ i€ J gi(sin IA+(1—cos 1)xN)- X (5.4.5)

Dalej, z wykorzystaniem rozkladu jednosci w reprezentacji polozeniowej generowanej przez

wektory |x”) otrzymujemy

W(x,1) =
N / dp(é) / dv(X) / dpu(a) e Ehe e x 2 (5.4.6)
5’2

e 52
X e%€'j|m’)(:v’

Operator e dziala na wektory bazy polozeniowej jako operator obrotu o kat —7v wokot

e%ﬁ-jei(sin 1A+(1—cos1)ExA)-X

wektora jednostkowego &.

78 |2y = |Re(—)z)
gdzie R () sa macierzami obrotu o kat v wokél wektora jednostkowego §. Rezultat obrotu
wektora & mozna obliczy¢ przy uzyciu wzoru Rodriguesa.

Re(v)x =cosyx +siny§ x ® + (1 —cosy) (€ )€

i&d , ei(sinl)ﬁr(lfcosl)&x)\)-f

42 Operator rzutowy |&”) (2’| mozna tez umiesci¢ pomiedzy e , jednak wéwczas wynik

bedzie mniej symetryczny.
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Natomiast operator e’ (dla dowolnego wektora v) dziala na wektory bazy polozeniowej w
nastepujacy sposob: eV X|x) = e®|x), co mozna natychmiast wykazaé rozwijajac funkcije

wykladnicza operatora w postaci szeregu.

W(x,1) =

_ 7 p—i€l ,—iX-x ,—i2sing Xz’

= /du({) /du()\) /du(:c )e Ste e X (547
S2

T, 52 52
X |Re(—5)x) (Re(+5)z]

Dla dowolnego wektora v, w parametryzacji opisanej w podrozdziale 5.1.1 zachodzi

o +m
/dV()\) e—ix'v — / d\ / dﬁ eCa cos f+c, sin B (5.4.8)
T£S2 0 s
gdzie ¢, = IA(—cos 1 cos Tv, —sin cos T vy + sin T vy)
¢, = iA(=siny v, + cosvy)
Oznaczmy ¢, = ccos7y, ¢, = csiny. Wowezas ¢ = | /c2 + c2 = i\ /v? — (v - §)?

+m tT

/ dﬁ eCa cos B+cysin B _ / dﬁ ec(cos*ycosﬁ-‘rsin'ysinﬁ)

— -

Wynik catkowania funkcji 2m-okresowej po calym okregu nie zalezy od punktu poczatkowego (a

zarazem kofcowego — w sensie modularnym) przedzialu katéw (punktu ,rozcigcia” okregu).

Obracamy uklad wspdlrzednych tak ze siny = 0.

+m ™
/ dBeccsh = Q/dﬁeccosﬁ =2nl,(c)
—7 0

na mocy tozsamosci foﬂ dBecsf = rl,(c), c € C [40], gdzie I,(c) jest zmodyfikowana funkcja
Bessela pierwszego rodzaju (vide uzup. 9.1). Nastepie z wykotrzystaniem tozsamosci I, (ir) =
Jo(7), 7 € R ([3], wz. 03.02.27.0002.01), gdzie J,,(c) jest funkcja Bessela pierwszego rodzaju (vide
uzup. 9.1) i [ “dr Jy(re) =1, ¢ € C\ {0} (z przeksztalcenia [3], wz. 03.01.21.0075.01).

/dy@\) e N :27r/ X Ty (A2 = (v €)?) = \/02_27;—,06)2

TeS? 0
Ostatecznie, operator gesto$ci ma postac
W(x,1) =
) oL
~ [aute) [ dnta’) X e
g2 g2 \/(QSin%m’—:v)z—((QSin%m’—m) -€)

X |Re(—5)a") (R (+3) |
Natomiast funkcja Wignera W(x,1) = <fm\/(:c, 1)|f) jest dana wzorem
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/d (E) /d ( /) eiig'l
- : HE x 5.4.10
52 52 \/(QSin%m’—m)2_ ((QSin%:v’—m) -5)2 ( )

x f(Be(—5)2") f(Re(+3)2")

gdyz (z|f) = f(x). Ta postac funkeji Wignera nie jest unormowana.

5.4.2 Wilasciwosci funkcji Wignera na sferze

W pierwszym rzedzie nalezy sprawdzi¢ czy znaleziona funkcja Wignera na sferze zachowuje

podstawowe wlasciwosci znane z przypadku R™ i utrzymane w S (vide podrozdz. 4.4.2),

mianowicie: rzeczywisto$¢, normalizacje 1 ograniczonosc.
54.2.1  Rgecgywistos¢

J)+ix(X—x

Funkcja podcatkowa we wzorze (5.4.1) ma postaé &l ). Jej sprzezenie zespolone jest

rownowazne przeksztalceniu & — —€ i A — —A. Miara dp(&)dv() jest niezmiennicza na te

transformacjg. Zatem operator gestosci W jest hermitowski i w konsekwencji, funkcja W =

<f‘W‘f> jest rzeczywista.
5.4.2.2  Normalizaga

Funkcja W dana wzorem (5.4.10) nie jest znormalizowana. Jej catka po przestrzeni fazowej jest
jednak skoficzona, wiec zawsze mozna wprowadzi¢ wspélczynnik normalizacyjny. Wspotczynnik

ten zalezy od stanu f i zdaje si¢ nie wyrazaé prosta funkcja.
5.4.2.3  Ograniczonosé

Ograniczono$¢ funkcji Wignera jest zwigzana z nieoznaczonoscig polozenia i pedu. Funkcja
Wignera nie moze przyjmowac¢ dowolnie duzych wartosci, co wyklucza dowolnie waskie
zlokalizowanie rozkladu prawdopodobienistwa.

Wykazanie ograniczonodci funkcji Wignera dla sfery w ogdlnosci wydaje si¢ zadaniem
trudnym. Mozna jednak pokazac jej ograniczono$¢ w stanach koherentnych (5.3.10). Ma to sens o
tyle, ze jedli stany koherentne na sferze sq réwniez stanami o minimalnej nieoznaczonosci, to
ograniczonos¢ funkciji Wignera w tych stanach pociaga za sobg jej ograniczono$¢ w ogélnosci. W

([7], rozdz. 4) przedstawiono dowdd, Ze istotnie

2
W, (z,))]| < ——
Wl ‘7)‘—1—25111%
Natomiast w stanach |I, m)
7220+ 1)
Wi (2,7 —
(Wi (.9) = 1—2sinl

Dla [ — 00 rozktad kwaziprawdopodobiefistwa moze przyjmowac dowolnie duze wartosci, jak w

przypadku klasycznym. Moze jednak przyjmowac tez dowolnie duze warto$ci ujemne.
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Warto zauwazy¢, ze ograniczenie to znaleziono dla stanéw koherentnych otrzymanych z
(5.3.9) przez wybér 7 = h/r? = h. Jak wiemy z przypadku okregu (por. podrozdz. 4.3.9.2), wybor
T zwigzany jest z dyspersjgq stanu w zmiennej polozeniowej. Cho¢ znalezione ograniczenie nie

zalezy od parametrow stanu a, [, to moze zaleze¢ od owej dyspersji.

5.4.3 Funkcja Wignera w stanach koherentnych na sferze

Wykonano obliczenia numeryczne® funkcji Wignera (5.4.10) w stanach koherentnych na sferze

(5.3.4) z parametrami (5.3.5) danej wzorem

W,  (xz,1) =

xq,lg

~ [du©) [ duta?) el X
\/(2 sinja’ — )2 — ((2sinfa’ — ) - 5)2 G411

S2 S2
X <w07 lO |R£(_ %)m/> <R£(+ %)ml‘moa l0>f
Cho¢ badana przestrzen konfiguracyjna jest zwykla dwuwymiarowa sfera, przestrzen
fazowa jest juz czterowymiarowa, wiec wizualizacja funkcji zdefiniowanych na tej przestrzeni jest
klopotliwa. Pewien wglad w zachowanie takich funkcji zapewniaja przekroje calej przestrzeni
argumentéw uzyskane przez ustalenie dwoch z czterech argumentéw. Szczegdlnie istotne sa
przekroje zdefiniowane przez plaszczyzny przechodzace przez srodek rozkladu W. Zachowanie
funkcji Wignera w stanach koherentnych przedstawiono na kilka sposobéw w dwéch wybranych
stanach: z zerowym momentem pedu i niezerowym (ale dalekim od granicy klasycznej). Wybrano

nastepujace stany*#:

00 = 0,15 = 0 (g — dowolne) i

2
B. 90:§,¢0:O,l0:8,a023

5.4.3.1  Funkga Wignera we wspotriednych potozenia dla nstalonychl i o.

Wykreslono rozklad W w funkcji argumentéw 6, ¢ na przekroju przestrzeni argumentéw dla
ustalonych [ = [y i = «.

Nalezy pamietad, ze ze wzgledu na nietrywialng strukture wiazki stycznej, taki przekroj
przestrzeni argumentéw w ogoélnosci nie odpowiada globalnemu przekrojowi wiazki. Jedynym
globalnym przekrojem wiazki stycznej T'S? nad sfera S? jest przekréj zerowy, czyli przekréj dla
[=0.

43 Nalezy wspomnie¢, ze poziom zlozonosci obliczeniowej przywolywanych obliczen numerycznych jest znaczny.
Wrynika to gtéwnie z koniecznosci catkowania w wielu wymiarach, takze funkcji szybkozmiennych wzgledem
zmiennej catkowania. W celu wykonania niezbednych obliczert w rozsadnym czasie, wykorzystano komputer duzej
mocy.

44 Poniewaz symettia na obroty w ¢ jest jawna, wybér ¢, do przykladu nie ma znaczenia. 8, wybrano tak aby punkt
T nie znalazl si¢ w wyréznionych polozeniach: na biegunach lub réwniku. Kat oy, wybrano tak Zeby ani wektor
momentu pedu ani kierunek ruchu na powierzchni sfery nie pokrywat si¢ z potudnikiem.
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Wykres 31 — Funkgia Wignera w stanie koberentnym na sferze o parametrach 0o = /2, ¢y = 0,1y = O we wspdlrzednych
sferyeznyeh dla ustalonego 1 = 1
Obserwujemy wyrazne maksimum w punkcie & = @ parametryzujacym stan koherentny.
Funkcja jest dodatnia na calym przekroju l = ;.

Z wykresem tym warto porownaé Wykres 24 w podrozdziale 5.3.5.2 przedstawiajacy
kwadrat modutu funkcji falowej stanéw koherentnych na sferze.
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Wykres 32 - Funkga Wignera w stanie koberentnym na sferze o parametrach 0y = 7/3, ¢y = 0,1, = 8,00 = 7/4 we
wspdlrzednych sferyeznych dla nstalonego 1 = 1

Obserwujemy wyrazne maksimum w punkcie & = &, parametryzujacym stan koherentny.
Pojawiaja si¢ obszary, gdzie funkcja przyjmuje wartosci ujemne.

Poniewaz zmienne 6,¢ parametryzuja polozenie na sferze, naturalnym sposobem
przedstawienia funkcji zdefiniowanej na tej przestrzeni argumentow jest odwzorowanie wartosci

funkcji nad powierzchnia sfery.
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a. 0y=7/2,6,=0,1,=0 b 0y=m/3,0y=0,l,=8,0, =7/4

Wykres 33 — Funkga Wignera w dwich stanach koberentnych na sferze o podanych parametrach wykreslona na powierzchni sfery dla
ustalonych 1 =1

Rozklad Wignera jest skupiony wokoét punktu 8 = 0, ¢ = ¢,. W przypadku stanéw z
niezerowym momentem pedu mozna zauwazy¢ rozciagniecie rozkladu w kierunku prostopadtym

do wektora momentu pedu (w kierunku ruchu na powierzchni sfery). Rozklad (we wspolrzednych
0, ) nie pozwala na rozréznienie ruchéw w przeciwnych kierunkach. Stopied rozciagnigcia

rozkladu rosnie wraz z wartoscia momentu pedu [, parametryzujacego stan.
5.4.3.2  Funkga Wignera w prestrent pedow dla ustalonego potogenia

Rozklad Wignera zostal wykreslony w funkcji argumentéw [, o parametryzujacych przestrzen
styczng w punkcie 0 = 0, ¢ = ¢,,.

W przeciwieistwie do przekroju przestrzeni argumentéw dla stalych [, o, przekroj ten,
zdefiniowany dla statych 0, ¢, ma prosty sens geometryczny. Jest to pojedyncze wtokno wiazki, a

doktadniej pojedyncza przestrzen wektorowa T, 5% styczna do S? w punkcie (6, ¢). Przypadek
z zerowym momentem pedu przedstawia Wykres 34.
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Wykres 34 — Funkga Wignera w stanie Roberentnym o gerowym momencie pedn na sferge wykreslony na przestrent stycne do sfery w
punkcie & = Xy (parametryzowane miennymi l i o).
Posta¢ tego wykresu nie zalezy od @,. Obserwujemy ostre maksimum w punkcie { = 0.
Wystepuja oscylacje w postaci wspotsrodkowych pierscieni wok6t maksimum. Przypadek z [, # 0
ilustruje Wykres 35.

Wykres 35 — Funkga Wignera w stanie koberentnym o ly = 8, 0o = /4 na sferze wykreslony na priestrzeni stycznej do sfery w
punkdie © = Xy (parametryzowane miennymil 7 o)

Maksimum wystepuje dla I ~ 1, dokladniej, dla a =« i [ = [, przy czym blad

bezwzgledny jest mniejszy niz 0.5 dla {, = 1 i maleje ze wzrostem [, tak ze dla |, = 8 wynosi juz
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mniej niz 0.1 4. Oscylacje réwniez maja postac pierscieni wokot maksimum z tym, Ze sa nieco
silniejsze wzdluz kierunku «y,.
Te samg tre§¢ mozna przedstawic by¢ moze jeszcze bardziej przejrzyscie za pomoca

wykresow konturowych ktore zawiera Wykres 36.

a. 90:7T/2,¢0:0,ZO:0 b. 90:7‘-/3’¢0:07ZO:8500:7T/4

Wykres 36 — Funkgja Wignera w dwdch stanach koberentnych na sferze o podanych parametrach wykreslona na prestrzeni stycznej do
Sfery w punktach T = Xy (parametryzowanej miennymil i o)

5.4.4 Funkcja Wignera w stanach |7, m)

Wykonano obliczenia numeryczne funkcji Wignera w stanach |, m) majacej postaé

Wj,m("B; l) =
i€l
= [ du(§) [ du(z’) € .
52/ 52/ \/(2 sinia’ —x)? — ((2 sinla’ — x) _€>2 (5.4.12)

x (j,m|Re(—3)a") (Re(+3)a’|j, m)
gdzie rzut stanu |j, m) na baze polozeniowa wyraza si¢ harmonikami sferycznymi (x|j, m) =

Y[ (z) zdefiniowanymi w uzupetnieniu 9.1.
5.4.4.1  Pologenie maksimum

Zawsze wystepuje wyrazne maksimum lokalne dla 6 = 7. Wzdtuz ¢ nie obserwujemy zmiennosci
wartosci funkcji Wignera (5.4.12). Maksimum przyjmuje posta¢ okregu parametryzowanego przez

@. Wspolrzedna [ maksimum znajduje si¢ w przedziale [ € (j,j+1). Sprawdzona

max

numerycznie wspolrzedna o maksimum zgadza si¢ (na ile pozwala dokladno$¢ numeryczna) z

relacia [, = [ cos arsin 6 wynikajaca wprost ze zwiazku [ - & = 0 i parametryzacji tych wektorow.

45 Blad wzgledny jest woéwcezas rzedu 0.01.
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Mianowicie maksimum funkcji Wignera obserwujemy dla o = +arccos(l,/lsin6), gdy za [,

podstawimy m, a za [ podstawimy [ .., za$ 6 wybierzemy réwne /2 (warto$é maksymalizujaca).

Maksimum to ma nastepujace wlasciwosci:

e Wystepuje w 2 kopiach o przeciwnych wspoétrzednych o (oczywiscie z wylaczeniem
przypadku, gdy o = 0 lub 7, ktéry zachodzi dla m = +7J; woéwczas maksimum to jest
pojedyncze).

e Jest rozciggniete wzdluz ¢ na caly przedzial zmiennosci ¢.

e Towarzysza mu (przewaznie znacznie nizsze) maksima w innych potozeniach.

e W wickszodci zbadanych przypadkéw maksimum to jest maksimum globalnym, ale dla
niektérych wartosci parametréw J, m pojawia si¢ tez dodatkowe, nawet wyzsze maksimum
dla @ = 0 lub 7. Wyglada ono na efekt szczegdlnej interferencji wspomnianych maksiméw

towarzyszacych. Na tej samej zasadzie dla o = 0 lub 7 obserwujemy tez glebokie minima.
5.4.4.2  Rozklad Wignera w wybranych stanach | j, m) w prestrzeni l, 1,

Wykres 37 przedstawia rozklad Wignera w wybranych stanach |j, m) na przestrzeni I, [ .
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a 10,0) - -

2N

b ]10,5) -

¢ ]10,10) -

Wykres 37 — Roztelad Wignera w wybranych stanach |, m) w prestrzeni 1,1,
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Warto poréwnac te wykresy z wykresami kwadratu modutu stanéw koherentnych na sferze

w przestrzeni 7, m (Wykres 29 w podrozdz. 5.3.5.4).
5.4.4.3 Rozklad W w stanach |j, m) w prestrieni potoser

Ponizej zilustrowano rozklad Wignera w wybranych stanach |j, m) na przestrzeni polozen, czyli

na powierzchni sfery.

o ]10,0) b [10,5) . ]10,10)

Wykres 38 — Rogktad W w wybranych stanach |l, ™) na powierzchni sfery

W stanach |j,0) funkcja Wignera jest funkcja stala na powierzchni sfery. W stanach
|7,m), |m| > 0, maksimum osiagane jest dla 6 = 7/2 i rozciaga si¢ w postaci okregu dla ¢ €

[—m, +7).
5.4.4.4  Pologenie maksiméw w stanach |j, m) w prestrieni momentéw pedu

Jak wyjasniono w podrozdziale 5.4.3, w przypadku sfery nie istnieje przestrzen pedowa, taka jak w
przypadku R™ czy S, gdyz wiazka T'S? nie ma struktury iloczynowej. Nie przeszkadza to jednak
w badaniu rozktadu W na przestrzeniach T, 5? stycznych do S? w wybranym punkcie .

Wykres 39 przedstawia wartosci funkcji Wignera w wybranych stanach |j,m) na przestrzeni

stycznej do sfery w punkcie § = /2, ¢ — dowolne.



105

b. |10,5)

o |10,0) . [10,10)

Wykres 39 — Wartosci funkegi Wignera w wybranych stanach | j, ™) na prestrzeni styeznej do sfery w punkcie 0 = 5, ¢ — dowolne
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Funkcja Wignera stanu |j, m) osiaga maksimum dla [ € [, 7 + 1] i [; & m. Biorac pod
uwage, ze j(j+ 1) jest wartoscia wlasna operatora J2, j(j+ 1) mozna interpretowaé jako

klasyczna warto$¢ momentu pedu. Warto$é ta faktyczne nalezy do przedziatu [j, j + 1] tak jak {

maksymalizujace funkcje Wignera.

5.4.5 Alternatywne podejscia do konstrukeji funkcji Wignera dla sfery
5.4.5.1  Podejscie Alonso, Pogosayana i Wolfa

Jedynym do czasu opublikowania wynikéw [7], znanym autorowi podejéciem do skonstruowania
funkcji Wignera na sferze jest propozycja Alonso, Pogosayana i Wolfa [36]. Ich funkcja Wignera
jest funkcja poltozenia na sferze x € S™ i specyficznie skonstruowanej zmiennej pedowej ([36],
podrozdz. II D). Zmienne te jednak nie parametryzuja klasycznej przestrzeni fazowej dla czastki
na sferze. Jest to zatem koncepcja istotnie odmienna od funkcji Wignera znanej z R”™ czy S, ktére

okreslone sa na przestrzeni fazowej, tj. wiazce stycznej do przestrzeni konfiguracyjnej.

5.4.5.2  Perspektywa wykorgystania metody obejmujace transformacie Segala-Bargmanna, funkege Husimiego i

odwrotng transformacie Gaussa-W eierstrassa

Zastosowanie uogolnionej metody znajdowania funkcji Wignera zaproponowanej przez autora w
rozdziale I, wiodacej poprzez transformacije Segala-Bargmanna, funkcje Husimiego i (uogdlniona)
odwrotng transformacj¢ Gaussa-Weierstrassa do przypadku sfery wydaje si¢ obiecujacym tematem
dalszych badan. Otrzymanie funkcji Husimiego przez odpowiednia w przypadku sfery
transformacj¢ Segala-Bargmanna funkcji falowej ([17], prop. 6) nie stanowi problemu. Dalej,
przedstawiona metoda wymaga odplecenia (dekonwolucji) jadra cieplnego wiasciwego w
przypadku sfery (vide podrozdz. 5.3.3) od otrzymanej funkcji Husimiego. W przypadkach R™ oraz
S osiagnieto to poprzez twierdzenie o splocie i (odpowiednie) transformacje Fouriera. Znalezienie
wladciwego sposobu przeprowadzenia tego kroku dla sfery i innych rozmaitosci oraz zbadanie

wladciwosci otrzymanej funkcji bedzie przedmiotem dalszych prac.
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VI  Uogodlniona konstrukcja funkcji Wignera dla

nietrywialnych rozmaitoS$ci

za pomocy transformacji Segala-Bargmanna, funkcji Husimiego i

odwrotnej transformacji Gaussa-Weierstrassa

Istnieje jeszcze inna droga otrzymania funkcji Wignera na rozmaitosciach innych niz R™.
Konstrukcje tg, zamieszczono w osobnym rozdziale, gdyz jest, o ile autorowi wiadomo, rzecza
nowa. Co do zasady moze by¢ zastosowana w dowolnych przestrzeniach symetrycznych.
Konkretna jej realizacja w poszczegdlnych przestrzeniach moze si¢ jednak istotnie rézni¢. Metode
te przetestowano w przypadku R™ i ST uzyskujac, dla R™, wyniki zgodne ze standardowymi i, dla
S, z wynikami [6] oraz [34] przedstawionymi w podrozdziale 4.3.10.

6.1 Ogdlny zarys metody

W celu znalezienia funkcji Wignera nalezy przeprowadzi¢ transformacje¢ Segala-Bargmanna funkcji
falowej, na jej podstawie wyznaczy¢ rozklad kwaziprawdopodobienstwa Q Husimiego i wreszcie
odples¢ (wykonac de-konwolucje) od niego odpowiednik gaussianu w danej przestrzeni (w istocie
jadro cieplne), ktory wygtadzal funkcje Wignera czyniac z niej funkcje Husimiego.

Uogdlnienie transformacji Segala-Bargmanna 1 rozkladu kwaziprawdopodobienstwa
Husimiego na dowolng sfer¢ S™ opracowal Hall [11]; natomiast przeksztalcenie rozkladu
Husimiego na sferze S™ w rozklad Wignera przed odplecenie jadra cieplnego, ktdre jest, w dobrze
uzasadnionym sensie, uogélnieniem rozkladu normalnego (vide podrozdz. 4.2.6) na nietrywialne
dziedziny stanowi propozycj¢ autora i wedle jego wiedzy jest nowe.

Podsumowujac, do znalezienia funkcji Wignera potrzebne sq nastepujace kroki:

1. Transformacja Segala-Bargmanna funkcji falowej f okreslonej w przestrzeni potozeniowej
do funkcji F' na przestrzeni fazowe;j.

2. Rozklad kwaziprawdopodobienstwa Husimiego jako kwadrat modutu F' (z odpowiednia
miarg).

3. De-konwolucja (via transformacje Fouriera).

0.2 Szczegbdlowa droga obliczen

2. Etap pierwszy (|28]; [11], rozdz. 9)
a. Punktem wyjScia jest okreslona rozmaito$¢ K pelniaca role przestrzeni

konfiguracyjnej.
b. Okreslamy w niej odpowiedni laplasjan A, zapisujemy réwnanie przewodnictwa

cieplnego, uwzgledniamy warunki brzegowe, warunki okresowosci i znajdujemy jadro
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cieplne. Dla wielu interesujacych przestrzeni odpowiednie jadra cieplne sq znane, np.

dla sfer znajdziemy je w pracy [17].

c. Traktujemy jadro cieplne wzigte dla 7 = 1 * jako miare p na przestrzeni K

d. Znajdujemy przedluzenie analityczne p1 do dziedziny zespolonej: (i 4.

e. Wykonujemy kompleksyfikacj¢ K: K. Dla wielu interesujacych przestrzeni, w tym
R™i.S™, posta¢ K jest znana.

f. Okreslamy w niej laplasjan Ag, zapisujemy réwnanie przewodnictwa cieplnego,
uwzgledniamy warunki brzegowe, warunki okresowosci i znajdujemy jadro cieplne na
K.

g. Traktujemy jadro cieplne wzigte dla 7 = 1 jako miar¢ p1p ¥ na K. Co wazne, funkcja
ta jest jednoczesnie jadrem (uogélnionej) transformacji Weierstrassa na K.

h. Catkujemy p po K, tak Ze otrzymana miara v na K zalezy tylko od zmiennych w
kierunku urojonym.

i. Bierzemy funkcje falowa w przestrzeni polozeniowej f wybranego stanu.® Jesli
pracujemy ze stanem koherentnym HKCS, to ma on posta¢ doktadnie taka jak p (na
K).#

j. Przeprowadzamy transformacje¢ Segala-Bargmanna%, czyli wykonujemy splot

(konwolucje)s' na K funkcji f z przedtuzong analitycznie miarg (o 4.

F(2) = (f # jia0)(2) = / INz) F(@)pac(z — 2) o2

K
2 e C4 =

k. Otrzymujemy F' — funkcje falowa w przestrzeni fazowej. Dla f(q), F'(x), gdzie z =
q + ip, przy czym p ma interpretacje pedu sprzezonego do q. F((x) € H L* (K¢, v)

53

46 Gdzie ,,17 jest w istocie pewna stalg bezwymiarowsa powstala z kombinacji stalych fizycznych ustanawiajacych skalg
w danym zagadnieniu. W wybranym tu ukladzie jednostek 7 = f/r?.

47 Nie jest to to samo co b4

48 Najlatwiej zrobi¢ to dla stanéw koherentnych typu jadro cieplne, HKCS, gdyz same maja struktur¢ matematyczna
podobna do uzywanych miar oraz korzystne wlasnosci przy calkowaniu i transformacji Fouriera i mozna liczy¢ na
powazne uproszczenia.

49 Dla sfer dowolnego wymiaru stany te sa znane. W wymiarach 2, 4, 6,... maja jednak ztozona forme matematyczna.
Dotyczy to tez miary opartej o jadro cieplne (heat kernel measure). Przypadek S® wydaje si¢ tatwiejszy od S2.

50 Hall przedstawia 3 wersje tej transformacji oznaczane w pracy [11] literami A, B i C. Korzystam z wersji C, ktora
Hall wskazuje jako najdogodniejsza dla uogélnied. F: L?(R?, dx) — L?(C?,v). W przestrzeni H L?*(C%,v)
obowigzuje metryka v, zatem to wzgledem niej powinno odbywac si¢ catkowanie funkcji F'. Przy pdzniejszym
definiowaniu funkcji Husimiego, miare t¢ wciaga si¢ do definicji, aby funkcja Husimiego okreslata rozklad gestosci
kwaziprawdopodobienstwa (innego niz w przypadku funkcji Wignera) na przestrzeni fazowej ze standardowq miara
Haara.

51 Wykonalnosé, sens i sposob konwoluciji zalezy od K.

52 W zapisie multiplikatywnym: fK dN(®) f(D)ac(oX7H).

53 H L%(X, 1) jest przestrzenia catkowalnych z kwadratem wzgledem miary o funkcji holomorficznych f: X — C
([11] def. 2.1)
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. Obliczamy rozklad kwaziprawdopodobiefistwa Husimiego* jako kwadrat modutu F,

pomnozony przez v aby mial sens gestosci przy naturalnej mierze Haara na K.
Q= I|F(z")]*v (6.2.2)

3. Etap drugi — wykonujemy de-konwolucje @) ,,odplatajac” od niej fic.5 Osiagamy to z
uzyciem twierdzenia o konwolucjiss.
a. Wykonujemy transformacj¢ Foutiera funkeji Q).
b. Przeprowadzamy transformacje Fouriera funkcji pe (jako jadra transformacji
Weierstrassa, tzw. jadra Gaussa-Welerstrassa).
c. Dzielimy FQ przez T jip

Wykonujemy transformacje odwrotna

F
W=g"1 (k: Q) (6.2.3)
F e
gdzie stata k koryguje stala zwiagzang z transformacja F (ktéra w ilorazie ulega skréceniu, podczas
gdy powinna pozosta¢ dla skompensowania statej wprowadzanej przez transformacje odwrotng).

W ten sposob otrzymujemy rozklad kwaziprawdopodobienistwa Wignera na przestrzeni
fazowej K.
0.3 Realizacja zaproponowanej metody dla okregu

Obliczenia wykonano dla stanéw koherentnych (HKCS) na okregu jak i dla stanéw wiasnych

operatora momentu pedu (a zarazem hamiltonianu swobodnego).

0.3.1 Miary zwigzane z jadrem cieplnym na przestrzeni konfiguracyjne;

Przytoczymy tu wyniki z podrozdziatu 4.3.5.1
1 - T
p<a7¢77—) = 93 <¢ a7e§>

pacla,z,7) = \/1—93 <§, e*%)

T — h/r?

Argumentem funkcji okreslajacej miare jest odlegltosé geodezyjna pomigdzy punktami v, ¢ czy tez

(@) = ﬁe (§.e2)

a,x

54 Funkcja ta nie tylko ma wszystkie wady kwaziprawdopodobienstw (niespetnienie 1 i 3 aksjomatu Kolmogorowa),
ale tez nie daje prawidtowych rozkladéw brzegowych!

55 Zwiazek funkcji Husimiego i Wignera oméwiono w przypadku trywialnym w podrozdziale 2.6.

56 Twierdzenie o konwolucji w podstawowej formie zachodzi dla grup lokalnie zwartych, abelowych. Rol¢ harmonik
pelni wowczas charakter (ten z teorii grup). Zachodzi tez wéwczas dualno$¢ Pontriagina. Dla grup nieabelowych
twierdzenie Petera-Weyla wskazuje sposéb zamiany konwolucji na iloczyny punktowe.
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1 X
Pac(0) = —rrh/rz 05 <— € 2r )

x €C

0.3.2 Miary zwigzane z jadrem cieplnym na przestrzeni fazowe;j

K¢ utozsamiamy z przestrzenig fazowa przy parametryzacji pedow przez liczby urojone.

Laplasjan na S ma postaé

0* 82
ASC 8¢2 + — (6.3.1)

Zagadnienie przewodnictwa cieplnego na S¢ przyjmuje postaé57
1 . 0 .
ZASCf(¢7j7T> - Ef(qﬁajfT)

[(,5,7) = f(¢+2m,j,7) 6.32)
70+
Jego rozwiazanie fundamentalne to jadro cieplne na S

j2

pe(d,4,7) = 27r\/_—\/_ <¢ e%> 6.3.3)

Zatem miatra zwigzana z jadrem cieplnym (heat kernel measure) na Sg jest dana wzorem
2

(9, 5) = 26_\]/— (¢ eﬁ) (6.3.4)

Za$ miara i scatkowana po S to

(6.3.5)

Przedstawiony formalizm dziala dla dowolnych stanéw. W przypadku stanéw

koherentnych jednak mozna liczy¢ na istotne uproszczenia wzorow.

0.3.3 Wyniki na przykladzie stanu koherentnego

Ponizej przedstawiono wyniki kolejnych krokéw obliczen na przykladzie stanu koherentnego.

Transformata Segala-Bargmanna funkcji falowej wyraza si¢ wzorem

1 X
Flx) = 0, (X e
(x) o SO0 3<2,€ ) 6.3.6)

gdzie x € C, natomiast jako funkcja zmiennych ¢ i j

. 1 b+ij
F(¢7])_27T\/W93< 9 € ) (6.3.7)

57 Zmiana wspolczynnika zwiazana jest z definicja zmiennej zespolonej x = ¢ +ij. Dla x = (¢ +i5)/v/2
pozostalby wspotczynnik 1/2.
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Woéwcezas funkcja Husimiego wyraza si¢ wzorem

e 7’ ¢ +ij ¢ —ij
E 9 ( ,e_1> 0 ( ,e_1> 6.3.8
Q(¢ ]) 47'('2\/%93(0,671) 3 2 3 2 ( )
gdzieje Z,¢p € T ~ S*.
Teraz znajdujemy transformate Fouriera funkcji Husimiego
FQ(¢',J) =
2
,j oy r 6.3.9
_ e 0, (qb + 1 ,el> 0, (qb ] ,el> (6.3.9)
472/70,(0, e 1) 2 2
i transformate Fouriera miary na S
2
e T ¢’
Fuc(d i) = 0 (_,e—1> (63.10)
odzie j € Z,¢' € T ~ S*.
Obliczamy iloraz FQ/ F ¢
FQ . 2m i ¢’
R /7/ = e7726 ,., -, 1) .
?uﬁ(gb 7)) 93(0,6*1)6 1 a(])(2 e (6.3.11)
. . 3 dla 5 =2
d ") = le”z
gdzie a(J’) {2 da j=2a-1 '°C
Na koniec przez odwrotna transformacje Fouriera znajdujemy funkcje Wignera
7Q
Wo.0) =7 (k)
F e
k= % — przy wybranych normalizacjach transformacji.
Otrzymujemy
Woo(®,5) =
1 2
=———|(O5(p,e e +
05(0,e71) ( s(#e7) (6.3.12)

+0y(0, e 1) Z e~ (n12)%ginc (W(ﬂ + % + ])) )
Dokladnie jak w (4.4.15) z h/r? — 1. Stany inne niz |00) latwo otrzymujemy podstawiajac: ¢ —
0.3.4 Wiyniki na przykladzie stanu wlasnego operatora momentu pedu

Ponizej przedstawiono wyniki dla stanéw wlasnych operatora momentu pedu (a za razem

hamiltonianu swobodnego) w krokach analogicznych do opisanych w podrozdziale 6.3.3.

o) =<2
= 6.3.13
Transformata Segala-Bargmanna funkcji falowe;:
2 [15%
F(x) = € z¢ (6.3.14)

N 2w/ 27
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—2il(¢+ij)
e ze
F(p,j) = —— (6.3.15)
(¢,5) = — 7=
Funkcja Husimiego:
e~ (=02
. j (6.3.16)
Q.0 =~
Transformata Fouriera funkcji Husimiego:
Q) =ty (2 e
FQ, 5 ( N ) (6.3.17)
\/_
lotaz FQ/ F e
2
—ilg’
7qQ (8,7 = cTe (6.3.18)
T e A7
Funkcja Wignera:
W (o,j) = sinc(n(j —1)) (6.3.19)

dla j,l € Z, W(¢,j) = 6, ;. Wowczas warunek normalizacii i rozklady brzegowe maja postac

+ +7 dop + +7rd¢
PO LY 120000” L 50 =105,

jak nalezato oczekiwac.
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VII Inne przestrzenie konfiguracyjne

W rozdziale tym krétko omawiamy perspektywe rozszerzenia konstrukcji mechaniki kwantowej na
przestrzeni fazowej na uklady, dla ktérych przestrzenia konfiguracyjna sa rozmaitosci nietrywialne

topologicznie inne niz okrag i sfera bedace gtéwnym przedmiotem zainteresowania w tej pracy.

7.1 Walec 1 hiperboloida

Hiperboloida jednopowlokowa czgsto analizowana jest w analogii do sfery. Istotnie mozna ja
rozpatrywac jako sfere o urojonym promieniu zanurzona w przestrzeni Minkowskiego. Jak
pokazaly rozdzialy IV 1 V, dla mozliwosé skonstruowania obiektéw czy narzedzi takich jak stany
koherentne, transformacja Segala-Bargmanna, czy funkcja Wignera w nietrywialnej przestrzeni,
kluczowa jest jej topologia. Kwestia topologii w przestrzeni Minkowskiego nie jest jednak
jednoznaczna®. Tymczasem hiperboloida zanurzona w przestrzeni euklidesowej z topologia
indukowang z tejze przestrzeni jest topologicznie rownowazna walcowi. Oczywiscie, struktura
metryczna hiperboloidy rézni si¢ od struktury walca, jednak co do zasady mozliwe jest
uwzglednienie jej w postaci odpowiedniej gestosci okreslonej na walcu.

Walec jest iloczynem okregu i prostej rzeczywistej S' x R. Przestrzen styczna do walca jest
w kazdym punkcie iloczynem przestrzeni stycznych do ST i R, czyli T, (R x S1) = R x R. Wiazka
styczna jest wiazka trywialna, zatem T'(S? x R) = S x R3, gdzie jedna kopia prostej rzeczywistej
parametryzuje (wraz z okregiem) przestrzen podstawows wigzki, a dwie pozostate — (modelowe)
widékno.

Z topologicznego punktu widzenia przypadek ten nie wprowadza rzeczy istotnie nowych
w stosunku do tych rozwazanych w rozdziale IV traktujacym o okregu. Topologicznie przypadek
sfery rozwazany w rozdziale V jest o wiele ciekawszy, jako Ze przestrzen fazowa zwiazana ze sferg
jako przestrzeniq konfiguracyjna jest wiazka nietrywialna, co, ma powazne konsekwencje.

W przypadku walca, zagadnienie konstrukcji stanéw koherentnych, transformaciji Segala-
Bargmanna 1 funkcji Wignera sprowadza si¢ do konsekwentnego zastosowania metod z rozdzialu
IV w polaczeniu ze standardowymi metodami mechaniki kwantowej w przestrzeni euklidesowej.
Przypadek hiperboloidy bedzie wymagal ponadto uwzglednienia odpowiedniej gestosci miary.
Zagadnienia te mozna traktowaé na poziomie koncepcyjnym jako rozwiazane.

Niemniej jednak juz przypadek okregu ujawnil ciekawe zachowanie, w szczegdlnosci
nieoczywistg ewolucje swobodna stanéw koherentnych (vide podrozdz. 4.3.10). Nalezy oczekiwac,
ze ewolucja stanéw na powierzchni walca jak i1 hiperboloidy bedzie jeszcze ciekawsza, gdyz
ewolucja wzdluz okregu polaczy si¢ z ruchem wzdluz tworzacej. Zagadnienie to wydaje si¢ warte

zbadania 1 bedzie przedmiotem przyszlej pracy.

58 Pseudometryka Minkowskiego, w odréznieniu od metryk (dodatnio okreslonych) nie indukuje topologii [46].
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7.2 Hiperstera

S™ n > 3. Czesé konstrukcji zastosowanych w rozdziale V dotyczacym sfery S? ma naturalne
uogdlnienie na sfery dowolnego wymiaru. W szczegdlnodci znane s stany koherentne na S™ [17].
Podobnie jak w nizszych wymiarach, wyrazaja si¢ przez jadro cieplne w danej przestrzeni. Na

przyktad dla S jadro cieplne ma postaé
+00

e% (6*—k2m)2
a,rT)=—+— 0" — k2m)e =7 7.2.1
ps(a, @, 7) g kz ( ) 72

=00
gdzie 6* = arccos(x - @) jest odlegloécia geodezyjna na powierzchni (hiper)sfery.

Warto poréwnaé ten wzér z (5.3.6) — dla S, Jest on znaczaco prostszy, gdyz nie obejmuje
calkowania. Okazuje si¢, ze stanowi to wyraz ogolniejszej reguly. Mianowicie wzory na jadro
cieplne dla sfer wymiaru nieparzystego sa znaczaco prostsze niz te w wymiarze parzystym. Hall w
[17] podaje nie tylko wzory dla trzech pierwszych n, ale takze wzér rekurencyjny pozwalajacy
znajdowac stany koherentne dla sfer wymiaru n + 2 w oparciu o ich posta¢ na sferach wymiaru n

ez d
© 2msin 6% dO*

Priz(@, @, T) = ppla,x, ) (7.2.2)

([17], rozdz. 5)
Na przyktad wykorzystujac (7.2.2) i (5.3.9), otrzymujemy jadro cieplne na S* postaci

,04(0,, T, T) -
T —+00
g —H (G * . (7.2.3)
= o U (Braleost) = Py (cost))
‘7:

(z wykorzystaniem tozsamosci ([40], 05.03.17.0003.01) przy czym dla j < 0, P;(z) = P_; 4 (x)).
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VIII Podsumowanie

8.1 Uzyskane wyniki

W kolejnych rozdziatach pracy zrealizowano cele postawione w podrozdz. 1.2. Najwazniejszymi

uzyskanymi wynikami sa:

e Konstrukcja funkcji Wignera dla sfery (podrozdz. 5.4.1, publ. [7]).

e Propozycja ogoélnej metody znajdowania funkcji Wignera dla rozmaitodci nietrywialnych
topologicznie (rozdziat I).

e Wyniki zwigzane z zastosowaniem metod statystyki kierunkowej do opisu statystycznych

wladciwosci stanéw kwantowych (podrozdziat 4.3.9)

8.2 Komentarze

Wedlug najlepszej wiedzy autora, przedstawiona propozycja funkcji Wignera dla sfery, jest jedynym
dotychczas opublikowanym przyktadem funkcji Wignera okreslonej na przestrzeni fazowej bedacej
wiazka nietrywialna. Jedyne znane autorowi wczesniejsze podejscie do tego zagadnienia wymagalo
rezygnacji z okreslenia funkcji Wignera na przestrzeni fazowej bedacej wiazka styczng do

przestrzeni konfiguracyjne;.

8.2.1 Perspektywiczne kierunki badan

Naturalnym kierunkiem dalszych badan moga by¢ zagadnienia mechaniki kwantowej na
przestrzeni fazowej dla kolejnych nietrywialnych rozmaito$ci, wspomnianych w rozdziale 1.

Interesujacym problemem jest uogolnienie funkcji Wignera na sferze tak, aby byla okreslona

na wiazce wldknistej nad sfera, lecz juz niekoniecznie wiazce stycznej, to jest dla J- X #+ 0.
Strukture takq niektorzy autorzy stosuja do opisu czastki natadowanej na sferze w obecnosci pola
magnetycznego [41], [42].

W opinii autora metoda znajdowania funkcji Wignera dla rozmaitosci nietrywialnych
topologicznie zaproponowana w rozdziale I jest warta dalszych badan. W szczegdlnosci ciekawe
wydaje si¢ zastosowanie jej do przypadku sfery i poréwnanie wyniku z funkcja Wignera
przedstawiona w niniejszej pracy a otrzymana inna metoda. Naturalne wydaje si¢ réwniez
zastosowanie tej metody w przypadku innych rozmaitosci o nietrywialnej strukturze.

Wreszcie, obiecujaca wydaje si¢ przedstawiona w tej pracy koncepcja zastosowania metod
statystyki na rozmaitos$ciach, w szczegdlnosci statystyki kierunkowej, do opisu statystycznych

wladciwosci stanéw kwantowych na rozmaito$ciach nietrywialnych topologicznie.
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IX Uzupelnienia

9.1 Konwencje 1 oznaczenia

W tym uzupelnieniu zebrano pewne konwencje 1 oznaczenia majace zastosowanie w niniejszej
pracy.

1. Uogdlniony symbol kongruencji z przesuni¢ciem sprowadzajacy katy do wybranego

przedziatu:

[Dliap) = [@ly-q +a

W szezegolnosci (@] o) = [l — 7
2. Oznaczenia pewnych grup:

R\Z grupa liczb rzeczywistych z przedziatu [0,1) z dodawaniem modulo 1

R\27Z  grupa liczb rzeczywistych z przedziatu [0,27) z dodawaniem modulo 27

R\rZ  grupa liczb rzeczywistych z przedziatu [0, 7) z dodawaniem modulo 7, r € R

T grupa liczb zespolonych o module 1 z mnozeniem

U(1) grupa macierzy unitarnych 1 X 1 z mnozeniem macierzowym
(jesli przyjmujemy utozsamienie macierzy jednoelementowe;j z jej (jedynym)
elementem [a] = a,to U(1) = T)

SO(2)  grupa macierzy ortogonalnych o wyznaczniku 1 wymiaru 2 X 2 (macierzy obrotu na
plaszczyznie) z mnozeniem macierzowym

R\rZ=T=U(1) = SO(2), gdzie = oznacza izomorfizm grup. Zatem jako grupy,

struktury te sq rowne.

St — okrag — zaleznie od kontekstu: jako grupa, rozmaitosé riemannowska lub grupa Liego.

Jako grupa S* = R\27Z =T itd.
3. Funkcja sinus cardinalis, czyli regularyzowany stosunek sin x/x

. sin x
. . sinz’ z+0
sinc(z) = lim ——=1< ",
z'—x X 1 =0

4. Dwuargumentowa funkcja araus tangens atan2(x,y), zwracajaca kat na podstawie

wspolrzednych x,y, uwzgledniajaca nie tylko ich stosunek, ale tez kwadrant uktadu
wspolrzednych do ktérego nalezy dany punkt ([40], ArcTan2).
5. Funkcja sza (szab), grzebien Diraca (Dirac comb)

+oo 1 “+o0 o
Wy (x):= Y &z +kT) == Y e

k=—o0 n=—oo

gdzie §(x) jest delta Diraca.

6. Uogolniona funkcja 53w z fazg
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10.

11.

12.

+oo
= > S(t—kr)e T = W, (H)e" T =

k=—o0
+o0 400
1 A27t n27mt 1 (n+A)27t
= —67' T E e’L T _ — E 67' T
T T
n=—oo n=—oo

T — pseudookres, A — faza (liczona w obrotach) dodawana po kazdym pseudo-okresie.

Funkcja #heta Jacobiego typu 3

05(2,q) = 05(2|7) : Zq etz
gdzie ¢ = €™

Funkcja #heta Jacobiego typu 2

05(2,q) = 05(2|T) : Zq’” ei2(nt3)z

Whasciwosci funkcji #heta Jacobiego:
([43], rozdz. 20; [40], EllipticTheta3, EllipticTheta2)

Przestrzet H L? (X, j1) — przestrzen catkowalnych z kwadratem wzgledem miary p funkcji
holomotficznych f: X — C ([11], def. 2.1).

Harmoniki sferyczne

Y™(0, ) = \/2‘7;; 1 8 I m; ’m¢Pm(cos 0)

gdzie jEN; m e Z: Im|<j; 0,6 € C. Gdy |m|>j, Y"(x)=0. ([40], podstr.

SphericalHarmonicY). W definicji nie uwzgledniono czynnika fazowego Condona-

Shortleya (—1)™ ([44], podstr. Condon-ShortleyPhase), gdyz ten wlaczono do definicji
funkeji Legendre’a. Przez Y/™(x) nalezy rozumieé Yf”(@(az),qb(w)) Funkcje te sa

znormalizowane jak funkcje falowe, tj. fS , dx |Y]m (:L')|2 =1.

Funkcja Legendre’a P (2)
Dokladniej stowarzyszona funkcja Legendre’a pierwszego rodzaju, typu 2 (associated

Legendre function of first kind of type 2) zdefiniowana z uwzglednieniem czynnika fazowego
Condona-Shortleya ([40], LegendreP2General).

Nalezy podkresli¢, ze 0, ¢ € C. Wéwczas x € C3: 22 = 1.

Jakkolwiek w niniejszej pracy rozwazano jedynie dyskretne, fizycznie znaczace, wartosci
wskaznikéw 7, m w harmonikach sferycznych (i pokrewnych funkcjach), na potrzeby
interpolacji postuzono si¢ tez uogélniona ich definicja, w ktérej 7,m € C ([40],
SphericalHarmonicY General).

Funkcja Gegenbauera C}(s) — uogdlnienie wielomianéw ultraspektralnych
([40], GegenbauerC3General).



119

13. Funkcja Olversa, renormalizowana funkcja hipergeometryczna ,F;

<acb 8) ::ﬁ#ﬂ <acb 8)

14. Funkcja Bessela pierwszego rodzaju J,,(2) ([3], Bessel])

B

2

15. Zmodyfikowana funkcja Bessela pierwszego rodzaju I)(z) ([3], Bessell)

9.2 Charakteryzacja okregu 1 jego wigzki styczne;
Dla przejrzystosci, w tym uzupelnieniu przyjeto promien r = 1.

9.2.1 Okragijego wiazka styczna jako rozmaitos§¢ riemannowska

Okrag jako rozmaito$¢ mozna opisac nastgpujaco:
_ 2 0 — 1 = L9021 p2 — 1) — Cosﬂ. }

S ={xeR:|x| _1}_{[b] ca® +b —1}_ {[sin¢ 9 eR 9.2.1)
Te¢ parametryzacj¢ bedziemy nazywac rzeczywista.
Natomiast w parametryzacji zespolonej*

S={zeC:|z| =1} = {?: ¢ € R} 9.2.2)
Ewentualnie punkty okregu mozna utozsamic z obrotamic.
cos¢ —sing
= {R(¢):0 e R} = { [ |:0€r}
S={R(®)6ER = Ugne cosp | ?€

Kazda z tych parametryzacji wymaga odpowiedniego do niej opisu wiazki styczne;.

9.2.1.1  Prestrzeri styezna

Przestrzen styczna do okregu w punkcie x to przestrzen wektorowa postaci
T,S=({veR:v -z=0}(R),+,)
{ } =:T,S —sam zbiot, bez relacji oznaczamy tak samo, gdy nie prowadzi to do nieporozumien.

oo (@elt Je-e[ ]

v=>0
9.2.1.2  Wiqzka styezna

Wigzka styczna do okregu jest suma rozlaczng przestrzeni stycznych w punktach x po wszystkich
res.
78 =| | 1,5 = [ J{=} x TS

xzeS xeS

TS = {(z,v):xz,v € R?, |z| = 1,v-x =0}

59 Modut |-| uzyty jest tu w oczywiscie w sensie modutu liczby zespolone;j.
60 W przypadku okregu zachodzi wzajemnie jednoznaczna odpowiedniosé pomiedzy jego automorfizmami a jego
punktami. Dzi¢ki temu okrag jest rozmaitoscia grupows, (grupa Liego). Nie zachodzi to np. dla sfery.
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9.2.1.3  Riemannowskie odwzorowanie wykladnicge

Dla ster dowolnego wymiaru istnieje odwzorowanie ([37], rozdz. 3).6!
O:7TS — S
(x,v) > exp, v = cosvx + sincvv = cosv & + sinv v
Jakobian tego odwzorowania to
jlexp, v) = sinco™ ! =1

przy czym wzor z . obowiazuje dla sfer dowolnego wymiaru (|37], rozdz. 3).
9.2.2 Okrag i jego wiazka styczna jako grupa Liego
9.2.2.1  Grupa i algebra 1 iego

Za definiujaca reprezentacje grupy okregu przewaznie przyjmuje si¢ t¢ oparta o zespolona
parametryzacje rozmaitosci.
St=(S,,1) = ({e":¢ € R}, ,1 =€)

Woweczas algebra Liego

g=i1R~R
[1]=0
9.2.2.2  Odwzorowanie wyktadnicze Liego
O:Gxg—G

(2,Y) > exp,Y = e¥z = €%z = (cosa + isina)z = 6 63

= cosaz +sinaiz = e'#te)

Plaszczyzna zespolona jest tu przestrzenia konfiguracyjna. ,,Kierunek urojony” nie moze
zatem stuzy¢ zmiennym pedowym (ktore zamierzamy dalej wprowadzic)! Lepiej uzy¢ rzeczywistej
parametryzacji przestrzeni konfiguracyjnej a pozostawic liczby urojone do wskazywania zmiennych
pedowych. Jesli jednak chcemy pozosta¢ przy tej parametryzacji, zauwazmy, ze okrag sam w sobie
jest jednowymiarowy a na plaszczyznie pozostaje jeszcze zmienna radialna, ktéra mozna
przeznaczy¢ do reprezentowania pedow. Na tym zasadza si¢ znana reprezentacja przestrzeni
fazowej nad przestrzenig konfiguracyjna okregu w postaci ,,naklutej” plaszczyzny zespolonej. Tej
sztuczki nie mozna wykonac dla sfer wyzszych wymiaréw, gdyz zmienna radialna jest zawsze jedna
a zmiennych pedowych potrzebujemy tyle ile wynosi wymiar sfery, a wiec np. dla zwyklej sfery
S? C R3 — dwéch.

9.2.2.3  Grupa, algebra 1iego i odwzorowanie wykladnicze w parametryzaci r3ecgywiste

' = (e e Rlel =11, 0w = ({[G17]-0 €/} [ = [30])

sin 0

61 Symbol exp, v nie oznacza tu standardowej funkcji wykladniczej a wlasnie riemannowskie odwzorowane
wyktadnicze.
62 Pierwsza rownos$¢ zachodzi dla dowolnych przestrzeni symetrycznych

63 Analogiczny wzo6t obowiazuje dla S™.
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o)<}
o,
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o
Q
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|_ag
—
Q
O
n
RS
[EER—
I

cos(a +a’)
[sin(a + a/)}
1=y gee
0ol o] -
(00, Y) 5 expg ¥ = el 0l [TR] = [ome e (o] [ )

Oczywiscie mozliwe sq tez inne parametryzacje.
9.2.3 Kompleksyfikacja okregu

Idea jest taka, ze kompleksyfikacje przestrzeni konfiguracyjnej S¢ utozsamiamy z przestrzenia
fazowaq przy parametryzacji zmiennych pedowych przez liczby urojone.

Z omoéwionych wcezesniej powodéw na potrzeby kompleksyfikacji wybrano taka
parametryzacj¢ rozmaitosci bedacej przestrzenig konfiguracyjna, ktéra sama nie angazuje liczb
zespolonych.

Wykorzystujemy zmodyfikowane riemannowskie odwzorowanie wykladnicze.
O: TS — S

shv -
(x,v) = exp,iv=chver+i—v=chvax+ishvov
v

(137], rozdz. 3)
exp, v =chvax +ishv R <g) T = [:?j((zizzg]

Jakobian tego odwzorowania to
sho\ "1
osmaio = (1) <1
)

9.2.3.1  Kompleksyfikaca w jezyku grup

Ponizej wypisano analogiczne kroki zastosowane do okregu jako grupy Liego.
O: 5 xg—Sc
(2,Y) = exp,(iY)
exp,(iY) = ze¥ o
g=iR~R — g=iC=C
{z€C:z| =1} ={e?: ¢ € R} — {eX:x € C} =C\ {0}
Se = (C\{0},-,1) = ({ex:x € C},,e?) =:C*
. , sh|Y[\" '
fexp. V) = () =1
Y

W tym przypadku, mimo iz parametryzacja przestrzeni konfiguracyjnej byla zespolona,

wyjatkowo mozliwe bylo utozsamienie przestrzeni fazowej z kompleksyfikacja rozmaitosci bedace;j

64 Zachodzi dla wszystkich grup macierzowych i niektérych innych.
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przestrzenia konfiguracyjna. Mamy bowiem zwiazek e+%) = ei®e~% zg0dnie z ktérym zmienna
pedowa odwzorowywana jest (wykladniczo) wzdluz promienia okregu na plaszczyznie zespolonej,
czyli w kierunku ortogonalnym do samego okregu parametryzujacego polozenie i zmienne te si¢
nie mieszaja. Tej sztuczki nie mozna wykonac dla sfer wyzszych wymiarow.

Przestrzen fazowa jest topologicznie cylindrem, ale mozna go odwzorowac na ,,naklute;j”
plaszczyznie zespolonej tak ze powierzchnie boczne sq ,,rozplaszczone” na plaszczyznie okregu

wzdluz promieni.

9.3 Wyprowadzenia wzoréw dotyczacych stanu koherentnego na sferze

9.3.1.1  Wyprowadzenie wzoru (5.3.2)

[38], wz. 5.11
L v (j+n) u J—n+k
31(G+1) . /9 1 L
Ze g+ nz_onl (j—n) k (j+n—
dla ©= ziizz2’ v = zi+;z2’ v = In 1+2z3

Oznaczmy e” = c.

5 knm
J (Vc”]—i-n —m)!
— 200+ /2 1§ 1 =
<J,m| =€ J + 2 ! ]_n ’Tl m m)' [moo

Y _ —m)! (vep)™  (j+
—e 57(j+1) 2] ( ~ L -m
m)! o H; 0)n (n—m)!(j — )

Oznaczmy vep = A.
Dlam = 0:

(,0l2) = e B /25 +1 Z
O

Oznaczmy 1 + 24 = B.
Dlam < 0:

. —m)! I (vep)™  (j+n)!
m < 02) = e b0t T, (U _
U < 012) = e BOV27 T [ 2 |
%

e 2t /o5 4 1P;(142A)

n—m)!(j—n)!
L : j—m)! —A
= e 20+ /9 1 (37 —m <_> P™(B
WG " \ara) P
Wzor otrzymany dla m < 0 zgadza si¢ ze wzorem dla m = 0, gdy za m podstawimy 0.
Oznaczmy —*; 1+A =C, ‘/_ =D
Razem, dlam < 0:
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) — |
im < 0|z) = e 20D, /2511 MD’”PW B
(g,m < 0]z) J Grmn D b
Dlam >0
—m) (7 +n)!
,m > 0]z) = e 30+, /2 1/ T =
Uym > 0fz) = e It j+m Zn'n— N(j—n)!

TS - W AC AL LR (—j+m I+j+m _ )
< DN Grmt A R 1+m A

Gdzie 2}3’ | jest regularyzowang funkcja hipergeometryczna (jednego argumentu) typu 2—1.

Teraz warto skorzysta¢ z postaci A, B, C' dla wektora z

2 2
A__ﬂ_Zs_H(,s.B:Zg;C:PZg R RO Vi i B

2(14z23) 2 1+2z3° z1+izg z1+12y

z +izo \
,m < 0|z) = e 20t /2511 1 2 P (z
(j |2) J ]+m %+% 7 (23)

Zas$ dla m > 0 potrzebne jest subtelniejsze przeksztalceme funkcji F'.
Punktem wyjscia jest tozsamos¢ ([40], wz. 05.07.26.0001.01)

5 (i 14 1—s><1+3)%_ .
F <3 - — P
21 1—m 2 1—s (s)

Zamienmy m & —m.

JE <_j 147 ﬁ) <1 — S>% = Py (s) = (—1)’”7@ — m)%Pm(S)

1+m 2 1+s (j+m) 7
Przeksztalcamy korzystajac z ([40], wz. 07.24.16.0001.01)
N <1+J+m j+m 1 8> (1_ S) ( 3) :(_1)m—(? m) pm
14+m 2 2 1+s (J+m) 7
= (—j+m l+4j+m l—s pG=m) A\ 2
A (7 J ) = () P (s)
1+m 2 (J+m)I\1—s 1+s
(4,m > 0|z) =
—m)l (1425 \™ — I\ 2\ 1425\ 7
_ b0 o, Y m>( 3> e (B ( ) ( 3>
©” i (J+m)! \z; +iz, (=1) 2 1+ 24 1— 24
—m)! [ 1425 \™ (1 — 2\ 2
— e 5t /o511 ( m>( 3) ( 3) pm =
©° I \ (G +m)! \z + iz, 14 2z 7" (z)
'(V1—2
— e 2i(it+D) 2741 (j—m)! 3 P.m(zg) =
(7+m) \ 2z, + iz, J
. Vo2 iz \ "
= e U, /25 + 1 <] o ( 1 2 ) a
J (J+m)t\\/22 + 22 7 (2)

65 Korzystajac z konkretnej postaci 2.

66 Cho¢ dla ogélnego unormowanego wektora zespolonego nie jest to prawda, w przypadku z zachodzi 27 + 23 +

2 _
z3=1
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Identycznie jak w przypadku m < 0.
9.3.1.2  Wyprowadzenie wzoru (5.3.3)

Harmoniki sferyczne zdefiniowane sa nastepujaco:

Y9, ¢) = \/%_W\/Qj + 1 /Heimd’}zm(cose)

jmeZ;5>0,—<m<70,¢0cC, czyli okreSlone sa w sferycznym  ukladzie
wspolrzednych. Kartezjafiska posta¢ harmonik sferycznych zdefiniowana jest dla dowolnego
wektora zespolonego s = (S, S1, S3) nastepujaco:

Y"(s) = Y (0, = arccos s3 , ¢, = arctg(s;, s,))
gdzie arctg(s;,s,) jest dwuargumentows funkcja arcus-tangens (afan2) uzywana przy
transformaciji  wspolrzednych z ukladu kartezjanskiego do biegunowego automatycznie

uwzgledniajaca przynaleznosé punktu (s, S5) do okreslonej éwiartki ukladu wspotrzednych (vide

uzup. 9.1).
Korzystamy z tozsamosci
8118,
arctg(s;, s,) = —iIn ———=
1552 /73% T 52
Czyli
—m) 81 + 252
" (s) V27 +1 Pm s
J /_ J ] _|_ m 81 n 22 i ( 3)
Zatem

(j, mlz) = Ve DU (—1)"Y; ™ (2) = Vire FUTVY R (Z)

A przy uzyciu katéw (zespolonych) 0, ¢,

o —m)! o
(mlz) = e 5T /27 4 1, /%em% Pr(cost,) = VAme HODY™ (0, —¢,)

gdzie cos ), = z - xy, = 24

9.4 Faktoryzacja operatora gestosci

+Y

Faktoryzacja operatora w postaci funkcji wykladniczej eX*Y wedlug wzoru Zassenhausa ma

postac

Y — ¢ eYHe (X,Y)

gdzie C,(X,Y) sa jednorodnymi wielomianami Liego stopnia n.

Pierwsze wyrazy rozwiniecia sa nastepujace
1
C’2 = 5 [Y7 X ]

Cy =3[V, 1%, Y] + 5%, [X, Y]]
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1 1
Cy=—g ([, V. X Y]] + Y X [ YT)]) = o [X 1XG[X Y]]

Nie ma jednak wzoru jawnego na C,,.

Rekurencyjna procedure obliczania kolejnych wyrazéw do dowolnego rzedu podaje [45]:
Dlan =1,2,3

fl,k:(_l)kZ%[Y, ]k_j[X, ]jY

=1 j'(k_j)' N _
R
odzic [Y, "X =[V,..[V,X]..][Y, |’X=X¢
_ 1 -1 nj iy
Cn+1—n+1f1,n_n+1j_1j!<n_j)![ya_] [Xa_] Y_

LI [

=0 (TL - j)'j' _
Po przenumerowaniu, dla n = 2,3,4
1 (- R 1 j n—1-j
C == = § Y X Y
n nfl’"_l n - (n—l—j)!j![ ’—] [ ’—]
7=0

Natomiast dlan > 4

&)1
ST
fnk - z; ]' [Crw ]jfn—l,k—nj
j=
c 1

(-1 ‘
farn =2 [Cs iy im i = fiz1n = [Clzp Fizr 1 i31]

1
Jj=0 7!
1
Crpr = =7 (g1 = [Crgps figrniz])
I po przenumerowaniu, dla n > 5
1 1
i ™ (fL”Tfljfl,nfl - [C[”T*lpr”Tfljfl,n—l—L”T*lJ])
W szczegolnym przypadku, gdy
(X,)Y|=2 [X,Z]=¢Y [Y,Z]=0

X+Y

sinh Ve Y4 1—cosh \/EZ
T
c

e =ete Ve

67 [Y, _] *X _Taki lewostronnie skladany komutator bywa zapisywany tez ad¥. (X) lub [(A)*, B], ale ten ostatni

zapis ten moze by¢ mylacy.
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