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OCENA OSIAGNIEC NAUKOWYCH

Dr Dariusz Wardowski przedstawil, jako swoje osiagniecie naukowe, cykl oSmiu prac zatytu-
towany “Zastosowania punktéow stalych w rozwigzywaniu nieliniowych zagadnien egzystencjal-
nych”. Prace [H2], [H3], [H6] i [H7] (wedlug numeracji ze str. 2 autoreferatu) sa wspotautorskie
(z udzialem trzech autoréw — z Polski, Rumunii i Wloch), pozostale za$ sa napisane samo-
dzielnie przez Habilitanta. Caly ten material liczy tacznie 88 stron. Prace wchodzace w sktad
tego cyklu ukazaly sie w latach 2012-2020, w tym po jednej w roku 2012 i w kolejnych latach
od 2015 do 2019 oraz dwie w roku 2020. Wszystkie artykuly zostaty opublikowane w czasopi-
smach z listy JCR: dwie w Journal of Fized Point Theory and Applications (100 pkt.!), dwie
w Fized Point Theory and Applications (70 pkt.) i po jednej w Proceedings of the American
Mathematical Society (100 pkt.), Results in Mathematics (100 pkt.), Revista de la Real Aca-
demia de Ciencias Ezxactas, Fisicas y Naturales, Serie A, Matematicas — RACSAM (100 pkt.)
i Topological Methods in Nonlinear Analysis (70 pkt.).

Prace wchodzace w sktad omawianego cyklu uzyskaly w bazie MathSciNet 136 cytowan, za$
w bazie Web of Science (WoS) 474 cytowania (wedlug stanu na dzien 20 maja 2021 r.), co jest
wynikiem wyjatkowym. W szczegdlnoéci, wedtug bazy WoS cytowania tych prac przedstawiaja
sie nastepujaco: [H1] — 387, [H5] — 35, [H2] — 27, [H3] — 14, [H4] — 6 i [H6] — 5. Prace [HT]
i [H8] nie maja jeszcze cytowan, ale ukazaly si¢ calkiem niedawno — w 2020 r. Artykuly [H1]
i [H5] uzyskaly w bazie WoS status Highly Cited Paper, co oznacza, ze naleza do 1% najcze-
$ciej cytowanych prac wérdd innych opublikowanych w tej samej dziedzinie i w tym samym
roku. Te dane daja wstepnie bardzo pozytywny obraz prac [H1]-[H8]: ukazaly sie one w dosé
wysoko punktowanych czasopismach (5x100 pkt. i 3x70 pkt.) i maja imponujace cytowania.
Jednak bardziej szczegdlowa lektura tych artykuléw nieco mnie rozczarowata w stosunku do
pozytywnych wrazen jakie mialem po pobieznym przejrzeniu tego materiatu.

Przechodze do omoéwienia prac stanowiacych osiagniecie naukowe dra Wardowskiego, przed-
stawiajac w pierwszej kolejnosci artykuty, wobec ktérych mam pewne uwagi krytyczne.

1Punktacja wedhug wykazu czasopism naukowych z przypisang liczbg punktéow, opublikowanego w dniu 9
lutego 2021 r.
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Praca [H1]. Zal6zmy, ze (X,d) jest przestrzenia metryczna i T: X — X. Zauwazmy, ze
klasyczny warunek zwezania,

d(Tz,Ty) < ad(z,y) dla dowolnych z,y € X ipewnego « € (0,1),
mozna réwnowaznie zapisa¢ w postaci:
T+ Ind(Tz, Ty) < Ind(xz,y) dla dowolnych z,y € X takich, ze Tx # Ty,

gdzie 7 := —Ina (wtedy 7 > 0). Zapewne ta prosta obserwacja zainspirowata dra Wardow-
skiego do sformulowania nastepujacej definicji ([H1, Definition 2.1]): T jest F-kontrakcja, jesli
istnieje takie 7 > 0, ze

T+ F(d(Tx,Ty)) < F(d(z,y)) dla dowolnych z,y € X takich, ze Tz # Ty,

gdzie funkcja F': (0,00) — R spelnia warunki:

(F1) F jest Scisle rosnaca;

(F2) dla dowolnego ciagu (t,) liczb dodatnich,

th =0 & F(t,) — —o0;

(F3) istnieje takie k € (0,1), ze lim,_,g+ t*F(t) = 0.
Zauwazmy teraz, ze z kolei te definicje mozna upodobni¢ do klasycznego warunku zwezania,
zapisujac ja réwnowaznie w postaci:

Gd(Tz,Ty)) < aG(d(z,y)) dla dowolnych z,y € X,

gdzie G(t) == @ dlat > 0, G(0) :=0i a := e (wtedy o € (0,1)). Woéwczas funkcja G
spelnia warunki:

(G1) G jest scisle rosnaca;

(G2) dla dowolnego ciagu (t,) liczb dodatnich,

t, — 0 < G(t,) — 0;

(G3) istnieje takie k € (0,1), ze lim,_o+ t* InG(t) = 0.
Jedynym rezultatem pracy [H1] jest twierdzenie orzekajace, ze kazda F-kontrakcja T okreslona
na przestrzeni metrycznej zupelnej ma doktadnie jeden punkt staty z,, przy tym dla dowol-
nego z € X, T"x — x,. Ten wynik jest jednak bardzo szczegélnym przypadkiem twierdzenia
z mojej pracy opublikowanej 3 lata wczesniej:

J. Jachymski, Remarks on contractive conditions of integral type, Nonlinear Anal. 79 (2009),
1073-1081.

W twierdzeniu 9 z tej pracy zaklada sie jedynie, ze funkcja G spelnia warunek (G2); réwno-
waznie, wystarcza, ze funkcja F' rozwazana przez Habilitanta spetnia warunek (F2). Co wiecej,
w twierdzeniu 9 pojawia sie ogdlniejszy warunek zwezania postaci

Gd(Tx,Ty)) < p(G(d(x,y))) dla dowolnych z,y € X,
gdzie funkcja : [0,00) — [0,00) jest niemalejaca, prawostronnie polciagla z gory i taka, ze

o(t) < tdlat>0%

2Funkcj(; ¢ o takich wtasnosciach rozwazal F. Browder w 1968 r. w pracy z Indagationes Math. dowodzac, ze
kazda p-kontrakcja (T jest ¢-kontrakcja, gdy d(Tz, Ty) < ¢(d(z,y)) dla z,y € X) ma dokladnie jeden punkt
staly.
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W pracy [H1] znajdujemy ponadto przyklad (Example 2.5) pokazujacy, ze istnieja F-
kontrakcje niebedace kontrakcjami Banacha. Dr Wardowski nie odnidst si¢ jednak do rela-
cji miedzy F-kontrakcjami, a dobrze znanymi z literatury @-kontrakcjami. Tymczasem F-
kontrakcja opisana w jego przykladzie jest kontrakcja Browdera (zob. przypis na dole str. 2)
— wynika to z twierdzenia 2 z cytowanej wyzej pracy, gdy uwzglednié, ze funkcja F okreslona
w tym przykladzie jest ciagla. Co wiecej, twierdzenie z pracy [H1] nie uogélnia twierdzenia
Browdera, gdyz, jak wynika z dowodu tego twierdzenia, kazda F-kontrakcja T" ma te wla-
snogé, ze dla dowolnego z € X szereg .00, d(T"x, T"1x) jest zbiesny, podczas gdy istnieja
p-kontrakcje, ktore tej wlasnoéci nie posiadaja.

Praca [H2]. Tu Habilitant, wspélnie z dr Dorota Klim, uogdlnia twierdzenia z pracy [H1]
na przypadek odwzorowan wielowartosciowych. Nowoscia jest takze zastapienie statej 7 w de-
finicji F-kontrakcji przez 7(d(z,y)) — teraz 7 jest pewna funkcja na (0,00) o wartosciach
dodatnich. Moim zdaniem definicja wielowartosciowej F-kontrakcji jest jednak bardzo tech-
niczna i trudna do zweryfikowania w konkretnych sytuacjach. W dalszej czeéci pracy Autorzy
zajmuja sie juz tylko jednowartosciowymi F-kontrakcjami w tym nowym sensie, formultujac
dla nich dwa wnioski (Corollary 3.1 i 3.2) o istnieniu punktéw stalych. Nastepnie prezentuja
przyktad, ktory ma pokazywaé, ze uzycie funkcji 7 zamiast statej znaczaco rozszerza mozliwo-
$ci zastosowan nowego twierdzenia w stosunku do wyniku pracy z artykutu [H1]. Tymczasem
funkcja 7 okreslona w tym przykladzie jest taka, ze 7(t) > 2 dla dowolnego ¢ > 01 w rezultacie
sktadnik 7(d(x,Tx)) w warunku zwezania mozna zastapi¢ przez 2.

Ostatnim rezultatem jest twierdzenie 5.1 podajace warunek dostateczny na istnienie roz-
wigzan pewnego rownania funkcyjnego. Ma ono ilustrowaé¢ mozliwosci zastosowan drugiego
z wnioskow (Corollary 3.2) w tzw. programowaniu dynamicznym — mamy tu odsytacz do ar-
tykutu [9]. Jednak zalozenia tego twierdzenia prowadza do sprzecznosci: nie istnieje funkcja
C: (0,00) — (0,00), ktéra spelniataby jednoczesnie warunki

liminf, ;+ C(s) > 0 dla dowolnego ¢ > 01 C(t) < t dla dowolnego t > 0.

Istotnie, przypu$émy, ze zachodza oba te warunki. Mamy, ze 0 < C(t) < t dla dowolnego
t > 0, skad wynika, ze lim;_,o; C(t) = 0, co daje sprzecznos¢ z warunkiem pierwszym. Nie
wydaje sie, zeby mozna tu bylo moéwi¢ o bledzie drukarskim, gdyz zalozenie dotyczace po-
wyzszej granicy dolnej obejmuje przypadek ¢t = 0 takze w twierdzeniu 3.1 oraz wnioskach 3.1
i 3.2, a w autoreferacie nie znalaztem zadnego sprostowania. Analiza dowodu twierdzenia 3.1
pokazuje jednak, ze wystarczy zalozy¢, ze liminf, ,,+ C'(s) > 0 dla dowolnego ¢ > 0, a to
pozwala na unikniecie powyzszej sprzecznosci.

Praca [H3]. Habilitant, wspélnie z N. Seceleanem, otrzymal tu m.in. uogélnienie rezultatu
z pracy [H1] eliminujac warunek (F3) i ostabiajac (F1) — o funkcji F' zaklada sie teraz, ze
jest ograniczona z géry na zbiorach ograniczonych. (Jak juz wspomniatem, warunek (F1)
mozna jednak calkowicie usunaé¢ z zalozen twierdzenia z artykulu [H1].) Oslabiony zostal
takze warunek zwezania — Autorzy rozwazaja tu szersza klase tzw. stabych v F-kontrakcji
(Definition 3.1), ktére nie musza by¢ ani nieoddalajace, ani rozszerzajace. Ilustruja to dwoma
skomplikowanymi przyktadami: w szczegdlnoéci, analiza przyktadu 3.3 zajmuje pelne trzy
strony. Tymczasem mozna podaé¢ bardzo prosta konstrukcje ¢ F-kontrakcji o takiej wlasnosci.
W tym celu rozwazmy zbiér X := {0, 1,2} z metryka euklidesowa i odwzorowanie T" okreslone



wzorem:
T0:=0=:72 1 T1:=2.

Wtedy d(70,72) < d(0,2), wiec T nie jest rozszerzajace. Z kolei d(70,T1) > d(0,1), wiec T
nie jest nieoddalajace. By pokazaé, ze T jest 1 F-kontrakcja zauwazmy, ze gdy Tz # Ty to
x=1lub y =1, przy tym =z # y. Stad d(z,y) = 11 d(Tz,Ty) = 2. Wystarczy wiec wskazaé
jakiekolwiek funkcje F' i v spelniajace warunki z definicji 3.1 tak, by zachodzita nieréwnosé
F(2) < ¢(F(1)). Mozemy np. przyja¢ ¢(t) :=t—1dlat € R oraz

1
F(t) == +3dlate (0,1], F()=3—tdlate(1,2), F()=1dat> L.

Ostatnie zdanie na str. 425 artykulu sugeruje, ze by¢ moze Autorzy uwazali, ze dopiero uzycie
ich twierdzenia 3.1 o punktach stalych stabych v F-kontrakcji pozwala wnioskowaé o zbiez-
nosci ciggu kolejnych iteracji odwzorowania T’ zdefiniowanego w przyktadzie 3.3. To jednak
dostajemy natychmiast z faktu, ze obcigcie T'|[; o) jest kontrakcja Banacha ze stala zwezania
réwng 1/2, zaé 7723 = 11 T7*13.5 = 1, skad wynika, ze w rezultacie ciagi (T"x) sq zbiezne
dla dowolnego x € [1,2] U {3,3.5}.

W tredci twierdzenia 3.1 znalazlem niefortunne sformulowanie: ”there exists xy € X such
that the sequence (T"xg) is bounded (in particular 7" is bounded).” Moze sugerowaé ono, ze dla
1 F-kontrakcji ograniczono$¢ pewnej orbity implikuje ograniczono$¢ odwzorowania. Nalezato
raczej napisa¢ w nawiasach: ”in particular, this condition holds if T" is bounded”.

Jak wynika z oSwiadczen wspoétautoréow, rozdzial 4. Applications, zostal opracowany sa-
modzielnie przez Habilitanta. Gtéwnym rezultatem jest tu twierdzenie 4.1 podajace warunek
dostateczny na istnienie rozwiazan pewnego réwnania catkowego typu Volterry. Moja pierwsza
watpliwosé dotyczy juz samego poczatku dowodu, gdy Autor stwierdza, ze warunek (C1) (cia-
glo§¢ funkcji K i H) implikuje ograniczono$¢ (nieliniowego) operatora T'. Ta ograniczono$é
powinna by¢ rozumiana jako ograniczono$é¢ zbioru T'(C([0,77])), by mozna bylo skorzystaé
z twierdzenia 3.1. Tymczasem T nie musi by¢ ograniczony: gdy np. K (t,s,u) :=u i h(t) :=0
dla t,s € [0,7] i u € R to tatwo sprawdzié, ze ||Tu,|x — 0o, gdy u,(t) := €™ dla t € [0,T].
Powstaje wiec pytanie czy warunek (C2) pozwala wykazaé¢ ograniczono$é operatora T. Oka-
zuje sie, ze tak, ale niestety warunek (C2) jest na tyle silny, ze wynika z niego iz K jest funkcja
stala wzgledem trzeciej zmiennej, a w konsekwencji operator 7" jest staly! W efekcie rozwazane
réwnanie (9) trywializuje sie przybierajac postaé:

u(t) = /OtK(t,s,O)ds + h(t).

Istotnie, ustalmy chwilowo liczby ¢t € (0,1], s € [0,1] i u € R. Z (C2) wynika, ze ciag (1/75)
jest niemalejacy i dazy do oo. Zatem istnieje takie k € N, ze 1/7,, > |u| dla dowolnego n > k.
Dla takich n mozemy wnioskowaé z (C2), ze

At
Ae Y
> )\t} lu| < ML'

A
|K(t,s,u) — K(t,s,0)| < exp{(l -
2 2 Tn+1

Tn Tn+1

Oznaczmy 7y, := 1/7y,41. Skoro 1, — 00 to

Ot
e "m+1 _ Tn
- ety

— 0 przy n — oo.
Tn+1



W konsekwencji, z powyzszej nieréwnosci wynika po przejéciu z n do oo, ze K(t,s,u) =
K(t,s,0). Pokazaliémy, ze ta réwnos¢ zachodzi dla (t,s,u) € (0,1] x [0,1] x R wiec z ciaglosci
K zachodzi rowniez przy t = 0. Tak wiec, twierdzenie 3.1, chociaz prawdziwe, jest catkowicie
trywialne.

Praca [H5]. Jest to samodzielna praca Habilitanta, ktéra ukazala sie w czasopi$mie Proc.
Amer. Math. Soc. w 2018 r. Jak juz wspomniatem, mimo krétkiego czasu od jej opublikowania,
ma juz 35 cytowan i uzyskata w bazie WoS status Highly Cited Paper. Mam jednak do tej
pracy powazne zastrzezenia. Odnotuje wpierw mniej istotna uwage, ze definicja tzw. ‘duzych
kontrakcji’ podana przez Burtona jest tu niepoprawnie sformulowana (zob. str. 1587 artykutu).
Istotnie, tatwo pokazaé, ze jedynym odwzorowaniem T spelniajacym podany w pracy warunek

dla dowolnego ¢ > 01 z,y € X, d(x,y) > ¢ implikuje, ze d(Tz,Ty) < e

jest odwzorowanie stale.
Jednym z gléwnych wynikéw pracy jest twierdzenie 2.1 o punkcie stalym tzw. (¢, F)-
kontrakcji (zob. str. 1587 artykulu), uogélniajace rezultat z pracy [H2] poprzez eliminacje
zalozenia (F3). Dla zasadnosci rozwazan (¢, F)-kontrakcji z funkcja ¢ zamiast stalej, jak to
mialo miejsce w artykule [H1], dr Wardowski podal twierdzenie (zob. Theorem 3.1) ponow-
nie dotyczace rownania catkowego typu Volterry. Zalozenia te, na pierwszy rzut oka, wydaja
sie nieco trudne do weryfikacji w konkretnych sytuacjach i pewnie dlatego Habilitant napisal
w autoreferacie na str. 9, ze “w moim zamysle twierdzenie to mialo jedynie zobrazowaé nie-
trywialne zastosowanie (@, F')-kontrakcji, tzn. z niestalg funkcjg ¢ oraz funkcjg F generujocq
warunek zweiania niedajocy sie sprowadzi¢ do znanych nieréwnosci kontrakcyjnych typu Ba-
nacha lub jego najbardziej znanych rozszerzen”. Jednak ten rezultat ma dokladnie ten sam
defekt, co twierdzenie 4.1 z pracy [H3]: zalozenia o funkcji K implikuja, Ze jest ona stala jako
funkcja wzgledem trzeciej zmiennej i w konsekwencji, tak jak poprzednio, rozwazane réwnanie
jest catkowicie trywialne. Istotnie, podobnie jak wczesniej mozna uzyskaé, uwzgledniajac tu,

ze apel — oo (zob. str. 1592-1593 artykutu [H5]), iz dla t € (0,7], s € [0,T] i u € R
On

(8%
K(t — K(t,5,0)] < oy < =l
’ (737u) (737 >‘\1+Oén(04n_an—1)e ’u‘\etoan‘u‘

(Druga z nieréwnosci wynika z faktu, ze (o, — ap—1) > 0, gdyz a,, > 0 1 ciag (o) jest
Scisle rosnacy.) Przechodzac z n do oo uzyskamy stad, ze K(t,s,u) = K(t,s,0) i ponownie
z cigglosci funkcji K wnosimy, ze ta réwnoéé¢ zachodzi tez przy ¢t = 0.

Praca [H7]. Ta praca, napisana wspélnie z N. Seceleanem, opiera sie do$é $cisle na mate-
riale z artykulu Xianga i Yuana (pozycja [18] w bibliografii pracy [H7]), w ktérym otrzymano
twierdzenie typu Krasnosielskiego dla sumy operatoréw, z ktérych jeden jest kondensujacy,
a drugi rozszerzajacy. Autorzy pracy [H7] wprowadzaja pewien nowy typ odwzorowan roz-
szerzajacych (zob. str. 134, warunek (A)) i uzyskuja dla nich twierdzenie o punkcie stalym
(zob. Theorem 2.1). Dowdd jest standardowy i opiera si¢ na prostej obserwacji, ze odwzorowa-
nie odwrotne spelnia wtedy warunek zwezania opisany wczesniej we wniosku 1.1. Autorzy, by
otrzymaé ten wniosek, odwotuja sie do twierdzenia 2.1 z pracy [H5], ale nie ma takiej potrzeby,
gdyz opisane we wniosku odwzorowanie jest p-kontrakcja, gdzie p(t) :=t/(ct + 1) wiec wnio-
sek 1.1 wynika bezposrednio ze wspomnianego na str. 3 recenzji twierdzenia Browdera z 1968 r.
Gléwnym rezultatem pracy [H7] jest twierdzenie 2.2 bedace pewnym wariantem twierdzenia
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Xianga i Yuana [18, Theorem 2.6] o punktach stalych operatora S+ 7. Z jednej strony, w [H7]
zaklada sie ogdlniej, ze operator T jest rozszerzajacy w sensie opisanym wyzej, ale z kolei od
S wymaga sie, aby byl zwarty, podczas gdy w [18] operator S jest kondensujacy. Podobnie jak
[18], praca [HT7] koniczy si¢ twierdzeniem o istnieniu rozwiazan okresowych pewnego réwnania
catkowego z opdznieniem.

Praca [H8]. Dr Wardowski wprowadza tu pojecie rodziny odwzorowan jednakowo kontrak-
tywnej w sposob osobliwy. Znéw wstepnie mozna odnie$¢ wrazenie, ze jest to warunek, ktéry
nie byl dotad rozwazany w literaturze, ale po prostych przeksztalceniach mozna go zapisaé
w postaci:

|T(z,p) = T(y,p)| < p(|lz —yl) dla z,yc A i peC(A),

gdzie p(t) :=t/(ct+1) dlat > 0, A jest podzbiorem przestrzeni Banacha, a C: A — M, przy
tym M jest przestrzenia metryczna. Oznacza to, ze rodzina {T'(-,p) : p € C(A)} jest rodzina ¢-
kontrakcji z ta sama funkcja ¢ okreslong wyzej. Takie rodziny byly badane juz w 1978 r. przez
Dugundji’ego i Granasa, ktorzy otrzymali dla nich twierdzenie o ciaglej zaleznosci punktéw
stalych od parametru przy zalozeniu, ze ¢ jest dowolna funkcja o wlasnosciach opisanych we
wspomnianym twierdzeniu Browdera oraz odwzorowanie p — x, jest lokalnie ograniczone,
gdzie xz, jest punktem stalym odwzorowania T'(-,p). To ostatnie, raczej techniczne zalozenie
udalo nam sie zastapi¢ przez dodatkowy warunek?® na funkcje ¢ postaci
liminf(t — p(t)) > 0,

t—o0
ktory jest spetniony dla ¢ zdefiniowanej wyzej. Odpowiednie twierdzenie znajduje si¢ w pracy

J. Jachymski, 1. Jozwik, Nonlinear contractive conditions: a comparison and related problems,
Fixed point theory and its applications, 123146, Banach Center Publ., 77, Polish Acad. Sci.
Inst. Math., Warsaw, 2007.

(Zob. Theorem 11 i Remark 11.) W konsekwencji twierdzenie 2.1 Habilitanta, uogélniajace
wczesniejszy wynik Karakostasa, mozna znaczaco rozszerzy¢ rozwazajac dowolng rodzine -
kontrakcji z jakakolwiek funkcja ¢ o opisanych wyzej wlasnosciach. Ponadto takie rozszerzenie
twierdzenia 2.1 jest prosta konsekwencja wspomnianego rezultatu z naszej pracy — o ciagtej
zalezno$ci punktéw stalych od parametru. Istotnie, przy oznaczeniach z pracy [H8], ciaglosé
operatora S (jej wykazanie zajmuje wieksza czesé dowodu w pracy [H8]) wynika natychmiast
z tego rezultatu, zas istnienie punktu statego odwzorowania SoC gwarantuje nam bezposrednio
twierdzenie Schaudera w wersji zaprezentowanej np. w monografii Dugundji’ego i Granasa
(w nowym wydaniu tej ksiazki znajduje sie¢ ono na str 119).

Praca [H6]. Zwykle p-kontrakcje, z taka sama funkcja ¢ jak ta, ktéra pojawia sie w arty-
kutach [H7] i [H8|, wystepuja tez w pracy [H6] w gléwnym twierdzeniu 2.4, ktére jest swego
rodzaju kombinacjg twierdzen Krasnosielskiego i Schaefera. Nie jest to jednak catkiem ory-
ginalny pomyst — Habilitant i C. Vetro w duzej mierze bazuja na ideach artykutu Burtona
i Kirka (pozycja [2] bibliografii [H6]), ktérzy uzyskali tego typu twierdzenie uzywajac kontr-
akcji Banacha. Ponadto Autorzy dla prezentacji zastosowania gléwnego wyniku artykutu [H6]

3w pdzniejszej pracy pokazalem, ze ten warunek mozna pomingé.
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analizuja identyczne réwnanie calkowe jak w pracy [2]. Oczywiscie szczegdly techniczne sa
inne, ale gléwne idee z artykutu [2] zostaly zachowane.

Praca [H4] wychodzi poza tematyke artykuléw z omawianego cyklu i dotyczy operatoréw
0 wilasnosci tzw. mieszanej monotonicznoéci wprowadzonych w 1987 r. przez Guo i Lakshmi-
kanthama. Dr Wardowski wprowadzil tu pojecie operatora (e, u)-wklesto-wypuklego, okreslo-
nego na iloczynie kartezjanskim przesuniecia pewnego podzbioru stozka w przestrzeni Banacha
i uzyskal dwa twierdzenia (zob. Theorems 2.1 i 2.2) o punktach stalych takich operatoréw.
Twierdzenie 2.2 jest wspolnym uogdlnieniem dwdéch twierdzen innych autoréw z artykutéw
[6] i [7] oraz zostalo zastosowane przez Habilitanta do wykazania istnienia i jednoznaczno-
Sci rozwiazan pewnego nieliniowego réwnania catkowego. Z autoreferatu dowiadujemy sie, ze
twierdzenie 2.2 zostalo wykorzystane przez innych matematykéw przy badaniu nieliniowego
rownania rézniczkowego utamkowego rzedu — ich praca ukazata sie w 2019 r. w czasopis$mie
Topol. Methods Nonlinear Anal.

Jak wida¢ skupitem sie wyzej gltéwnie na samych uwagach krytycznych, odnotowujac przy
tym pewne istotne wpadki Habilitanta. Najwazniejsze z nich to trzy trywialne twierdzenia
z prac [H2], [H3] i [H5], ktére mialy ilustrowaé mozliwosci zastosowan wprowadzonych narze-
dzi. Jestem przy tym zaskoczony, ze nikt z licznie cytujacych go autoréw nie zauwazyt tych
defektow. Dopuszczam mozliwosé, ze to ja sie myle i dlatego chcialbym, aby pozostali Czton-
kowie Komisji zweryfikowali poprawnos¢ mojej argumentacji przed naszym posiedzeniem.

7 drugiej strony, musze przyznaé, ze te prace czytalem z pewnym zainteresowaniem do-
strzegajac mozliwosci dalszego rozszerzania niektérych rezultatéow. Artykuly Habilitanta sa
napisane starannie i dobrze prezentuja si¢ na tle prac innych autoréw z tej tematyki. Widag,
ze dr Wardowski posiada niezla sprawnos$é¢ rachunkowa i ma pewien potencjal naukowy, cho-
ciaz nie zawsze podaza najkrétsza droga do celu. W przypadku pracy [H1], tej najczesciej
cytowanej, sadze, ze Habilitant nie znal mojego artykulu z Nonlinear Anal. z 2009 r. i uzy-
skal gtowny wynik — w mniej ogdlnej wersji niz moéj — niezaleznie, stosujac przy tym calkiem
inna metode dowodzenia. Dane dotyczace cytowan prac [H1]-[H8], ktére przytoczylem na po-
czatku recenzji, niewatpliwie pokazuja, ze te prace wywarlty duzy wplyw na rozwdj dyscypliny,
w ktorej pracuje Habilitant. Dlatego w zasadzie moge uznaé, ze spetniony jest wymog okre-
$lony w punkcie 2, ustep 1 artykutu 219 Ustawy z dnia 20 lipca 2018 r., “Prawo o szkolnictwie
wyzszym i nauce”.

OCENA ISTOTNEJ AKTYWNOSCI NAUKOWEJ

Dr Dariusz Wardowski jest autorem 21 publikacji — wszystkie z nich znajduja sie¢ w bazach
MathSciNet i WoS. W tej pierwszej bazie prace te sa cytowane 284 razy przez 261 autorow;
indeks Hirscha wynosi 8. Z kolei wedlug bazy WoS artykuty Habilitanta zebraly 931!* cytowan,
w tym 900 bez autocytowan, co daje $wietny wynik jesli chodzi o $rednig liczbe cytowan przy-
padajacych na jedna prace: 44,33. Indeks Hirscha w tej bazie wynosi 11. Te dane pokazuja, ze
prace Habilitanta wywarly znaczny wplyw na rozwoj dziedziny, w ktorej pracuje: metrycznej
i topologicznej teorii punktéw statych. Warto podkresli¢, ze te cytowania odnosza sie zwykle
do konkretnych rezultatéw dra Wardowskiego — nie sg to cytowania typu ,,podobna tematyka

4Wykrzyknik nie oznacza tu jednak silni.
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zajmowano sie w pracach [...]...”. W bazie MathSciNet, po wpisaniu w wyszukiwarce w po-
zycji ‘ Title’ nazwiska Wardowski, pojawia si¢ lista 17 prac, w tytulach ktorych znajdujemy
frazy postaci: ‘ Wardowski type fized point theorem’, ‘ Wardowski function’, ’ Wardowski type
contraction’ czy tez ‘ Wardowsk: type mapping’. W 2020 r. ukazata si¢ w czasopi$mie Journal
of Fized Point Theory and Applications obszerna (58 stron), przegladowa praca E. Karapmara
i in., poswiecona oméwieniu wynikéw dotyczacych F-kontrakcji Wardowskiego i ich zastoso-
wan (tytul: A survey: F-contractions with related fixed point results). Swiadezy to o tym, ze
wyniki Habilitanta sg wysoko cenione przez innych specjalistéw pracujacych w tej dziedzinie.

Udato mi sig¢ ustalié¢, chociaz tej informacji nie ma w autoreferacie, ze w grudniu 2020 r. dr
Wardowski znalaz! sie na liScie prestizowego The World’s Top 2% Scientists wéréd naukowcéw
z calego $wiata, ktérych prace byly najczesciej cytowane w 2019 r. (pozycja 70982 na 161441
sklasyfikowanych, a wiec nawet w pierwszym procencie). Dalo mu to 11. miejsce wéréd 44
naukowcéw z to6dzkich uczelni, w tym 3. wsréd 15 pracownikéw Uniwersytetu L.oédzkiego.
W tej ostatniej grupie nie bylo zadnego, innego matematyka.

Trzynascie prac Habilitanta, ktore nie weszty w sklad cyklu stanowigcego osiagniecie na-
ukowe, zostalo opublikowanych takze w czasopismach z listy JCR. Cztery prace, powstate
przed uzyskaniem stopnia doktora, ukazaly sie w czasopismach Nonlinear Analysis (140 pkt.;
2 prace) i Journal of Mathematical Analysis and Applications (70 pkt.; 2 prace). Pozostale 9
zostalo wydrukowanych w czasopismach Applied Mathematics Letters (100 pkt.), Fuzzy Sets
and Systems (140 pkt.), Fized Point Theory and Applications (70 pkt.), Demonstratio Ma-
thematica (20 pkt.), Carpathian Journal of Mathematics (40 pkt.), Advances in Difference
Equations (40 pkt.; 2 prace), Results in Mathematics (100 pkt.) i Journal of Nonlinear and
Convex Analysis (40 pkt.).

W ostatnim czasie dr Wardowski wraz z N. Seceleanem napisali rozdzial w monografii
Recent Advances in Fized Point Theory and Applications, ktéry zostal przyjety do druku,
a monografia zostanie wkrotce opublikowana przez wydawnictwo Springer. Mozna wiec uznaé,
ze Habilitant znajduje sie wciaz na ‘fali wznoszacej’.

Podsumowujac ta czes¢ recenzji, jestem sktonny uznaé, ze dr Wardowski wykazuje sig
istotng aktywnoscig naukowa, realizowana takze we wspolpracy z uczelniami zagranicznymi.
W zwiazku z tym, moim zdaniem, jest spelniony wymog okreslony w punkcie 3, ustep 1 arty-
kutu 219 wspomnianej Ustawy.

OCENA DOROBKU DYDAKTYCZNEGO I POPULARYZATORSKIEGO
ORAZ WSPOLPRACY MIEDZYNARODOWEJ

Nie znalaztem informacji o wyktadach prowadzonych przez dra Wardowskiego. Jest on na-
tomiast bardzo aktywny jako promotor prac dyplomowych — mial 6 licencjatéw i 38 magistran-
tow, z ktérych jeden zostal laureatem konkursu organizowanego przez Fundacje UL.. Prowadzil
autorskie szkolenia dla nauczycieli i brat udziat w kilku kursach majacych doskonali¢ umiejet-
noéci dydaktyczne, w tym np. w kursie jezyka migowego. Bral udzial w organizacji konkurséw
matematycznych i targéw edukacyjnych.
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Habilitant wykazuje tez aktywnosé¢ w zakresie w popularyzacji nauki. Prowadzil wyktady
popularno-naukowe z matematyki dla dzieci i mtodziezy, wyktady podczas Festiwali Nauki,
Techniki i Sztuki, wyktady w szkotach Srednich promujace matematyke i informatyke, i inne
zajecia opisane na str. 22. autoreferatu.

Dos¢ dobrze prezentuje sie tez wspoltpraca miedzynarodowa dra Wardowskiego. Szczegdlnie
owocna okazala sie wspéipraca z prof. N.-A. Seceleanem z Lucian Blaga University of Sibiu
w Rumunii, a takze ostatnio z prof. C. Vetro z Uniwersytetu w Palermo, u ktérego dwukrot-
nie goécil na tygodniowych pobytach badawczych. Wezesniej Habilitant napisat dwa artykuty
wspélnie z prof. N.V. Dungiem z Wietnamu, a ostatnio jeden z prof. S. Mathew z Indii. Re-
cenzowal dwie prace doktorskie realizowane na dwoch uczelniach w Indiach. Od 2016 r. jest
cztonkiem komitetu redakcyjnego czasopisma Nonlinear Analysis: Modelling and Control (od
2018 r. jest tez cztonkiem komitetu redakcyjnego polskiego czasopisma Demonstratio Mathe-
matica). Stabo natomiast wypada jego aktywnos¢ konferencyjna: po uzyskaniu stopnia doktora
uczestniczyt tylko w jednej konferencji miedzynarodowej, ale za to w Australii. Dr Wardowski
jest natomiast czesto powolywany na recenzenta artykuldéw naukowych — lista miedzynaro-
dowych czasopism dla ktorych pisal recenzje liczy 19 pozycji (zob. str. 5 wykazu osiagnieé
naukowych). Od 2019 r. jest tez recenzentem w Mathematical Reviews.

KONKLUZJA

Pomimo do$¢ wielu uwag krytycznych, ktére przedstawilem w pierwszej czesci recenzji,
uwazam, ze prace stanowiace osiagniecie naukowe Habilitanta wnosza istotny wkiad wiedzy
w metryczna teorie punktow stalych. 7Z drugiej strony, nalezy wzia¢ pod uwage, ze teoria
ta jest daleka od gléwnego nurtu badan w matematyce, chociaz zajmuje sie nia duza grupa
badaczy. Prace z omawianego cyklu prezentuja dobry poziom na tle artykutéw innych autoréw
pracujacych w tej dziedzinie i wzbudzajg duze zainteresowanie. Pozostaly dorobek tworczy
Habilitanta roéwniez prezentuje sie niezle — te prace ukazaly sie w wiekszoéci w do$¢ wysoko
punktowanych czasopismach. Gorzej wypada jego aktywnos¢ konferencyjna, ale z kolei dobrze
mozna oceni¢ wspotprace miedzynarodowa. Biorac wiec pod uwage ocene catosci jego dorobku,
jestem sktonny, chociaz z pewnymi wahaniami, przychyli¢ sie do poparcia wniosku o nadanie
dr. Dariuszowi Wardowskiemu stopnia doktora habilitowanego.

Jacek Jachymski
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