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Ocena dorobku naukowego doktora Dariusza Wardowskiego
w postepowaniu o nadanie stopnia doktora habilitowanego

Pan dr Dariusz Wardowski stopienn doktora nauk matematycznych uzyskal na Wydziale Mate-
matyki i Informatyki Uniwersytetu Lodzkiego w 2009 roku, na podstawie rozprawy doktorskiej
Punkty stale jednowartosciowych i wielowartosciowych odwzorowar w przestrzeniach metrycznych
i metrycznych stozkowych”, napisanej pod kierunkiem prof. dr hab. Kazimierza Wlodarczyka.
0Od pazdziernika 2005 roku do grudnia 2009 roku byt zatrudniony na Wydziale Matematyki 1 Infor-
matyki Uniwersytetu Lodzkiego na stanowisku asystenta, a od stycznia 2010 roku jest zatrudniony

na stanowisku adiunkta na tym samym Wrydziale.
Rozprawa habilitacyjna dra Wardowskiego pt. Zastosowania punktow stalych w rozwigzywaniu
nieliniowych zagadnieri egzystencjalnych sktada sie z nastepujacych odmiu artykulow:
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7 zakgczonych oSwiadczen Habilitanta oraz wspélautoréow artykulow [H2|, [H3|, [H6] i [HT]
wynika, ze Habilitant byl pomystodawca badan i miat istotny wktad w powstanie wymienionych
wspoltautorskich prac. Kluczows, role w badaniach dra Wardowskiego odgrywa rodzina F rosnacych
funkeji F': (0, 00) — R spelniajacych warunki: limy, o F(ay,) = —oco whedy i tylko wtedy, gdy (an)
jest dodatnim ciggiem z cp; istnieje stala k = k(F) € (0,1) taka, ze lim,_o1 o F(a) = 0.

Ze wrgledu na nieco zlozong terminologie oras licsne salosenia w pewnych twierdzeniach omdéwie
tylko najbardziej wartosciowe rezultaty, ktére w mojej opinii wnoszg wklad do teorii punktow
statych oraz maja ciekawe zastosowania. W dalszym ciagu przy omawianiu prac zaktadamy, ze
X = (X, d) oznacza zupelng przestrzen metryczna, natomiast C(X) rodzine wszystkich niepustych
i domknietych podzbioréw w X.

Krotka praca [H1] dotyczy teorii punktéw stalych odwzorowan T: X — X zwanych F-
kontrakcjami, tzn. takich, dla ktérych istnieje funkcja F' € F oraz 7 > 0 takie, ze 7+ F (d(Tz, Ty)) <
F(d{x,y)) dla wszystkich z,y € X, spelniajacych warunek Tz # Ty. Habilitant dowodzi (Theorem
2.1), ze kazda F-kontrakcja 7': X — X ma dokladnie jeden punkt staty i dla dowolnego zg € X
clag iteracji (T"xq) jest zbiezny w X do tego punktu statego. Usytecznoéé powyzszego rezultatu
wynika z faktu, ze przy odpowiednim wyborze funkeji F' z rodziny F Habilitant otrzymuje niektore
wczesniej znane w literaturze warunki zwezania dla odwzorowan na przestrzeniach metrycznych.
Latwo zauwazy¢, ze dowolna kontrakeja na przestrzeni metrycznej jest F-kontrakeja dla F(t) = Int
dla ¢ > 0. Zatem uzyskany wynik uogdlnia znana zasade odwzorowan zwezajacych Banacha.

W pracy [H2] (wspoélna z D. Klim) dla nustalonej funkcji F' € F autorzy badaja wielowartosciowe
odwzorowania T: X — C(X) ze wzgledu na dowolny proces dynamiczny (zwane rowniez F-
kontrakcjami) (z,) € D(T,z0) := {(#n)520; Ynen &n € Tan_1} w punkcie zp € X, dla ktorych
istnieje funkcja 7: (0,00) — (0,00) taka, ze 7(d(zn-1,2n)) + F(d(Zn, Tn+1)) < F(d(zn-1,Tn))
dla wszystkich n > 1 spelniajacych warunek d(z,, 1) > 0. Glowny wynik Theorem 3.1 z [H2]
pokazuje, ze jesli liminfe ;1 7(s) > 0 dla kazdego £ > 0 oraz odwzorowanie X 2 z +— d(z, Tx)
jest D(T',xg) dynamicznie polciaglte z dolu w kazdym punkcie przestrzeni X, to F-kontrakcja
T: X — C(X) ze wzgledu na proces dynamiczny (x,) € D(T,zp) ma punkt staly. Autorzy
otrzymujg ciekawy wniosek (Corellary 3.2), ktory przy pewnych zaloZeniach na funkcje 7 oraz
F-kontrakcje T': X — X zapewnia, ze T ma punkt staly. Wniosek ten stosuja do wykazania
istnienia rozwigzania réwnania funkcyjnego generowanego przez ograniczone funkcje rzeczywiste
okreslone na produktach przestrzeni Banacha.

W pracy [H3] (wspélna z N. A. Secelean) badane sa odwzorowania T: X — X zwane (slabymi)
i I kontrakejami spetniajacymi warunek F(d(Tz,Ty)) < ¥ (F(d(z,y))) dla wszystkich =,y ¢
X takich, Zze Tw # Ty, gdzie funkcje F i % naleza do pewnych rodzin funkeji rzeczywistych
zdefiniowanych w pracy. Autorzy dowodza (Theorem 3.1), ze jesli 7': X — X jest stabg ¢ F-
kontrakejg taks, ze dla pewnego zp € X ciag (T™zq) jest ograniczony, to T jest operatorem Picarda.
Podaja przyklad slabej 1 F-kontrakeji Picarda z nieciagla funkeja F, ktora nie jest odwzorowaniem
nieoddalajacym ani rozszerzajacym. W pracy podano zastosowanie wspomnianego twierdzenia
do wykazania, Ze przy pewnych warunkach na funkcje generujace réwnanie catkowe typu Voltery,
istnieje jedyne rozwigzanie tego réwnania.

Rezultaty zawarte w pracy [H4| dotycza odwzorowan A: X x X — E posiadajacych wlasnosé
mieszane] monotonicznodei, gdzie E jest rzeczywista przestrzenig Banacha i X jest podzbiorem
E z czeSciowym porzadkiem < generowanym przez stozek normalny w E. Wspomniana wlasnoéé
oznacza, 7e operator A(-,z) jest niemalejacy i operator A(z,-) jest nierosnacy ze wzgledu na
czesciowy porzadek <. Dr Wardowski zdefiniowal operatory (e, w)-wklgsto-wypukle na produkcie
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X x X, gdzie X = C,y = {z € F; ae < + u < Be dla pewnych «, 3 > 0} jest przedzialem
porzgdkowym okre§lonym przez elementy u < e, e # 0 stozka P. Udowodnil (Theorem 2.2), Ze przy
pewnych warunkach operator (e, u)-wklesto-wypukty A: Ce,, % Cey — Ce o, mieszany monotonicznie
ma. doktadnie jeden punkt staly z* € Cl 4, tzn. A(z*, 2*) = «*. Podal zastosowanie tego twierdzenia
do wykazania istnienia i jedynosci rozwigzania dla pewnego typu réwnan catkowych.

Podoba ini si¢ praca [H5|, gdyz uzyskane w tej pracy wyniki maja ciekawe zastosowania. Na uwage
zastuguje twierdzenie (Theorem 2.2) o odwzorowaniach kondensujacych. Dr Wardowski dowodzi,
ze jesli T: X — X jest (¢, F')-kontrakeja i funkcje ¢, F spelniajg pewien ogélny warunek, to dla
dowolnego zbioru A C X o dodatniej mierze niezwartosci Hausdorffa B(A) mamy S(T(A)) < B(A).
Ten ciekawy rezultat Habilitant zastosowat do udowodnienia twierdzenia (Theorem 2.3) o istnieniu
punktow stalych odwzorowan, ktore sa sumami odwzorowania zwezajacego i zwartego. Podal
rowniez zastosowanie (Theorem 3.2) do ogdlnego typu réwnan catkowych w postaci uwiktanej.

W pracy [H6| (wspélna z C. Verto) badany jest problem dotyczacy istnienia periodycznych
rozwigzan nieliniowego réwnania catkowego w przestrzeni Banacha funkeji ciggltych. Gléwny wynik
(Theorem 2.4) pokazuje, ze jesli X jest przestrzenis Banacha, to przy pewnych warunkach na
ciagte odwzorowania 17, T5: X — X réwnanie x = T (xz) + T2(x) ma rozwiazanie w X. Dowdd
twierdzenia opiera si¢ na twierdzeniu Schaefera o punkcie stalym oraz twierdzeniu (Theorem 2.2)
udowodnionym w pracy, ktore glosi, ze jesli T: U — X jest (i, F') - kontrakcja zbioru otwartego U
w przestrzeni Banacha X, to odwzorowanie h okreslone wzorem h(x) =z — T(z) dla 2 € U jest
homeomorfizmem U na h(U), gdy funkcja F jest lewostronnie ciagla i ¢ jest funkcja nierosnaca.

W pracy [H7] (wspolna z N. A. Sacelean) badana jest nowa klasa (A) réznowartoiciowych
odwzorowan 7't K — X rozszerzajacych z podzbiorn domknigtego i ograniczonego K przestrzeni
metrycznej X takich, ze dla pewnej statej H > 0 zachodzi nieréwnodé H < 1/d(z,y) — 1/d(Tz, Ty)
dla z,y € K, x # y. Glowny wynik (Theorem 2.2) tej pracy dotyczy instnienia punktu stalego
odwzorowania S+7T w niepustym, domknietym, wypuklym i ograniczonym podzbiorze K przestrzeni
Banacha E, gdzie S,T: K — E spelniaja warunki: T' € (A), odwzorowanie S jest ciagle i S(K)
zawiera si¢ w zwartym podzbiorze przestrzeni E oraz K C z + T(K) dla dowolnego z € S(K).

W samodzielnej pracy [H8| dr Wardowski bada istnienie rozwigzani réwnania z = T'(z, C(x)),
gdzie C: A =+ M, T: Ax C(A) —+ X, A jest domknietym i wypuklym podzbiorem przestrzeni
Banacha X, M przestrzenig metryczng. Dowodzi (Theorem 2.2), ze przy pewnych zalozeniach na
rodziny odwzorowan (generowanych za pomocg odwzorowan 7' i ') wspomniane réwnanie ma
rozwigzanie. Pokazuje zastosowanie tego twierdzenia dowodzac (Theorem 3.1), ze przy pewnych
warunkach na funkcje ciagte h, D: [0,1] — R, f: [0,1] x R — R istnieje rozwiazanie w przestrzeni
funkcji ciaglych C'(0,1) réwnania rézniczkowego '(t) = h(t) + f(t, (1)) foi D(t — s5)z(s) ds dla
t € [0,1] speliajacego warunek poczatkowy z(0) = 0.

Ocena dorobku naukowego. Przedstawione osiagniecie naukowe dra Wardowskiego stanowi
spojny tematycznie zbiér ofmiu artykuléw zwigzanych z metryczng teorig punktow stalych i jej
zastosowaniami. Teoria ta ma liczne zastosowania w rozstrzyganiu problemow egzystencjalnych
w wielu obszarach analizy matematycznej. Fundamentalne twierdzenie Banacha o punktach statych,
zwane zasada odwzorowan zwezajacych mialo istotny wplyw na powstanie metrycznej teorii punktu
stalego, ktéra stanowi obecnie wazny dzial wspélezesnej matematyki. Naturalnym problemem
w tej teoril jest dowodzenie ogdlnych wariantéw twierdzen o punktach stalych w przestrzeniach
metrycznych, z ktérych w szczegolnosci wynika twierdzenie Banacha. Ta problematyks badawcza
zajmuje sie dr Wardowski. Po analizie prac wchodzacych w sklad rozprawy oraz dorobku naukowego
Habilitanta stwierdzam, ze Jego pewne rezultaty nawigzuja do wynikéw innych matematykow i je




wzmacniajg. Prace [H1]-[H8] wchodzace w sklad osiagniecia naukowego Habilitanta nie sa obszerne.
Dowody pewnych rezultatéw sg techniczne 1 nie sa skomplikowane. Jednak w istocie rzeczy uzyskane
wyniki sg ciekawe a pewne warto$ciowe. Tutaj nalezy zwroci¢ uwage na 6-stronicows prace [H1],
w ktorej glowne twierdzenie glosi, ze dowolna F-kontralkcja okreslona na przestrzeni metrycznej
zupelne] ma punkt staly. Pomimo, ze dowéd tego twierdzenia jest standardowy, to rezultat ten
uogolnia, m.in. klasyczne twierdzenie Banacha o kontrakeji. Praca [H1] opublikowana w Fixed Point
Theory and Appl. 2012 jest najczesciej cytowans pracg Habilitanta. Wedlug bazy Web of Science
praca ta ma 389 cytowan natomiast wedtug bazy MathSciNet 103 cytowania. Ze wzgledu na ciekawe
zastosowania podoba mi sig praca [H5] o odwzorowaniach kondensujacych, w ktorej pojawia sig
niezwykle wazna w analizie miara niezwartosci Hausdorffa. Jak wiadomo miara ta odgrywa istotna
role w teorii operatoréw miedzy przestrzeniami Banacha oraz metrycznej teorii punktéw stalych. Za
wartogciowy rezultat tej pracy uwazam twierdzenie o istnieniu punktéw stalych odwzorowan, ktore
sa sumami odwzorowania zwezajacego oraz zwartego 1 jego zastosowanie do réwnan catkowych
w postaci uwiktanej. Na uwage zastuguje fakt, ze Habilitant motywuje swoje badania i podaje
przyvklady. Ponadto w wielu przypadkach prezentuje ciekawe zastosowania uzyskanych wynikow
w analizie nieliniowej co wyeksponowatem w opisie prac. W mojej opinii jest to bardzo pozytywny
aspekt w Jego badaniach. Nie jestem specjalista w metrycznej teorii punktéw stalych. Jednak po
analizie dorobku naukowego Habilitanta oraz wielu cytowanych prac zwigzanych z Jego tematyka
badawczg uwazam, ze wnosi On wktad do metryezne] teoril punktéw stalych. Dorobek naukowy
dra Wardowskiego jest rozpoznawalny czego dowodem jest liczba cytowan wedlug bazy Web of
Science 927 1 wedlug bazy MathSciNet 284.

Ocena aktywnosci naukowe]. Calkowity dorobek dra Wardowskiego sklada sie z 21 arty-
kuléw, w tym 17 artykutéw powstato po uzyskaniu stopnia doktora. Poza omoéwionymi powyzej
pracami [H1]-[H8] dr Wardowski jest wspolautorem 7 oraz autorem 6 artykutéw. Dorobek naukowy
Habilitanta jest zatem przyzwoity. Jego artykuly zostaly opublikowane w dobrych czasopismach
matematycznych. Prace niewchodzace w sklad publikacji stanowigcych osiagniecie naukowe dotycza
rowniez metrycznej teorii punktow stalych i sa na dobrym poziomie. Wérdd tych prac zaintereso-
wala mnie praca [18] opublikowana w J. Nonlinear Convex Anal., w ktérej podano zastosowanie
twierdzenia (Theorem 2.3) o F-kontrakcji (F(t) = —1/¢ dla t > 0) do udowodnienia twierdzen
o odwracalno$ci operatordéw liniowych okreslonych na przestrzeni Banacha oraz oszacowaniu norm
operatorow odwrotnych.

Habilitant byt gtéwnym wykonawca projektu finansowanego przez Unie Europejska dla miodych
matematykow (rok realizacji 2009). Byl réwniez koordynatorem i gtéwnym wykonawca projektu
finansowanego przez NCN (lata realizacji: 2017-2018). Ponadto w latach 2011-2015 byl wykonawca
pieciu projektéw finansowanych przez Uniwersytet Lodzki w ramach rozwoju mlodych matematykéow.
Byt recenzentem artykulow naukowych dla 19 miedzynarodowych czasopism.

Dr Wardowski byl czterokrotnie nagradzany przez Rektora Uniwersytetu Lodzkiego za osia-
gniecia nankowe. W latach 2012-2020 prowadzil wspotprace naukowa z matematykami z osrodkow
w Indiach, Rumunii, Wiloch oraz Wietnamu. Efektem wspolpracy naukowej jest 8 artykulow
w tym 3 artykuly [H3, H6, H7] wchodzace w sklad osiagniecia naukowego. Po uzyskaniu stopnia.
doktora nauk matematycznych dr Wardowski wyglosil cztery odezyty na Forum Matematykow
Polskich w latach 2013, 2015, 2016, 2017. Ponadto w latach 2015-2017 byt wspdétorganizatorem
sesji tematycznych: Metryczna teoria punktu stalego i jej zastosowania. Bral udzial w komitecie
organizacyjuym konferencji Spanish - Polish Mathematical Meeting. W latach 2017, 2019 byt recen-
zentem w zagranicznych przewodach doktorskich (Anna University w Chennai, National Institute



of Technology, Indie). Na podstawie Autoreferatu wnioskujg, ze dr Wardowski prowadzil badania
jedynie na Uniwersytecie w Pelermo {dwa kilkudniowe pobyty w 2018 roku). Nie znajduje informacji,
ze wyglaszat odezyty w zagranicznych ogrodkach naukowych. Po uzyskaniu doktoratu wyglosit
tylko jeden odczyt na miedzynarodowe] konferencji (Australia, 2017 rok). Zatem udzial Habilitanta
w miedzynarodowych konferencjach jest ubogi. Mimo to uwazam, ze aktywnos$¢ naukowa Habilitanta
jest na solidnym poziomie. Wysoko oceniam Jego dzialalnosé dydaktyczng. Dr Wardowski byt
promotorem 38 prac magisterskich i 6 prac licencjackich. Ponadto by} recenzentem lacznie 22 prac
tego typu. Prowadzit kilkakrotnie wyklady i zajecia popularno-naukowe w zakresie matematyki,
w tym zajecia dla mlodziezy z Chin w ramach szkoly letniej.

Konkluzja. W mojej opinii przedstawione osiggniecie naukowe i pozostaly dorobek naukowy
Habilitanta spetniajy wymagania ustawowe i zwyczajowe. Uwazam, ze wniost On wktad w rozwo]
metryczne]j teorii punktow statych i jej zastosowari. W zwiazku z tym popieram wniosek o nadanie
dr. Wardowskiemu stopnia naukowego doktora habilitowanego.




