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Recenzja w postepowaniu habilitacyjnym
dra Grzegorza Oleksika

Dr Grzegorz Oleksik uzyskat tytut magistra matematyki na Wydziale Matematyki
i Informatyki Uniwersytetu Y.0dzkiego w roku 2002 na podstawie pracy pt. Twierdze-
nie Dvoretzky’ego napisanej pod kierunkiem prof. dra hab. Wojciecha Banaszczyka.
Nastepnie obronit w roku 2010 na tymze wydziale rozprawe doktorska w dziedzinie
nauk matematycznych, w zakresie matematyki, pt. Wyktadnik Lojasiewicza osobliwo-
sci niezdegenerowanych, ktorej promotorem byt prof. dr hab. Tadeusz Krasinski.

W latach 2002 — 2006 byl zatrudniony jako asystent w Katedrze Analizy Ma-
tematycznej i Teorii Sterowania Wydziatu Matematyki i Informatyki Uniwersytetu
Lodzkiego, gdzie w latach 2010 — 2023 kontynuowal prace na stanowisku adiunkta
w grupie pracownikow badawczo-dydaktycznych w Katedrze Geometrii Algebraicznej
i Informatyki Teoretycznej. Od roku 2022 jest adiunktem Instytucie Matematyki Po-
litechniki Poznanskiej. Nie znalaztem w dossier informacji o zatrudnieniu Habilitanta
w latach 2006-2010, ale nie ma to znaczenia dla rozpatrywanego postepowania.

Zainteresowania naukowe i tematyka badawcza dra Grzegorza Oleksika obejmuja
teorie osobliwosci na gruncie zespolonej geometrii analitycznej ze szczegdlna uwaga
zwrocong na efektywne badania wyktadnikow Fojasiewicza, przede wszystkim kietkow
funkcyj holomorficznych.

Omowienie i ocena osiggniecia naukowego

Dr Grzegorz Oleksik przedstawil do oceny osiagniecie naukowe Metody kombina-
toryczne w teorii osobliwosci zespolonych w postaci cyklu szesciu prac z lat 2020 —
2023 (jedna tylko jest z roku 2016), w tym dwdch samodzielnych i czterech wspotau-
torskich. Tematycznie prace dotycza:

— niezmiennikéw osobliwo$ci izolowanych, sa to prace



[BKO21] Brzostowski, S., Krasiniski, T., Oleksik, G., The fLojasiewicz exponent in
non-degenerate deformations of surface singularities, Ann. Polon. Math. 127: 165-
175, (2021);

[BKO23] Brzostowski, S., Krasinski, T., Oleksik, G., The Lojasiewicz exponent of
nondegenerate surface singularities, Canad. Math. Bull. 66: 1391-1410, (2023);

[BO16] Brzostowski, S., Oleksik, G., On combinatorial criteria for non-degenerate
singularities, Kodai Math. J. 39: 455-468, (2016);

— nieizolowanych punktow krytycznych,

[EOR21] Eyral, Ch., Oleksik, G., Rozycki, A., Lé numbers and Newton diagram, Adv.
Math. 376: 1-21, 107441, (2021);

[0le20] Oleksik, G.,On a generic dimension of the critical locus, Results Math. 75:
1-9, (2020);

— wyktadnika Lojasiewicza w nieskoniczonosci wielomianéw wagowo jednorodnych,

[Ole22] Oleksik, G., The Lojasiewicz exponent of weighted homogeneous polynomials
at infinity, Kyoto J. Math. 62: 403-415, (2022).

Motywacje (wynikajaca ze stynnych pytan Arnolda) wraz ze szczegétowym omo-
wieniem wynikow wyzej wymienionych prac, sktadajacych sie na osiagniecie naukowe,
znajdujemy w przejrzyscie i zwiezle przygotowanym autoreferacie. Tutaj ogranicze sie
wiec do krotkich podsumowan kazdego ze wspomnianych artykutow.

W pracy [BKO21] udowodniono piekny, efektywny wzoér, wyliczajacy wykltadnik
Fojasiewicza kietka holomorficznego f: (C3,0) — (C,0) okreslajacego niezdegeno-
rawng (w sensie Kusznirenki) osobliwos¢ izolowang (Twierdzenie 4.8 w autorefera-
cie). Mowa tu o wykladniku optymalnym (czyli najmniejszym) £o(f) nieréwnosci
|grad f(z)|| > const.||z||* (||z|| < 1). Nalezy tu zaznaczy¢, ze iloraz £’§(°f()fll jest naj-
mniejszym wyktadnikiem 6 € (0, 1], przy ktérym spelniona jest klasyczna nieréwnosé
gradientowa Lojasiewicza, czyli ||gradf(z)|| > const.|f(2)|? (||z]| < 1), co wykazal
B. Teissier w [Tes77] (cytowania zamieszczam z odnosnikami do listy zamieszczonej
w autoreferacie). Ta postaé¢ nier6wnosci ma szerokie pole zastosowan, co ttumaczy
tez istote badania wykltadnika £4(f). By¢ moze warto bylo w autoreferacie o tym
wspomniec.

Uzyskanie wzoru z [BK021] wymagalo pomystowosci i sprawnosci techniczne;.
Jest to przeniesienie na przypadek tréjwymiarowy rezultatu A. Lenarcika z [Len98|
opartego na pomysle W. Kucharza z [Kuch91] uzycia tzw. odcinkéw krancowych.
W trzech wymiarach nalezato wprowadzi¢ odpowiednie pojecie $cian krancowych.

Wynik z [BKO21] okazal si¢ by¢ doskonatym narzedziem do badania wtasnosci
ciggtosci wyktadnika Fojasiewicza jednoparametrowej deformacji holomorficznej f;
kietka f = fy. Postuzyt mianowicie autorom do potwierdzenia hipotezy Teissiera, ze



w trzech wymiarach i w przypadku, gdy rodzina (f;) ma stalg liczbe Milnora (oczy-
wiscie zaktadamy, ze f zadaje osobliwo$¢ izolowoana niezdegenerowana) i f; réwniez
sa niezdegenerowane, mamy statos¢ wyktadnikow: £4(f:) = £o(f), |t| < 1. To z ko-
lei oznacza, z uwagi na fakt, ze liczba Milnora jest niezmiennikiem topologicznym,
ze teza ta pozostaje prawdziwa, gdy zastapimy p-stalo$é¢ zalozeniem topologicznej
réwnowaznosci powierzchni f;*(0).

W kolejnych pracach uwaga skierowana jest na wymiar zbioru punktéw krytycz-
nych Xf kietka f: (C",0) — (C,0), gdzie nie narzuca si¢ koniecznie warunkéw na
n, wymagajac gtéwnie, by osobliwo$¢ byta niezdegenerowana w sensie Kusznirenki.
Swego rodzaju tacznikiem pomiedzy pierwszymi dwiema pracami cyklu, poswieco-
nymi osobliwosciom izolowanym, a kolejnymi dwiema jest najstarsza z przedstawio-
nego cyklu praca [BO16|, w ktérej autorzy uzyskuja, przy zalozeniu niezdegenerowa-
nia, twierdzenie odwrotne do znanego faktu, ze no$nik osobliwosci izolowanej spetnia
warunek Kusznirenki, tzn. wynik jest nastepujacy: niezdegenerowana osobliwos¢, kto-
rej nos$nik spelnia wspomniany warunek, musi by¢ izolowana. Jest to tadny wynik,
uzyskany wezesniej przez A. Lenarcika dla n = 2 oraz Habilitanta dla n < 3. Znaczenie
problemy mozna podkredli¢ faktem, ze z nieco innym pojeciem niezdegenerowania po-
dobne rezultaty otrzymat C.T.C. Wall. Skadinad prosty przyktad 4.20 w autoreferacie
pokazuje tez, ze jakis wymog niezdegenerowania jest konieczny. Warto tez odnotowac,
ze autorzy [BO16] uzupehiaja oryginalna prace Kusznirenki o dow6d réwnowaznosci
jego warunku ze skonczonoscig liczby Newtona.

W duchu [BO16], w artykule [Ole20] Autor pokazuje ogélnie dla osobliwosci nie-
zdegenerowanej, ze kietek X f jest d-wymiarowy doktadnie wtedy, gdy jego nosnik
spelia d- lecz nie (d — 1)-warunek Kusznirenki. Jest to jednakze rezultat dowie-
dziony na razie tylko w przestrzeni co najwyzej tréjwymiarowej, cho¢ Habilitant za-
powiada w autoreferacie przeniesienie go na wyzsze wymiary. Nalezy tu podkresli¢,
ze praca prowadzona z diagramami Newtona z reguly odbywa sie w trzech etapach —
przypadek dwu zmiennych jest naturalnym poczatkiem jako wzglednie tatwy — przy-
najmniej do wyobrazenia sobie — co nie znaczy, ze tatwy do zbadania; przejscie do
trzech zmiennych bardzo czesto dostarcza juz nowych probleméw geometrycznych;
na koniec wreszcie uogoélnienia dla n > 3 moga, cho¢ nie musza, odbywac¢ sie wedtug
podobnego toku rozumowania co dla n = 3, przy czym nadal nie oznacza to wcale,
ze sg proste do uzyskania.

Na szczegélna uwage w [Ole20] zastuguja tez dwa wnioski, a mianowicie, wg nu-
meracji autoreferatu, wniosek 4.28: jesli kietek holomorficzny g, n < 3 zmiennych,
okresla osobliwos¢ niezdegenerowana a jej nosnik zawiera nosnik osobliwosci f, to
dimg Xg < dimg X f; oraz wniosek 4.29 (wraz z przyktadem 4.30 na zaniechanie za-
lozenia o niezdegenerowaniu), czyli dimgX(f + g) < min{dimy X f, dimgy g}, gdy
f + g zadaje osobliwos¢ niezdegenerowang a oba kietki majg nosniki roztaczne. Przy
czym w autoreferacie przy obu tych wynikach btednie pojawia sie odno$nik do pracy



[Olel3a], gdy tymczasem chodzi jednak bez watpienia o artykut [Ole20]. Do wnioskéw
mozna tez zaliczy¢ drugie wazne twierdzenie z [Ole20], orzekajace, ze dwie osobliwosci
niezdegenerowane majg zbiory krytyczne tego samego wymiaru, jesli maja ten sam
diagram Newtona.

Najbardziej zaawansowane techniki wykorzystuje praca [EOR21], dotyczaca tez
bardzo waznego uogdlnienia na przypadek osobliwosci nieizolowanej twierdzenia Kusz-
nirenki. Autorzy mianowicie podaja pewien algorytm wyznaczania liczb Lé osobliwo-
Sci niezdegenerowanej f: (C",0) — (C,0) za pomoca pewnych niezmiennikéw dia-
gramu Newtona kietka f(z1,...,2,) + 27" + ... + 277, gdzie d = dimg X f a liczby
naturalne «; sg dostatecznie duze. W rezultacie udaje si¢ im takze i tu pokazac, ze
liczby Lé zaleza wytacznie od diagramu Newtona osobliwosci niezdegenerowanej. Te
rezultaty w petni zastuzenie opublikowane sa w Advances in Mathematics. Skadinad
bytoby interesujace zobaczy¢ interpretacje uzytych w konstrukeji poje¢, odwotujacych
sie do cyklow przecig¢, w jezyku geometryczno-analitycznym teorii przecie¢ w ujeciu
P. Tworzewskiego.

Ostatnia praca cyklu, [Ole22] jest przejsciem od badan lokalnych, do badan wielo-
mianéw w nieskonczonosci, a wiec w pewnym sensie problemu dualnego. Oczywiscie
w tle czai si¢ odwieczna hipoteza jakobianowa, wobec ktorej chyba nikt nie pozostaje
obojetny. Pojawia sie ona naturalnie w tym kontekscie ze wzgledu na réwnowaz-
no$¢ pomiedzy wlasciwoscia odwzorowania wielomianowego F': C* — C" a dodatnio-
Scia jego wykladnika fojasiewicza w nieskonczonosci (o, (F'), czyli najwickszej liczby
a € R, przy ktorej ||F(z)|| > const.||x||*, gdy ||z|]| > 1. I tak, w [Ole22] znajdu-
jemy dowiedzione niejako przy okazji innych rozwazan potwierdzenie hipotezy jako-
bianowej w przypadku odwzorowan wielomianowych wagowo i ogdlniej, pre-wagowo
jednorodnych z dodatnimi wagami. Gléwnym wynikiem pracy jest jednak co innego,
a mianowicie wzor na wyktadnik £, (f) = (- (gradf) (gdy grad f ma skorniczenie wiele
zer) dla zespolonego wielomianu wagowo jednorodnego f z wagami > 2, bedacy odpo-
wiednikiem wzoru lokalnego. W przypadku kietka f wagowo jednorodnego o wagach
> 2, okreslajacego osobliwo$¢ izolowana, z prac [KOP09], [Brz15] i [Abd16] wynika,
ze wykladnik £o(f) jest najwieksza z wag pomniejszona o jeden. W nieskonczono-
Sci natomiast najwieksza nalezy zastapi¢ najmniejszg. Naturalnie nie ma prostego
przejscia z sytuacji lokalnej do nieskonczonosci.

Omowione tutaj artykuly przedstawione jako osiagniecie naukowe stanowig nie-
watpliwie spéjny tematycznie cykl prac, z ktorych kazda opublikowana jest w uzna-
nym czasopismie o miedzynarodowym zasiegu, a jedna z nich, wspotautorska, w zna-
komitym wrecz czasopismie Advances in Mathematics. Prace te nie sa jeszcze cy-
towane (nie wliczam tu oczywiscie autocytowan), co w przypadku wynikéw z tej
konkretnej tematyki do pieciu lat po ich publikacji nie jest szczegodlnie dziwne, a juz
artykul [BO16] ma trzy cytowania zewnetrzne wg baz WoS i MathSciNet. Rozwa-
zane w tych artykutach problemy dotyczace niezmiennikéw osobliwosci zespolonych



(chodzi o wyktadniki Lojasiewicza, liczby Lé oraz wymiar zbioru punktéow krytycz-
nych) i ich zwiazkéw z diagramami Newtona byty postawione przed pétwieczem przez
V. 1. Arnolda, lecz nadal sa aktualne i pozostaja w kregu badan prowadzonych na
sSwiecie. Wcigz zreszta ukazuja sie nowe prace z tej tematyki, totez i cytowania sie na
pewno z biegiem czasu pojawia. Starsze artykuly spoza cyklu, jak np. [Ole09b] czy
[Olel3b], maja po trzy, cztery cytowania zewnetrzne, o [KOP09] nie wspominajac
(jest to najwiecej cytowana publikacja Habilitanta: 14 cytowan zewnetrznych).

Wiszystkie prace z cyklu sa bardzo dobrze napisane, zawierajg pomystowo i przej-
rzyscie przeprowadzone dowody, dobre odno$niki do literatury jak tez nakreslenie
zagadnien na szerokim tle, z podaniem motywacyj podejmowanych badan. Autorzy,
a wiec 1 Habilitant, niewatpliwie trwale wpisuja si¢ w uprawiany dziat teorii osobli-
wosci. Podejrzewam, ze niektorzy moga uwazac za stabsza strone wniosku fakt, ze az
cztery sposréd prezentowanych szesciu prac cyklu napisane sg we wspotautorstwie.
Moim jednak zdaniem nie umniejsza to istotnie zastug Habilitanta — raczej dowodzi
umiejetnosci wspotpracy; tym bardziej, ze sktad wspotautoréow jednak nie pozostaje
staty i ostatecznie wykracza poza osrodek, z ktérego wywodzi si¢ Habilitant. Poza tym
udziat kazdego ze wspotautoréw jest dosé jasno okreslony, na ile to oczywiscie w ogole
jest mozliwe w matematyce, gdzie — jak wiadomo — aktywny udzial w prowadzonych
rozwazaniach jest kluczem do sukcesu osigganego nieraz dostownie wspolnie, tak, ze
rozgraniczenie, kto jaki wniést wktad, staje si¢ niewykonalne. Odnotowa¢ nalezy przy
tym zastugi Habilitanta rowniez jako proponujacego tematy badan, co w kontekscie
ubiegania si¢ o habilitacje ma kapitalne znaczenie.

Ocena aktywnosci naukowej Habilitanta

Poza omoéwionymi wyzej szeScioma pracami stanowigcymi osiggniecie naukowe
bedace podstawa postepowania habilitacyjnego, dr Oleksik jest autorem i wspotau-
torem dalszych 13 artykutéw naukowych, z czego cztery powstaly przed doktoratem.
Wszystkie sg zwiezle acz precyzyjnie opisane w autoreferacie. Wsrdd tych trzynastu
prac spoza cyklu, szes¢ ukazato sie w materiatach konferencyjnych lub jako rozdziaty
monografij UL, majac po czesci charakter przegladowy, w tym dwie z nich w je-
zyku polskim. Z pozostatych siedmiu artykutéw, tylko praca wspétautorska [KOP09],
bedaca czescia doktoratu, opublikowana jest w znaczacym, wysoko punktowanym
czasopismie. Samodzielnych prac jest na tej licie osiem. Punkty ministerialne nie sg
absolutnym wyznacznikiem wartosci czasopism, ani tym bardziej samych publikacyj.
I faktycznie, jesli sprawdzimy cytowania, to widzimy, ze na przestrzeni lat aktywnosci
naukowej, czyli od 2008 roku, ich liczba jest rzedu 30-40 (zalezy od bazy danych), gdy
usuniemy autocytowania. Wspominatem zreszta o tym wyzej. Na tym etapie kariery
i w dziedzinie reprezentowanej przez Habilitanta, przy dosy¢ waskiej specjalizacji, jest
to bardzo dobry wynik. Rowniez stawetny indeks Hirscha, ktory mimo wszystko jakies
pojecie o dorobku naukowym daje, jest w mojej ocenie bardzo dobry, bo wynosi 4, je-
sli pominie sie autocytowania. Dr Oleksik publikuje regularnie a jego artykuty spoza



cyklu nie odbiegaja znaczaco poziomiem od tych przedstawionych jako osiggniecie
naukowo, cho¢ ukazaty si¢ w stabiej punktowanych czasopismach.

Mozna by wysunaé¢ zarzut nader ograniczonego pola prowadzonych przez Habi-
litanta badan. Poza praca [Olell]| stanowiaca wrecz pewien punkt osobliwy w ca-
lym dorobku, bo sytuujaca sie na pograniczu probabilistyki, statystyki i informatyki,
wszystkie prawie artykuty kraza wokoét wyktadnika fojasiewicza, czy osobliwosci hi-
perpowierzchni, czesto izolowanych i niezdegenerowanych. Jednakze wachlarz uzyski-
wanych wynikow jest przy tym na tyle szeroki i réznorodny, ze nie traktowalbym
takiego zarzutu nadto powaznie, tym bardziej, ze nawet przy pobieznym przejrzeniu
omawianych artykuléw, uderza duza biegltos¢ autorow i doskonate obeznanie z tema-
tyka. Co wiecej prace te sa wartosciowym wktadem w dziedzine. Habilitant niewatpli-
wie moze by¢ uznany za specjaliste w zakresie roznorakich zagadnien wynikajacych
z pytan Arnolda, a te stanowig moze i wzglednie waski, jednak bardzo istotny wy-
cinek teorii osobliwosci. Zreszta prace Habilitanta nieprzypadkowo zahaczaja o tak
wazne zagadnienia jak hipoteza Zariskiego czy jakobianowa, ktoére, jak powszechnie
wiadomo, stanowig niebagatelna sita napedowa wielu wspotczesnych badan w tej dzie-
dzinie.

Aktywnos¢ naukowa Habilitanta nie budzi najmniejszych zastrzezen. Wspotpraca
z grupa teorii osobliwosci w IM PAN (Ch. Eyral, Z. Jelonek) i aktywny udziat w semi-
nariach tamze, czy z Politechnika Swietokrzyska (A. Lenarcik, $p. A. Ptoski) czynia
zados$¢ wymogowi aktywnosci w wiecej niz jednej uczelni czy instytucji naukowej. Po-
nadto dr Oleksik byt kierownikiem zrealizowanego grantu NCN Miniatura 2 Wyktad-
nik Lojasiewicza wielomianow rzeczywistych i zespolonych, w ramach ktorego odbyt
dwutygodniowe konsultacje naukowe w Wietnamie w Hanoi w osrodku Vietnam Ad-
vanced Study of Mathematics w marcu 2019 roku, odwiedzajac tam prof. Tien Son
Phama, uznanego specjaliste, zajmujacego réwniez poczesne miejsce w matematyce
stosowanej. Skoro juz o grantach mowa, procz tego grantu, dr Oleksik bral udziat
w charakterze wykonawcy w grancie dra A. Lenarcika Niezmienniki osobliwosci krzy-
wych i hiperpowierzchni analitycznych w latach 2008-2012 oraz w grancie NCN Sumy
kwadratow a wyktadnik Lojasiewicza prof. St. Spodziei w latach 2013-2017.

Na przestrzeni lat dr Oleksik regularnie uczestniczyl, i to z referatami, w wielu
konferencjach naukowych, w tym miedzynarodowych jak w Bedlewie czy poznan-
skim zjezdzie PTM i Niemieckiego Towarzystwa Matematycznego DMV, semina-
riach IM PAN] czy cyklicznych ogélnopolskich spotkaniach jak Gdansko-Krakowsko-
b.odzko-Warszawskie seminarium z teorii osobliwosci, czy spotkania L.odzko-Kieleckie,
nie wspominajac juz o dorocznych Konferencjach Szkoleniowych z Geometrii Algebra-
icznej i Analitycznej w Y.odzi, ktorych byt sekretarzem szereg lat. Brakuje w tym wyka-
zie moze nieco konferencyj odbywajacych sie za granicg, co, jak mozna domniemywac,
spowodowane jest brakiem odpowiednich funduszy na wyjazdy. Godnym odnotowania
wyjatkiem jest tutaj czynny udziat z referatem w Mini-course on Moments, Positive
Polynomials and Applications, konferencji miedzynarodowej w Hanoi, w Wietnamie,
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co umozliwit Habilitantowi grant Miniatura.

Nie mozna wreszcie pomingé tutaj tez dziatalnosci dydaktycznej i organizacyjnej
wymienionych w autoreferacie. Zwraca uwage duze zaangazowanie Habilitanta i cig-
gle poszerzanie kompetencji, w szczegélnosci udziat w rozwijaniu nowego kierunku
studiow Analiza danych czy przygotowanie skryptu z kryptografii.

Konkluzja:

W mojej ocenie wyniki uzyskane w omawianym osiagnieciu naukowym stanowig
znaczacy wktad w rozwdéj teorii osobliwosci zespolonych. Nie mam watpliwosci, ze dr
Grzegorz Oleksik spetnia wymagania ustawowe i zwyczajowe dla nadania mu stopnia
doktora habilitowanego zapisane w artykule 219 ustawy Prawo o szkolnictwie wyz-
szym i nauce z dnia 20 lipca 2018 roku. Popieram z pelnym przekonaniem wniosek
o nadanie drowi Grzegorzowi Oleksikowi stopnia doktora habilitowanego w dziedzinie
nauk Scistych i przyrodniczych, w dyscyplinie matematyka.
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dr hab. Maciej Denkowski, prof. UJ



