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"Entropia Segala stanu kwantowego
na póªsko«czonej algebrze von Neumanna

i jej zastosowanie w teorii pomiaru kwantowego"

1. �yciorys naukowy Kandydatki

Dr Hanna Pods¦dkowska pracuje aktualnie jako adiunkt w Katedrze Teorii Rachunku
Prawdopodobie«stwa i Statystyki na Wydziale Matematyki i Informatyki Uniwersytetu
�ódzkiego. Studiowaªa w Instytucie Matematyki U� w latach 1988-1993 uzyskuj¡c w
1993r. tytuª magistra matematyki na Wydziale Matematyki, Fizyki i Chemii U�, na pod-
stawie rozprawy Teoria pomiaru kwantowego, napisanej pod kierunkiem prof. Andrzeja
�uczaka. W latach 1993-2000 byªa studentk¡ w Studium Doktoranckim Matematyki U�,
a w 2001r. uzyskaªa na Wydziale Matematyki U� stopie« doktora nauk matematycznych
na podstawie rozprawy doktorskiej Matematyczne podstawy teorii pomiaru kwantowego,
napisanej pod kierunkiem promotora, prof. Andrzeja �uczaka. Od roku 1996 pracuje w
Katedrze Teorii Rachunku Prawdopodobie«stwa i Statystyki na Wydziale Matematyki i
Informatyki Uniwersytetu �ódzkiego, najpierw jako asystent, potem od 2001r. do chwili
obecnej jako adiunkt, z przerw¡ 2017-2019 na stanowisku starszego wykªadowcy tam»e.
W »yciorysie tym brak jest jakichkolwiek sta»y zagranicznych czy nawet krótkotermi-

nowych pobytów w innych, poza polskimi, o±rodkach badawczych i wspóªpracy z matem-
atykami spoza IM U� (poza pi¦ciodniow¡ wizyt¡ na Politechnice w Pradze w 2023r.).
Szkoda, »e kandydatka nie nawi¡zaªa wspóªpracy z czoªowymi specjalistami w dziedzinie
informacji kwantowej, w szczególno±ci z Denesem Petzem, Ann¡ Jencov¡ czy innymi,
którzy wielokrotnie bywali na corocznych konferencjach In�nite Dimensional Analysis

and Quantum Probability. My±l¦, »e nawet krótki pobyt w Budapeszcie, gdzie pracowaª
D. Petz, byªby bardzo cenny dla rozwoju naukowego Kandydatki i uprawianej przez ni¡
tematyki.

2. Omówienie Osi¡gni¦cia Naukowego Kandydatki

Moje omówienie Osi¡gni¦cia Naukowego Kandydatki zaczynam od przedstawienia kon-
tekstu, w którym to Osi¡gni¦cie jest umieszczone. Poj¦cie entropii, wprowadzone przez
Irvinga E. Segala w roku 1960, jest uogólnieniem poj¦cia entropii von Neumanna z
pocz¡tku lat 30-tych XX wieku, które stanowiªo istotny element matematycznych pod-
staw mechaniki kwantowej, wprowadzonych przez wybitnego w¦gierskiego matematyka
Neumanna Jánosa Lajosa (czyli Johna von Neumanna). O ile entropia von Neumanna,
zde�niowana wzorem H(A) := −Tr(A logA), jest okre±lona dla nieujemnych (hermitows-
kich) operatorów ograniczonych A ∈ B(H), dziaªaj¡cych na danej przestrzeni Hilberta
H, na której jest naturalny unormowany ±lad Tr, o tyle Segal zaproponowaª uogólnie-
nie tego poj¦cia na sytuacj¦ algebry von Neumanna M (typu I lub II), na której jest
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zadany dowolny ±lad unormowany τ . Entropia Segala jest zde�niowana analogicznie,
w postaci S(a) := −τ(a log a), gdzie elementy a ∈ M s¡ nieujemne i samosprz¦»one
(a = a∗ ≥ 0). Analogicznie, je±li ρ ∈ M∗ jest stanem naM o macierzy g¦sto±ci hρ ≥ 0,
to S(ρ) = −τ(hρ log hρ).
Jednak»e to uogólnienie nie zyskaªo wi¦kszego zainteresowania, w porównaniu z poj¦-

ciem entropii von Neumanna (w bazie MathSciNet pojawiaj¡ si¦ 1552 pozycje zwi¡zane
z poj¦ciem von Neumann entropy oraz jedynie 42 pozycje zwi¡zane z poj¦ciem Segal en-

tropy). Ponadto, na przestrzeni ponad 60 lat praca Segala odnotowaªa 7 cytowa« (wg
MathSciNet), z tego 4 w pracach zespoªu Profesora Andrzeja �uczaka. Pozostaªe cytowa-
nia nie s¡ jednak zwi¡zane z próbami rozwoju poj¦cia entropii Segala i badaniem jego
wªasno±ci. Co prawda, wykaz cytowa« w bazie MathSciNet jest troch¦ myl¡cy, poniewa»
w cytowaniach pracy Segala nie ma uwzgl¦dnionego najwa»niejszego z nich, czyli pracy
Nakamury i Umegaki z 1961r. (Proc. Japan Acad. 37). W pracy tej pokazuj¡ oni
podstawowe wªasno±ci entropii Segala, takie jak np. jej wkl¦sªo±¢ czy nie zmniejszanie
tej entropii przez warunkow¡ warto±¢ oczekiwan¡ (dla dodatnich operatorów hermitows-
kich wM), w oparciu o dowodzone przez nich wªasno±ci wypukªo±ci funkcji operatorowej
f(a) = a log a (a ∈M ⊂ B(H)) oraz monotoniczno±ci funkcji operatorowej f(a) := log a.
Co wi¦cej, baza MathSciNet nie uwzgl¦dnia te» cytowanego przez Kandydatk¦ i równie
wa»nego w tej teorii artykuªu O. Lanforda i D. Robinsona z 1968r. (J. Math. Phys. 9),
w którym stawiaj¡ oni hipotez¦ silnej podaddytywno±ci entropii Segala. Ta praca tak»e
nie jest uwzgl¦dniona w cytowaniach artykuªu Segala z 1960r, wi¦c trudno jednoznacznie
okre±li¢ jak du»e zainteresowanie ±rodowiska ona wzbudziªa.
Nieco lepiej wygl¡da sytuacja w bazie Zentralblatt (zbMath), w której artykuª Segala

ma 13 cytowa«, z tego 7 spoza szkoªy ªódzkiej, natomiast artykuª Lanorfa i Robinsona
ma 29 cytowa«.
Niemniej jednak odniosªem wra»enie, »e poj¦cie entropii Segala nie znalazªo si¦ w

gªównym nurcie bada« dotycz¡cych entropii, by¢ mo»e ze wzgl¦du na brak jego istot-
nych zastosowa« �zycznych czy nawet matematycznych. Jest to o tyle wa»ne, »e jako
recenzent jestem zobowi¡zany okre±li¢, czy przedstawione Osi¡gni¦cie Naukowe stanowi
znaczny wkªad w rozwój okre±lonej dyscypliny (Ustawa PSWN z 2018r. Art. 219 ust. 1
pkt. 2). Oczywi±cie dyscyplin¡, w której Kandydatka ubiega si¦ o habilitacj¦ jest ma-

tematyka, a nie teoria entropii, wi¦c jej Osi¡gni¦cie Naukowe musi by¢ rozpatrywane w
takiej ogólno±ci.
Nie mam w¡pliwo±ci, »e przedstawiony cykl pi¦ciu artykuªów [O1]-[O5] speªnia wyma-

gania Art. 219 ust. 1 pkt. 2 lit.b bycia cyklem powi¡zanych tematycznie artykuªów

naukowych opublikowanych w czasopismach naukowych i s¡ w±ród nich czasopisma dobre
(Entropy i Studia Math.) oraz znane i cenione w ±rodowisku (Int. J. Math. Phys i
Reports Math. Phys.).
Mam nieco w¡tpliwo±ci je±li chodzi o speªnienie wymagania Art. 219 ust. 2 Ustawy,

który mówi: Osi¡gni¦cie, o którym mowa w ust. 1 pkt 2, mo»e stanowi¢ cz¦±¢ pracy

zbiorowej, je»eli opracowanie wydzielonego zagadnienia jest indywidualnym wkªadem osoby

ubiegaj¡cej si¦ o stopie« doktora habilitowanego. We wniosku Kandydatki prace [O1],
[O4] i [O5] s¡ wspólne, praca [O4] ma 3 autorów, prace [O1] i [O5] po dwóch. W Wykazie

Osi¡gni¦¢ Naukowych Kandydatka okre±la swój udziaª w nich jako odpowiednio 33%
oraz po 50%, dodaj¡c niemal jednakowy opis swojego udziaªu w powstaniu ka»dej z tych
prac jako wspóªudziaª w rozpoznaniu i zde�niowaniu problemu badawczego, wspóªudziaª w

jego rozwi¡zaniu i opracowaniu wyników. Niestety nie mówi to nic na temat wymagany
w Ustawie, poniewa» nie okre±la szczegóªowo jakie zagadnienie Kandydatka opracow-
aªa samodzielnie i co dokªadnie jest jej wkªadem indywidualnym w prace wspólne. Co
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wi¦cej, Rada Doskonaªo±ci Naukowej wydaªa (zaktualizowany w dniu 9.08.2023r.) Porad-
nik Post¦powania dotycz¡ce nadawania stopnia doktora habilitowanego, w którym pojawia
si¦ (na stronie 15) nast¦puj¡cy komentarz do tego wymagania: Konieczne zatem jest, w

przypadku prac wspóªautorskich, wyodr¦bnienie indywidualnego, merytorycznego udziaªu

tej osoby w powstanie danej pracy, co jest warunkiem dokonania oceny osobistych os-

i¡gni¦¢ stanowi¡cych znaczny wkªad w rozwój okre±lonej dyscypliny. Te indywidualne
osi¡gni¦cia Kandydatki trudno jest oceni¢ na podstawie podanych nieco automatycznie
procentów czy nieco sztampowych formuªek.
Takich w¡tpliwo±ci nie budz¡ prace [O2] i [O3], które s¡ indywidualnym dzieªem Kandy-

datki.
Kolejn¡ kwesti¡, która nasuwa si¦ w ocenie Osi¡gni¦cia jak i ogólnie dorobku Kandy-

datki, jest kwestia cytowa« jej prac, czyli ich odbioru przez innych specjalistów jak równie»
ich wpªywu na ewentualny rozwój dalszych bada«, symulowanych rezultatami uzyskanymi
w pracach Kandydatki. Prace stanowi¡ce Osi¡gni¦cie Naukowe Kandydatki maj¡ ª¡cznie
5 cytowa«, które s¡ jednak»e autocytowaniami (wg MathSciNet): praca [O1] (z 2017r)
ma 2 autocytowania a [O2] (z 2015r.) ma 3 autocytowania. Pozostaªe prace Osi¡gni¦-
cia Naukowego, czyli prace [O3] z 2021r., [O4] i [O5] - obie z 2017r., nie maj¡ »adnych
cytowa«. Wydaje mi si¦, »e je±li w ci¡gu sze±ciu czy nawet o±miu lat od ukazania si¦
jakiego± artykuªu nie ma on »adnego odd¹wi¦ku w ±rodowisku, to trudno przypuszcza¢,
»e stanowi on znacz¡cy wkªad w badaniach teorii entropii dla algebr von Neumanna.
Pozostaªy dorobek Kandydatki ma dodatkowo jeszcze dwa cytowania, w tym jedno

dotyczy pracy [P7] podanej jako przykªad very nice study. Zatem jak na 22 lata dzia-
ªalno±ci naukowej Kandydatki ilo±¢ siedmiu cytowa« jej artykuªów jest nieznaczna.
Niemniej jednak staram si¦ oceni¢, zgodnie z wymaganiami Ustawy, wkªad Kandydatki

w rozwój dyscypliny matematyka, zatem ocenia¢ b¦d¦ gªównie jej wkªad intelektualny
i specjalistyczny, jaki stanowi¡ jej publikacje - wspólne i indywidualne, szczególnie te
przedstawione jako Osi¡gni¦cie Naukowe.

3. Ocena poszczególnych prac Osi¡gni¦cia Naukowego Kandydatki

Wocenie Osi¡gni¦cia Naukowego nie mammo»liwo±ci ocenienia indywidualnego wkªadu
Kandydatki w prace wspóªautorskie, poniewa» jej o±wiadczenia w tej sprawie nie s¡
odpowiednio szczegóªowe. Postaram si¦ zatem oceni¢ ogólny wkªad przedstawionych pi¦-
ciu publikacji w rozwój dyscypliny matematyka. Przy ka»dej z nich podaj¦, za Kandy-
datk¡, jej punktacj¦ wg listy czasopism MNiSW oraz, dodatkowo, ilo±¢ cytowa« wg Math-
SciNet.
Wszystkie te publikacje dotycz¡ badania wªasno±ci entropii Segala na algebrach von

Neumanna typu I i II, na których zadany jest dodatni normalny wierny funkcjonaª ±lad-
owy τ (sko«czony lub póª-sko«czony). Zasadniczym elementem w tych badaniach jest
odpowiednio±¢ pomi¦dzy stanami z przestrzeni predualnej ρ ∈ M∗ (nieco razi mnie
u»ywana przez Kandydatk¦ nazwa predual) i operatorami dodatnimi hρ (t.zw. opera-
torami/macierzami g¦sto±ci takich stanów) w przestrzeni L1(M, τ), jak równie» rozkªad
spektralny operatorów a ∈ M, których projektory spektralne s¡ tak»e elementami M.
Dodatkowo wykorzystuje si¦ znane wcze±niej wªasno±ci (wypukªo±¢ czy monotoniczno±¢)
operatorowych funkcjiM3 a 7→ log a ∈M orazM3 a 7→ a log a ∈M.

3.1. Praca [O1] (40p, 2 cyt.) Jest to artykuª napisany wspólnie z A. �uczakiem i
opublikowany w International Journal of Theoretical Physics w 2017r. Badane s¡ w
nim wªasno±ci niezmienniczo±ci (minus) entropii Segala H(h) := τ(h log h) (h ∈M+), na
dziaªanie odwzorowa« liniowych α :M 7→M, które s¡ normalne, unormowane i dodatnie.
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Niezmienniczo±¢ τ ◦α = τ de�niuje odwzorowanie dualne α∗ dla którego α∗(ρ) = ρ◦α dla
ρ ∈M∗. Pokazano, »e operator g¦sto±ci hα∗(ρ) wyra»a si¦ przez odwzorowanie α̃ sprz¦»one
do α, z czego wynika Twierdzenie 2 mówi¡ce, »e α∗ nie podwy»sza (minus) entropii Segala
dodatnich elementów ρ ∈ M+: H(α∗(ρ)) ≤ H(ρ). Jest to de facto uszczegóªowienie
dowodu analogicznego wyniku, uzyskanego przez M. Ohya i D. Petza. Pokazano ponadto
kiedy w tej nierówno±ci pojawia si¦ równo±¢ w przypadku ∗-homomor�zmu α :M 7→M;
jest to wtedy i tylko wtedy, gdy g¦sto±¢ hρ jest w obrazie α(M). W dowodzie pokazuje
si¦, »e α(M) jest tak»e algebr¡ von Neumanna α(M) ⊂ M i korzysta z jawnego wzoru
na warunkow¡ warto±¢ oczekiwan¡ E := α ◦ α̃ : M 7→ α(M), dla której τ ◦ E = τ .
W dowodach obu Twierdze« wida¢ bardzo dobr¡ znajomo±¢ istniej¡cych technik i metod
prowadzonych bada«, a przedstawione dowody s¡ nowe i matematycznie ciekawe.
Druga cz¦±¢ artykuªu [O1] jest po±wi¦cona badaniu ci¡gªo±ci entropii Segala, a gªównym

narz¦dziem jest pokazanie w Proposition 7, »e entropia Renyi Sα jest malej¡ca dla α ∈
(1,+∞) i w granicy lim

α→1+
−Sα(ρ) = H(ρ), co daje (minus) entropi¦ Segala H(ρ) stanu ρ ∈

M+
∗ . Dowód tego faktu jest pomysªowy, sprowadza si¦ do badania funkcji rzeczywistych

i wykorzystania Twierdzenia Lebesgue'a o Monotonicznej Zbie»no±ci. W konsekwencji
otrzymuje si¦ ci¡gªo±¢ entropii Renyi w normie L1, a dalej póªci¡gªo±¢ z doªu (a nie
z góry, jak w napisano w [O1] Theorem 9) entropii Segala i tak»e von Neumanna w
szczególnym przypadku algebry von Neumanna typu I. Te drobne nie±cisªo±ci wynikaj¡
chyba z faktu operowania znakiem minus w ró»nych sformuªowaniach entropii Segala czy
Renyi. Chocia» te wyniki byªy w pewnym stopniu znane wcze±niej, to ich dowód w pracy
[O1] jest nowy i matematycznie interesuj¡cy.
W Autoreferacie pojawia si¦ nie±cisªo±¢, poniewa» jest tam Lemat 1, odnosz¡cy si¦ do

([O1], Lemat 6), jednak jego tre±¢ jest to»sama z ([O1], Proposition 7).

3.2. Praca [O2] (100p, 3 cyt.) Jest to artykuª indywidualny Kandydatki, opublikowany
w Entropy w 2015r. Gªównym wynikiem pierwszej cz¦±ci tego artykuªu jest pokazanie po-
daddytywno±ci entropii Segala S(ϕ + ψ) ≤ S(ϕ) + S(ψ) dla stanów ϕ, ψ ∈ M+

∗ , przy
zaªo»eniu ograniczono±ci ich g¦sto±ci Dϕ, Dψ ∈ M, dla sko«czonej algebry von Neu-
manna M z normalnym wiernym unormowanym ±ladem τ . Jako wniosek Kandydatka
pokazuje, »e addytywno±¢ jest równowa»na wzajemnej ortogonalno±ci g¦sto±ci tych stanów
DϕDψ = 0. Dowód opiera si¦ na nierówno±ci I(a, b) := τ(a log b− a log a) ≥ 0 dla dowol-
nych a, b ∈ M speªniaj¡cych warunek 0 ≤ a ≤ b. Wielko±¢ I(a, b) byªa wprowadzona
przez Hisaharu Umegaki w artykule z 1962r. pod nazw¡ informacji pomi¦dzy a i b.
Umegaki pokazaª jej dodatnio±¢ w przypadku, gdy ich no±niki (czyli rzuty ortogonalne na
domkni¦cia obrazów) speªniaj¡ warunek s(a) ≤ s(b). Kandydatka pokazuje nieujemno±¢
informacji I(a, b) ≥ 0 pomi¦dzy a i b inn¡ metod¡, bez zaªo»enia τ(a) = τ(b) = 1, jak
równie» uzasadnia, »e równo±¢ I(a, b) = 0 jest równowa»na komutowaniu ab = ba = a2.
W drugiej cz¦±ci tego artykuªu Kandydatka zbadaªa pomiary zwi¡zane z ró»nego rodzaju

instrumentami sªu»¡cymi do pomiarów kwantowych. S¡ to liniowe, unormowane i przeliczal-
nie addytywne odwzorowania E : F 7→ L+(M∗) z zadanej przestrzeni miarowej (Ω,F)
w dodatnie odwzorowania liniowe na M∗. W szczególno±ci rozwa»ane s¡ instrumenty
powtarzalne w sªabym sensie czyli takie, dla których (E∆1(E∆2ϕ))(1M) = (E∆1∩∆2ϕ)(1M)
dla dowolnych mierzalnych podzbiorów ∆1,∆2 ⊂ F i dowolnego ϕ ∈ M∗. Kandydatka
pokazuje, »e pomiar zwi¡zany z takim instrumentem jest pomiarem o minimalnej entropii.
Ponadto pokazano, »e dla t.zw. instrumentów Lüdersa powtarzalno±¢ w sªabym sensie jest
równowa»na z pomiarem o minimalnej entropii.
S¡ to wyniki ciekawe i niew¡tpliwie stanowi¡ istotny wkªad w dyscyplin¦ matematyka.
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3.3. Praca [O3] (100p, 0 cyt.) Jest to tak»e indywidualny artykuª Kandydatki, opub-
likowany w Studia Mathematica w 2021r., w którym pokazuje ona siln¡ podaddytywno±¢
entropii Segala dla stanów na dowolnej póªsko«czonej algebrze von Neumanna. Wªasno±¢
ta byªa postulowana jako hipoteza w artykule Lanforda i Robinsona z 1968r. oraz, w
wi¦kszej ogólno±ci przez M.B. Ruskai w 1973r. Jej dowód uogólnia wynik Ohya i Petza,
którzy pokazali siln¡ podaddytywno±¢ dla przypadku sko«czenie wymiarowego. O ile w
przypadku M = B(H) czyli typu I pojawiaªy si¦ dowody tej wªasno±ci, wykorzystuj¡ce
wªasno±ci wypukªo±ci/wkl¦sªo±ci funkcji operatorowych oraz struktur¦ operatorów ±lad-
owych (czyliM∗ w tym przypadku), u»yte tam metody zazwyczaj nie daªy si¦ zastosowa¢
w ogólnym przypadku dowolnej póªsko«czonej algebry von Neumanna. Metoda Ohya i
Petza korzystaªa z monotoniczno±ci entropii i Kandydatka uogólniªa to na algebry von
Neumanna z wiernym normalnym póªsko«czonym ±ladem.
Praca [O3] jest techniczna, zawiera przede wszystkim rozwi¡zanie hipotez, stawianych

ponad póª wieku wcze±niej przez wybitnych matematyków i rozwi¡zanych w peªnej ogól-
no±ci dopiero przez Kandydatk¦. Praca ta zawiera dowody zarówno silnej podaddyty-
wno±ci entropii Segala (Theorem 7) jak i jej podaddytywno±ci (Theorem 8), oraz uogól-
nion¡ nierówno±¢ Araki-Lieba (Theorem 10), dla przypadku póª-sko«czonych algebr von
Neumanna z wiernymi ±ladami. Ich dowody polegaj¡ na sprytnym sprowadzeniu, poprzez
twierdzenia spektralne, problemów ogólnych do problemów analizy rzeczywistej, w szczegól-
no±ci caªkowych twierdze« o zbie»no±ci.
Mo»na si¦ zastanawia¢, z jakiego powodu powy»sze problemy w takiej ogólno±ci nie byªy

rozwi¡zane przez tak wiele lat. Niemniej jednak Kandydatka wykazaªa tutaj umiej¦tno±¢
dobrania skutecznych metod i narz¦dzi oraz odpowiedniego ich zastosowania. Dlatego
uwa»am, »e ta praca Kandydatki stanowi bardzo istotny wkªad w dyscyplin¦ matematyka.

3.4. Praca [O4] (100p, 0 cyt.) Jest to artykuª, napisany wspólnie z A. �uczakiem oraz
M. Sewerynem i opublikowany Entropy w 2017r.
Praca ta dotyczy badania stanów o maksymalnej entropii Segala. Jest ona rozszerze-

niem klasycznych wyników dotycz¡cych algebry wszystkich operatorów ograniczonych na
danej przestrzeni Hilberta ze ±ladem standardowym, dla której wiadomo, »e w przypadku
entropii von Neumanna odpowied¹ daj¡ stany Gibbsa, zadane przez operatory g¦sto±ci

postaci
esH

tresH
, dla s ∈ R i Hamiltonianu H. W pracy [O4] pokazano analogiczny rezultat

dla dowolnej sko«czonej algebry von Neumanna M ze sko«czonym ±ladem τ i entropii
Segala zamiast entropii von Neumanna. Kluczowym narz¦dziem jest tutaj pokazana (w

Lemacie 1) monotoniczno±¢ funkcji rzeczywistej f(s) =
τ(hesh)

τ(esh)
dla dowolnego nietrywial-

nego elementu h = h∗ ∈ M, co wynika ze sªabej dodatnio±ci jej pochodnej i nierówno±ci

Schwarza. Dla stanu Gibbsa ρs, s ∈ R, o g¦sto±ci operatorowej postaci
esh

τ(esh)
, czyli takiej,

»e ρs(g) = τ

(
gesh

τ(esh)

)
dla g ∈ M, pokazano (Proposition 3), »e ka»da liczba pomi¦dzy

kresami (dolnym λm(h) i górnym λM(h)) spektrum h jest warto±ci¡ ρs(h) dla dokªad-
nie jednego s ∈ R. Tutaj tak»e gªównymi narz¦dziami s¡ rozkªad spektralny i caªkowe
twierdzenia graniczne. Jako konsekwencj¦ tej wªasno±ci pokazano (Theorem 1), »e dla
ustalonej liczby λm < λ < λM kresem górnym wszystkich mo»liwych warto±ci entropii
Segala S(ρ), po wszystkich stanach ρ, dla których ρ(h) = λ, jest entropia Segala S(ρs)
pewnego stanu Gibbsa ρs. Tutaj gªównym narz¦dziem jest znowu nierówno±¢ Umegaki
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dla kwantowej informacji (pomi¦dzy a i b) τ(a log a − a log b) ≥ 0 oraz wkl¦sªo±¢ funkcji
operatorowej log a i wypukªo±¢ funkcji operatorowej a log a.
Praca ta niew¡tpliwie jest ciekawym osi¡gni¦ciem, w którym udziaª ma Kandydatka.

3.5. Praca [O5] (70p, 0 cyt.) Jest to artykuª, napisany wspólnie z R. Wieczorkiem i
opublikowany w Reports on Mathematical Physics w 2017r.
W pracy tej autorzy zajmuj¡ si¦ szacowaniem mo»liwie jak najwi¦kszej zale»no±ci

pomi¦dzy sko«czonym ci¡giem ρ := (ρi)
n
i=1 stanów kwantowych (o g¦sto±ciach (hρi)

n
i=1),

wyst¦puj¡cych z zadanymi prawdopodobie«stwami π := (πi)
n
i=1, a sko«czonym ci¡giem

M := (Mj)
m
j=1 kwantowych pomiarów (czyli ci¡giem operatorów dodatnich zM o sumie

b¦d¡cej jedynk¡ algebry). W tym kontek±cie rozwa»aj¡ trzy metody:

• maksymalizacji wzajemnej informacji I(ρ,M),
• maksymalizacji odlegªo±ci funkcyjnej df (ρ,M) po klasie funkcji rzeczywistych, wy-
pukªych i dodatnich poza warunkiem f(0) = 0,
• minimalizacji wierno±ci (czy mo»e raczej dokªadno±ci?) rozkªadów F (ρ,M).

W pierwszej metodzie maksymalna warto±¢ to tak zwana informacja dost¦pna Iacc, sza-
cowana od góry przez liczb¦ χ, zde�niowan¡ przez Holevo dla entropii von Neumanna H
i uogólnion¡ w [O5] dla entropii Segala S:

Iacc ≤ χ = χS = S

(
n∑
j=1

πjρj

)
−

n∑
j=1

πjS(ρj).

Istotnym narz¦dziem jest tutaj pokazana silna podaddytywno±¢ entropii Segala w przy-
padku sko«czonej algebry von Neumanna ze sko«czonym, wiernym i normalnym ±ladem
(ten wynik uogólniªa potem Kandydatka w [O3]). Powy»sze oszacowanie okazuje si¦ by¢
równowa»ne wkl¦sªo±ci entropii Segala.
W metodzie drugiej, dla algebry von Neumanna ze ±ladem τ (normalnym, wiernym,

unormowanym i sko«czonym) uzyskane jest ogólne oszacowanie postaci

df (ρ,M) ≤
n∑
i=1

τ

(
f

(
πihρi − πi

(
n∑
k=1

πkhρk

)))
.

Natomiast dla warto±ci bezwzgl¦dnej f(x) := |x| analogiczne oszacowanie pokazano w
ogólniejszym przypadku póª-sko«czonym.
W trzeciej metodzie uzyskano oszacowanie od doªu minimum po M wielko±ci

F (ρ,M) :=
n∑
i=1

m∑
j=1

√
πiρi(Mj) ·

√√√√( m∑
j=1

πiρi(Mj)

)
·

(
n∑
i=1

πiρi(Mj)

)
.

Praca ta zawiera wiele technicznych rachunków, które pokazuj¡ biegªo±¢ autorów w
stosowaniu metod prowadz¡cych do uzyskiwania ciekawych nierówno±ci, uogólniaj¡cych
na przypadek entropii Segala, znane wcze±niej dla entropii von Neumanna. Jest ona
niew¡tpliwie istotnym wkªadem w dyscyplin¦ matematyka, ze znacz¡cym wspóªudziaªem
Kandydatki.

4. Ocena pozostaªego dorobku naukowego Kandydatki

4.1. Pozostaªe publikacje. W swoimWykazie Osi¡gni¦¢ Naukowych albo Artystycznych

Kandydatka podaje dodatkowo 11 publikacji, które maj¡ ª¡cznie 2 cytowania wg Math-
SciNet, z czego jedno jest autocytowaniem. Jedna z prac, indywidualna Kandydatki,
ukazaªa si¦ w 2001r. i powstaªa przed uzyskaniem przez ni¡ doktoratu, pozostaªe stanowi¡
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dorobek po doktoracie, przy czym praca [P7] jest tak»e indywidualnym dzieªem Kandy-
datki, pozostaªe s¡ wspólne z A. �uczakiem i K. Lubnauer, a jedna z R. Wieczorkiem.
Nie ma w±ród nich »adnej pracy wspólnej z kim± spoza grupy badawczej profesora An-
drzeja �uczaka. By¢ mo»e wspóªpraca tak»e z innym o±rodkiem badawczym mogªaby za-
owocowa¢ rozszerzeniem badanej tematyki i zwi¦kszeniem odd¹wi¦ku dotycz¡cego uzyski-
wanych rezultatów, w tym liczby cytowa«. Punktacja ministerialna tych czasopism mie±ci
niemal w caªo±ci w przedziale 40p-70p, ponadto jedno czasopismo Ann. Acad. Sci. Fenn.
Math. ma 20p, jedno Rev. Math. Phys. 100p a jednego Bull. Soc. Sci. Lett. �ód¹
Ser. Rech. Déform. bark na tej li±cie. Bior¡c pod uwag¦ tytuªy i rang¦ czasopism,
w których ukazaªy si¦ publikacje Kandydatki, to niew¡tpliwie Open Systems and Infor-

mation Dynamics, Reports on Mathematical Physics, Reviews in Mathematical Physics,
Probability and Mathematical Statistics czy Fixed Point Theory s¡ wa»nymi i uznanymi
w ±rodowisku. W tematyce uprawianej przez Kandydatk¦ nieªatwo o publikacje w lep-
szych czasopismach, jak na przykªad w Communications in Mathematical Physics. Tak
wi¦c moje ogólne wra»enie jest w tej kwestii pozytywne i uwa»am, »e Kandydatka ma
publikacje na dobrym poziomie publikacyjnym, chocia» brak im cytowalno±ci.

4.2. Udziaª w Konferencjach. Jak podaje Kandydatka, braªa ona udziaª w 11 konfer-
encjach naukowych, w tym w 3 z "Nieprzemiennej Analizy Harmonicznej", które wspóªor-
ganizowaªem w B¦dlewie, w 4 organizowanych przez "International Quantum Structures
Association" oraz jednej z Robotyki (MMAR 2015). Wygªosiªa na nich 10 referatów (co
prawda podaje 11 ale na konferencji IQSA w Tropea 2022 drugi referat, oparty na wspólnej
pracy, wygªosiª (wedªug informacji mi dost¦pnych) prof. Andrzej �uczak).
Udziaª w konferencjach jest zazwyczaj bardzo po»yteczny, daje mo»liwo±¢ przedstaw-

ienia wªasnych bada« i uzyskania komentarzy innych specjalistów. Niejednokrotnie te»
zauwa»enie przedstawianych wyników badawczych przez innych powoduje dalszy rozwój
badanego zagadnienia. Mam jednak wra»enie, »e tak si¦ nie staªo w przypadku rezultatów
bada«, przedstawianych na konferencjach przez Kandydatk¦, nie wida¢ w szczególno±ci
wzrostu zainteresowania jej badaniami np. w postaci wi¦kszej liczby cytowa«.

5. Ocena innej naukowej dziaªalno±ci Kandydatki

5.1. Granty badawcze. W swoim Wykazie Osi¡gni¦¢ Naukowych albo Artystycznych

Kandydatka informuje, »e byªa gªównym wykonawc¡ w grancie NCN "Podstawowe za-
gadnienia teorii informacji kwantowej oraz dyskryminacji stanów i operacji kwantowych",
realizowanym w latach 2011-2014, chocia» nie podaje jakie byªy efekty jego realizacji.
Byªa tak»e wykonawc¡ w projekcie "Opracowanie i badanie algorytmów aktywnego

(siªowego) wspomagania operatora przy wykonywaniu stereotypów ruchowych podczas
sterowania telemanipulatorem o sze±ciu stopniach swobody" �nansowanym przez NCN
w latach 2011-2015 na Politechnice �ódzkiej. W ramach tego grantu (cyt. za dr hab.
in». W. Pawªowskim) dr Hanna Pods¦dkowska opracowaªa metod¦ statystycznej obróbki

danych pomiarowych wykorzystuj¡cej dane pomiarowe z peªnego okresu próbkowania do

optymalnego estymowania stanu systemu o sze±ciu stopniach swobody. Trudno mi oceni¢
t¡ aktywno±¢ naukow¡, poniewa» nie mam »adnej wiedzy na temat próbkowania sterowa-
nia telemanipulatorem. Jednak opracowanie przez Kandydatk¦ (wydaje mi si¦, »e chyba
wspólnie z prof. Leszkiem Pods¦dkowskim z Politechniki �ódzkiej?) metody statysty-
cznej w takim projekcie jest niew¡tpliwie przejawem istotnej aktywno±ci naukowej poza
Uniwersytetem �ódzkim.
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5.2. Wspóªpraca naukowa poza uczelni¡ macierzyst¡. W Art. 219 ust. 1 pkt.
3 Ustawy stawia si¦ wymaganie wykazania istotn¡ aktywno±ci¡ naukow¡ realizowan¡ w

wi¦cej ni» jednej uczelni lub instytucji naukowej, w szczególno±ci zagranicznej, chocia»
Poradnik RDN na str. 16 zaleca, aby sformuªowania w szczególno±ci zagraniczn¡ nie
traktowa¢ jako warunku koniecznego. W zwi¡zku z tym wymaganiem Kandydatka podaje
dwie takie aktywno±ci:

(1) Udziaª w wymienionym powy»ej projekcie na Politechnice �ódzkiej w latach 2011-
2015, w trakcie którego opracowaªa metod¦ statystycznej obróbki danych pomia-
rowych

(2) Pi¦ciodniowy pobyt na Politechnice w Pradze (19�23 czerwca 2023), w trakcie
której prowadziªa dyskusje z prof. Janem Hamhalterem (nota bene jednym z
recenzentów habilitacji) oraz Martinem Bohata i wygªosiªa referat na seminarium.

Oczywi±cie w opisanym projekcie realizowanym na Politechnice �ódzkiej Kandydatka
wykazaªa si¦ istotn¡ dziaªalno±ci¡ naukow¡, skoro opracowaªa metod¦ statystyczn¡ bada-
nia konkretnego problemu technologicznego. Natomiast kilkudniowy pobyt na Politech-
nice w Pradze, która oczywi±cie speªnia kryterium bycia instytucj¡ zagraniczn¡, i wygªosze-
nie tam referatu, nie przyniósª jak na razie efektu, który mo»na by oceni¢ jako istotn¡
aktywno±¢ naukow¡, chocia» cz¦sto dyskusje bywaj¡ bardzo owocne i pozwalaj¡ identy-
�kowa¢ i rozwija¢ nowe zagadnienia badawcze.

6. Konkluzja

Podsumowuj¡c moj¡ ocen¦ Osi¡gni¦cia Naukowego dr Hanny Pods¦dkowskiej stwierdzam,
»e pomimo pewnych szczegóªowych zastrze»e«, sformuªowanych powy»ej, stanowi ono is-
totny wkªad w dyscyplin¦ matematyka. Dlatego wnioskuj¦ o dopuszczenie dr Hanny
Pods¦dkowskiej do dalszych etapów post¦powania habilitacyjnego i popieram wniosek o
nadanie jej stopnia doktora habilitowanego.

Janusz Wysocza«ski
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