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Recenzja rozprawy doktorskiej
pana mgra Abdulljabara Naji Abdullaha

pt. Logarytmiczne uwypuklenie wielomianow

Omawiana tutaj przez mnie rozprawa doktorska pana mgra Abdullaha sytuuje sie
na styku matematyki czystej i stosowanej, a dotyczy waznego w wielu dziedzinach
zagadnienia optymalizacyjnego, polegajacego na wyszukiwaniu punktéw, w ktorych
dana funkcja rzeczywista osigga ekstremum, czy tez nieco ogdlniej — punktoéw krytycz-
nych. Jedna z klasycznych metod, stosowana m.in. w problemach sterowania opty-
malnego i algorytmach minimalizacji funkeji, jest uwypuklenie funkcji (okreslonej na
zbiorze zwartym i wypuklym), badz przez dodanie do niej funkcji silnie wypuktej,
badz tez — co jest nowszym podejsciem — przez domnozenie jej przez taka funkcje.
Jak wiadomo, problem wyznaczenia minimum funkcji silnie wypuktej jest znacznie
prostszy.

Punktem wyjscia wszystkich rozwazan rozprawy jest w gruncie rzeczy nastepujacy
problem: dana jest funkcja rzeczywista f klasy €2 okreslona w otoczeniu (domknig-
tego) zbioru wypuktego X C R" oraz silnie (lub logarytmicznie silnie) wypukta funk-
cjab: R™ — R tej samej klasy, przy czym mozemy zatozyc¢, ze jedyne jej minimum jest
osiagane w zerze: argming.b = 0, oraz b(0) = 1, czyli b > 1. Przypomnijmy, zZe silna
wypukto$é¢ b w danym wypadku oznacza szacowanie przyrostu funkeji b w dowolonym
punkcie z od dotu przez warto$¢ rézniczki w x na przyroscie argumentu powiekszona
o silnie wypukty sktadnik c||z — y||* (gdzie ¢ > 0 jest stala; méwimy wtedy, ze funk-
cja jest 2c-silnie wypukta; powiemy, ze b > 0 jest logarytmicznie silnie wypukta, gdy
silnie wypukta jest funkcja Inb). W szczegblnosei jest to funkcja $cisle wypukta. In-
teresuje nas uwypuklenie f postaci z — Nb(x — &) + f(x), gdzie liczba N > 0 jest
dostatecznie duza (naturalne pytanie: jak duza?), a & € R"™ jest parametrem — i
to jest podejscie klasyczne; wzglednie, uwypuklenie postaci z — b(x — &)V f(z). Od
razu przeczuwamy, ze ograniczos¢ zbioru X ma duzy wplyw na zagadnienie, a roz-
nica pomiedzy obu podej$ciami jest znaczna. W przypadku, gdy uzyskana funkcja,



nazwijmy ja ¢¢, wychodzi faktycznie silnie wypukta, mozemy skojarzy¢ z nig odwzo-
rowanie x(§) = argminy, @¢, gdzie X’ jest odpowiednio dobranym zbiorem do X, w
taki sposob, by mozliwe byto iterowanie . Naturalnym jest w tej sytuacji oczekiwanie
zbieznosci iteracyj k¥ (£) do punktéow krytycznych f.

W ostatnich latach ponownie wzrosto zainteresowanie mozliwo$ciami, jakie niesie
ze sobg dla zastosowan topologia ujarzmiona, czyli w szczegdlnosci geometria semi-
algebraiczna, subanalityczna, czy wreszcie struktury o-minimalne. Praca pana mgra
Abdullaha uwzgtednia wtasnie w istotny sposob przypadek wielomianéw czy ogoélniej
funkcyj semi-algebraicznych (a wiec jedne z najwazniejszych z punktu widzenia zasto-
sowan), cho¢ zawiera rowniez szereg istotnych wynikéw catkiem ogdlnych dla funkcysj
klasy przynajmniej 6. Jej zrodel nalezy dopatrywaé sie w uzyskanych nie tak dawno
wynikach K. Kurdyki i S. Spodziei [9] (wg numeracji bibliografii rozprawy), a spora
jej czesé oparta jest na wspoélnej z K. Rosiak i S. Spodzieja publikacji doktoranta [1]
w materiatach konferencyjnych. Tematyka rozprawy wpisuje sie w wazne i aktualne
nurty badan i ma znaczenie dla zastosowan, a stosowane metody sa pomystowym
rozwinigciem technik z pracy [9].

Rozprawa, napisana po polsku na stu trzech stronach, sktada si¢ z szesciu rozdzia-
tow poprzedzonych streszczeniami w jezykach angielskim i polskim, i wzbogacona jest
o skorowidz oraz wykaz oznaczen. Wstep czyli streszczenie przedstawia motywacje,
ogblny zarys i gléwne wyniki pracy. Rozdzial pierwszy zawiera podstawowe pojecia i
fakty dotyczace funkcyj wypuktych, scisle wypuktych, silnie wypuktych i logarytmicz-
nie silnie wypuktych, tudziez wielomianéw i pewnych oszacowan wykorzystywanych
dalej w rozprawie. W rozdziale drugim przedstawione sa pokrotce podstawowe fakty
dotyczace uwypuklania funkcji za pomoca domnazania jej przez potege funkeji silnie
wypuklej (z wyjatkiem istotnej uwagi 2.2.3 dotyczacej uwypuklenia przez dodanie ta-
kiej funkcji). Kolejny rozdzial, trzeci, zawiera juz kilka nowych wynikéw dotyczacych
uwypuklania réwniez przez dodanie funkcji silnie wypuktej. W rozdziale czwartym
Autor przeprowadza analize wtasnosci funkcjiv ky przyporzadkujacej parametrowi
przesuniecia & jedynego punktu, w ktérym osiggane jest minimum funkcji po uwypu-
kleniu postaci Nb(x — &) + f(x) z N > 1 na kuli ||z]| < R w R". Tutaj znajdujemy
pierwsze istotne wyniki rozprawy. Nastepnie Doktorant bada analogiczne odwzorowa-
nie, lecz tym razem na zbiorze wypuktym i domknietym X w miejsce kuli, co wymaga
modyfikacji uwypuklenia do postaci N;(§)b(z — &) + f(x), przy czym rozdziat kon-
czy sie jednym wynikiem dla przypadku wielomianu f i X = R” oraz uwypuklenia
postaci b(N(x—&)) f(z). W rozdziale széstym przenoszone sa wyniki rozdziatu czwar-
tego na przypadek uwypuklenia postaci b(x —&)” f(x) ponownie na kuli i ten rozdziat
jest najobszerniejszy. Osobno rozpatrzony jest w nim przypadek szczegblnej funkcji
uwypuklajacej b(x) = exp(]|z||?). Caly ten rozdzial opiera si¢ on na wspomnianej
wezedniej publikacji [1].

Rozprawa napisana jest poprawnie, cho¢ Autor nie ustrzegt sie pokaznej liczby ble-



déw zecerskich i pewnych niekonsekwencyj w oznaczeniach. Sg to jednak mato istotne
dla wartosci pracy usterki, ktore tatwo wyeliminowac¢ i nie wpltywaja na czytelnosé
tekstu.

Przechodzgc do oméwienia matematycznej strony uzyskanych przez Doktoranta
wynikéw nalezy podkresli¢c na wstepie ich czestokro¢ nader techniczny charakter.
Wigkszos¢ dowodow to dosé zgrabna, klasyczna analiza i weale subtelne oszacowania.
Istotna role odgrywaja w szczegdlnosci wyniki Kurdyki i Spodziei z [5] oraz Jero-
nimo, Perrucciego i Tsigardisa z [6], tudziez gradientowa nieréwno$é¢ Lojasiewicza
i efektywna nieréwnosé Lojasiewicza w ujeciu Kurdyki i Spodziei [10].

Rozdziat pierwszy pelni role przygotowawcza. Za najwazniejsze wyniki w nim
przedstawione, potrzebne w dalszej czesci pracy, nalezy uzna¢ oszacowania podane
jako fakt 1.4.2, wynikajacy zen wniosek 1.4.3, oraz fakt 1.4.4 (gdzie $rodkowa cze$é
drugiej wyré.znionej na stronie 30 nieréwnosci jest niejasna, ale tez i niepotrzebna,
bo skrajne nieréwnosci wywodza sie z (1.7)) i bardzo istotny lemat 1.4.8 (gdzie bled-
nie przywolany jest w dowodzie fakt 1.2.1 zamiast 1.3.1). Skadinad lepiej byloby
te fakty” przemianowaé¢ na ,stwierdzenia” (w rozprawie sie ich zreszta dowodzi),
nie sg to bowiem obserwacje catkiem oczywiste. Nie rozumiem natomiast, jaki cel
przyswiecat umieszczeniu bardzo technicznych uwag o funkcjach logarytmicznie silnie
wypuktych (-tego rzedu w podrozdziale 1.5, cenny za to jest podrozdziat 1.6 dotyczacy
wielomianéw rzeczywistych wielu zmiennych i pewnych oszacowan, majacych znacze-
nie w zastosowaniach w ogole. Nalezy zaznaczy¢, ze we wzorach pomiedzy wnioskami
1.6.51 1.6.6 na str. 37 sumowanie winno zaczynac si¢ od j = 1. Fakt 1.6.7, jakkolwiek

prosty, mégtby mie¢ dowdd zredagowany nieco szczegdtowiej (liczba szacujaca zera
1/3
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wielomianu to, przy wyborze indekséw przyjetym przez Autora, 2 max; -
pracy indeks w liczniku jest btedny; btedne jest tez odwotanie do wzoru (1.19) zamiast
do (1.18)). Natomiast w czesdci dotyczacej gradientu we wspéhrzednych biegunowych
chetnie bym widzial (szczegélnie w rozprawie doktorskiej, gdzie wlasnie jest miejsce
na szerokie komentarze) nieco doktadniejsze rozpisanie calej konstrukeji, tym bar-
dziej, ze ma ona jasny sens geometryczny. Skadinad we wzorze (1.21) zapis 0y f (r0) w
ogole nie powinien si¢ pojawi¢. W uwadze 1.6.8 wszystkie wyrazenia «; czy v; zaleza
od z i wskazane byloby to zaznaczy¢ ze wzgledu na wzor pojawiajacy si¢ na dole str.
39. W trzeciej linijce od dotu na tejze stronie norma ||v;|| winna by¢ w kwadracie.

W rozdziale drugim zamieszczono ogolne uwagi nt. uwypuklania funkeji na zbio-
rach zwartych i wypuktych. Wyniki te sa cenne, w szczegdlnosci fakty 2.1.1 1 2.1.3
oraz rozwazania dotyczgce uwypuklania wielomianéw. Dwie uwagi na temat oznaczen:
wydaje sie, ze zapis b(z)" potegowania funkcji jest bardziej naturalny niz b (z), ko-
jarzacy sie raczej ze sktadaniem; po drugie za$ wskazanym bytoby ujednolici¢ ozna-
czenia — przyktadowo funkcje ¢ z faktu 2.1.3 i Ay z lematu 2.2.1 w obrebie tego
samego rozdziatu rozni tylko to, ze pierwsza zdefiniowana jest dla wielomianu f > 0,
druga, tym samym wzorem, dla dowolnej funkcji dodatniej i klasy 62, przy czym



po uwzglednieniu we wzorze przesuniecia o £, oznaczenie zmienia sie w Ay ¢ (wnio-
sek 2.2.2, oznaczenie na szczescie utrzymane konsekwentnie w rozdziale 6, ale nie we
wstepie na str. 15). W dowodzie lematu 2.2.1 we wzorze na dgAy(z) pojawia sie w
drugim sktadniku nadmiarowy czynnik b(x), dalej jednak rachunki sg poprawne. W
tym rozdziale znajduje sie bardzo istotna uwaga 2.2.3 dotyczaca mozliwo$ci uwypu-
klenia f na zwartym zbiorze wypuklym za pomoca Nb(x — £) + f(x) z dostatecznie
duzym czynnikiem N (niepotrzebnie oznacza si¢ te funkcje ¥y e(x), gdy juz w roz-
dziale 3 i w rozdziale 4 to samo wyrazenie bedzie zapisane jako ¢y ), zdublowana
niejako faktem 3.3.1.

Problem uwypuklania na zbiorach nieograniczonych podjety zostaje w rozdziale
trzecim. Bardzo dobry wstep i przyktady pokazujg, jakie problemy napotyka sie przy
uwypuklaniu przez dodanie funkcji silnie wypuktej. Nieco razi oznaczenie N(||£]]) z le-
matu 3.2.1, zwazywszy, ze funkcja N nie jest okreslona osobnym wzorem na [0, +00)
a pojawia sie we wzorze (3.7) jako funkcja n zmiennych. Rachunki i szacowania staja
sie dosy¢ techniczne, pomocne dla czytelnika bytoby zamieszczenie wigcej szczegdtow.
I tak, w dowodzie lematu 3.2.1 ostatnia nieréwnos¢ daleka jest od oczywistosci w ta-
kiej akurat postaci, jak ja podano, a w dowodzie lematu 3.2.5 stwierdzenie, ze (3.10)
(gdzie omytkowo jest wpisana pierwsza pochodna zamiast drugiej) wynika z zapowie-
dzi w pierwszej linijce na stronie 58 jest catkiem niejasne. Co wigcej dalej rachunki
przestaja sie zgadzaé i wzor na rg jest bledny (zamiast wyrazenia %(] |€]|+ ) powinien
zawiera¢ 4(||€]| +a/p)). Faktem jest, ze wynik w swojej esencji pozostaje prawdziwy,
niemniej jednak konkretna postac¢ py z tezy winna byé¢ prawdopodobnie inna.

Dowdd twierdzenia 3.3.1 zawiera na str. 60 bledne sformutowanie ﬁégog(:v) > [
wtedy i tylko wtedy, gdy gn(||z||) > 1 do zastapienia przez samo wtedy, gdy (co pozo-
staje bez wpltywu na dow6d). Uwaga 3.3.2 powinna by¢ rozwinieta i napisana jasniej,
jako ze dotyczy bardzo waznej motywacji rozprawy polegajacej na poszerzeniu wyni-
kow z artykutu [9], gdzie nie rozwazano funkcji b(z) = exp(||z||?), jak jest napisane (ta
funkcja badana byta w [1]), a bardziej nawet szczegdlna b(z) = (1+]|z||?). Warto przy
tym odnotowac istotnag dyskusje uzupetniajaca uwagi wstepne do rozdziatu 3, gdzie
domnaza si¢ f przez funkcje b(N(z—¢&)) a nie tak jak w rozdziale 2 przez b(x —&)”, co
akurat przy funkcji eksponens z pozoru jest prawie tym samym podejéciem. Rozdziat
zamyka sie twierdzeniem 3.3.3, do ktorego rowniez mam zastrzezenia natury rachun-
kowej, oszacowanie N wychodzi bowiem inne niz podaje teza. W dowodzie, z (3.11)
szacowanie winno by¢ przez A/m?  a nie przez A/m, natomiast koticowe szacowanie
z faktu 1.6.1 (a chyba nalezatloby przywotaé takze i 1.6.4) nie jest jasne, w mianow-
niku powinno raczej znalez¢ si¢ wyrazenie (fq.||z|| — d||f|])? (zgubiono d) a i licznik
wedtug moich obliczen powinien zawiera¢ czynnik nieco bardziej skomplikowany niz
d(2d—1). Ta cze$¢ wymaga od Autora doktadniejszego rozpisania przeliczen, cho¢ jak
poprzednio — twierdzenie w swojej istocie jest prawdziwe, zmienia si¢ co najwyzej
liczby.



Ostatnie trzy rozdzialy zawierajg najwazniejsze z mojego punktu widzenia wy-
niki rozprawy a dotycza wtasnosci odwzorowania przyporzadkowujacego parametrowi
przesuniecia € jedynego punktu x(§), w ktorym uwypuklenie funkcji f osiagga mi-
nimum, oraz zastosowania do szukania punktéw krytycznych f. Dana jest funkcja
f:R" — R klasy €% z k > 2, zbiér domkniety i wypukly X C R" oraz funkcja
b: R" — R tej samej co f klasy, p-silnie wypukta z jedynym minimum w srodku
uktadu wspétrzednych i b(0) = 1. Rozwazane sa nastepujace przypadki:

Rozdzial 4 Zakladamy, ze X<, = {x € R" | f(z) < r} (gdzie r > 0 jest ustalone)
jest niepusty i zawarty w kuli Bg := B(0, R), f ma drugie pochodne kierun-
kowe jednostajnie ograniczone na Br a N jest dostatecznie duze, aby ¢y ¢(z) =
Nb(z—¢&)+ f(x) byla silnie wypukla na By (co gwarantuje uwaga 2.2.3). Wtedy
ma sens odwzorowanie xy(§) = argming, ¢n¢ € Bg.

Rozdziat 5 Tutaj nie zaktadamy zwartosci rozwazanego zbioru X, od b zadamy logaryt-
micznej p-silnej wypuktosci, co przy zatozeniu, ze f ma wzrost wielomianowy
drugiego rzedu (zgodnie z definicjg z 3.2), gwarantuje na podstawie wniosku
3.2.3, ze przy N;(§) zadanej wzorem (3.7) funkcja ¢ (z) = N1 (§)b(x — &) + f(z)
jest p-silnie wypukla na zbiorze X. Pozwala to teraz zdefiniowaé ry(§) =
argminy ¥y € X. Osobno wspomniany na koncu rozdziatu jest przypadek,
gdy f jest wielomianem odseparowanym od zera i z dodatnim minimum formy
wiodacej na sferze, X = R", a uwypuklenie ma posta¢ b(N - (x — &)) f(x).

Rozdzial 6 Z niejasnych przyczyn w tym rozdziale Autor ogranicza sie do funkcyj klasy
€?, cho¢ w istocie calo§é przenosi si¢ na klase €% z k > 2 jak poprzednio (w
szezegdlnosei funkcja ki jest wtedy klasy €71, por. lemat 6.1.2). Przyjmujemy
zalozenia rozdziatlu 4 z dodatkowym wymogiem jednostajnego ograniczenia f
z dotu oraz jednostajnego ograniczenia takze i pierwszych pochodnych kierun-
kowych tej funkcji na Bgr. Wniosek 2.2.2 gwarantuje wowczas, ze dla duzych
wartoéci N > 0, funkcja Ae y(z) = b(x — &)™ f(x) jest silnie wypukta na Bg, ma
przeto sens ki (§) = argming, Ay € Br. Bardzo interesujacy jest podrozdziat
dotyczacy przypadku wielomianu f > 1 i konkretnej funkcji b(z) = expl|z||*.

Jak widaé¢ rozdzialy 4 i 6 sa bardzo podobne, jesli chodzi o punkt wyjscia (a takze
i wyniki) i by¢ moze lepiej byloby ich bylo nie rozdziela¢ rozdziatem dotyczacym
zgota catkiem innego przypadku. Jak wspomnialem wyzej, klasa funkcji ky jest za-
wsze o jeden nizsza. Ciekawym pytaniem wydaje sie by¢ zagadnienie, czy ten spadek
rzeczywiscie zawsze musi mie¢ miejsce. W rozdziatach 4 i 6 Autor pokazuje réwniez,
ze kn(Xyp<r) C Xygr, a punkty state sy|x, . to doktadnie Xy, Ny, gdzie X ozna-
cza punkty krytyczne f. Podobny wynik otrzymany jest tez w rozdziale 5, przy czym
sytuacja jest delikatniejsza ze wzgledu na pewng dowolnos¢ zbioru X. Najwazniejsze
jednak sa rezultaty dotyczace iteracji ky, tj. twierdzenia 4.2.1 (algorytm zblizeniowy



tj. proximity algorithm dla funkcji semi-algebraicznej) i 4.3.1 (o retrakeji) oraz analo-
giczne twierdzenia 6.2.3 1 6.3.10. W rozdziale 5 brak tego typu wynikéw, za to istotne
sg wnioski 5.1.5 oraz 5.2.1.

Dowody spisano momentami zanadto zwiezle; nalezatoby tez uwypukli¢, nomen
omen, pewne subtelnosci (np. krzywa ¢ z twierdzenia 4.2.1 przyjmuje wartosci w X<,
dzieki monotonicznosci f uzyskanej w 4.1.5) czy tez uporzadkowaé oznaczenia — ite-
racje ky generuja bowiem dwa typy zapisu: w twierdzeniu 4.2.1 mamy &, 11 = &% (&)
(odnotujmy przy okazji kolizje oznaczenia v-tej iteracji ky ze stosowanym w innych
miejscach oznaczeniem N-tej potegi bV (z)) a nastepnie w, (&) = k% (&) w twierdze-
niu 4.3.1. Z kolei w lemacie 4.1.3 stosuje sie pewien skrot myslowy (powielony dalej),
gdy mowa o dyfeomorfizmie pomiedzy zbiorami, ktore nie sg otwarte i nie posiadaja
zadnej struktury, aczkolwiek z kontekstu tatwo domysli¢ sie, o co w istocie chodzi.

Sa tez nieco powazniejsze usterki. W twierdzeniu 4.2.1 jeden z kluczowych wyni-
kéw, jakim jest zbieznosé szeregu z podpunktu (a) Autor zbywa prostym odwolaniem
do pracy [9] (,zasada poréwnania” 7.7 pochodzaca w istocie z pracy D. D’Acunto i K.
Kurdyki Bounds for gradient trajectories and geodesic diameter of real algebraic sets,
Bull. London Math. Soc. 38 (2006), no. 6, 951-965 dotyczaca krzywych gradientowych,
i dow6d twierdzenia 7.5 z [9]), gdy tymczasem sprawa jest dosy¢ delikatna (podobnie
rzecz si¢ ma w przypadku analogicznego szeregu z twierdzenia 6.2.3). Nalezato obo-
wiazkowo zawrze¢ dowodd zbieznosci, tym bardziej ze nie jest to jednak standardowe
rozumowanie, a dodatkowo w [9] , gdzie prowadzone byly podobne rozwazania, istotna
role odgrywal wybér funkcji b (co jest zreszta odnotowane w dowodzie twierdzenia
6.2.3, por. [9] Lemma 7.1). W skrécie rozumowanie mogloby wygladaé nastepujaco:
ciag f(&,) maleje i jest ograniczony, ponadto da sie¢ wybraé¢ krzywa (tj. trajektorie)
gradientowa 7, startujaca z punktu &, i przechodzaca przez poziomice f~1(f(&,41)),
a co za tym idzie dist(&,, f71(f(&,41)) < lengthry,, gdzie dtugoéé v, szacujemy z gory
przez dtugos$é wycinka danego talwegu T przez f=1((f(&,41), f(£,))) (por. [9] Compa-
rison principle 7.7). Stad szereg szacuje si¢ po prostu przez dtugos$¢ talwegu pomiedzy
poziomicami granicy ciagu f(§,) a f(&) w Bg.

Omoéwmy od razu analogiczne twierdzenie 6.2.3, gdzie dowod poczatkowo prze-
prowadzony jest dla funkcji b(x) = 1+ ||z||?, czyli takiej jak w [9], wskutek czego za-
chodzi wzor (6.12) znacznie upraszczajacy rozumowanie. Cheac udowodnié podpunkt
(a), Doktorant powotuje sie na zbieznos$¢ szeregu odlegtosci (6.13) stwierdzajac na
str. 85, ze w dowodzie zbieznosci szeregu (6.12) postacé funkcji b nie byla istotna, do-
wod polegal na zastosowaniu zasady porownania, semi-algebraicznosci funkcyi f oraz
monotonicznosci ciggu f(&,), tyle tylko, ze tego dowodu nigdzie nie podano. Oczy-
wiscie, ze zbieznosci szeregu (6.13) w polaczeniu z nieréwnoscia (6.15) otrzymujemy
(a), ale i tu skwitowanie problemu stowami: nieréwnosci (6.15) dowodzimy analo-
gicznie jak nieréwnosci (4.11) w dowodzie twierdzenia 4.2.1 to jednak za mato. Od
rozprawy doktorskiej oczekujemy badz co badz pehiejszych rozumowan. Mamy tu



wiec dwa fakty wymagajace dowodu. Pierwszy z nich mozna wykazaé¢ rzeczywiscie
za pomocy talwegéw tak, jak omowitem to wyzej i co jest rozumowaniem inspiro-
wanym praca [9], drugi natomiast da sie uzyska¢ podobna metoda, jak zastosowana
w dowodzie twierdzenia 4.2.1 i to mozna by stresci¢ w kilku dostownie linijkach.
Wybieramy punkt a,,; € f~'(f(&,41)) realizujacy odleglosé &, od wiokna, wyko-
rzystujac nieréwnosé Ane(§41) < Ang(avsr1) 1 postaé funkeji Ay dochodzimy do
b(0) < b(&y1 — &) < blay41 — &) — b(0) (zbiezno$¢ otrzymujemy ze zbieznosci
szeregu 1 ciggtosci b), skad wobec jedynosci minimum, [|€,11 — &,|| — 0; dalej bez
problemu powtarzamy rozumowanie z 4.2.1 wykorzystujace rozwinigcie Taylora. Na-
wiasem mowiac, na gérze strony 85 blednie przywotano (6.8) zamiast (6.7).
Wracajac ponownie do omawiania rozdzialu czwartego, formalnie rzecz biorac,
we wzorze (4.8) pochodna winna by¢ wzieta w znormalizowanym kierunku z — &.
W dowodzie lematu 4.3.2 warto podkresli¢, ze state C' i ¢ w nieréwnosci (L.1) mozna
dowolnie zwiekszaé, przez co m.in. na str. 73 mozna mie¢ (1—)C' > 1 — bez czego nie
widze uzasadnienia dla ostatniej nieréwnosci w wyréznionym wzorze na gorze strony
— a przy definicji 6 moza wzia¢ te samg statg C' > 0 w oparciu o twierdzenie 4.2.1

(b) (nie (c) jak podano w tekscie). Zamiast (4.17) naturalniej jest rozpatrze¢ uktad
Vo vlg-roni-e

[IVI(f=FO)=e]l]
(4.22) indeks sumowania w pierwszym pojawiajacym sie szeregu to k, czyli powinno
by¢ ||wg+1(§) — wr(§)]], szacowanie zas tej sumy jest z doktadnoscia do statej C, a nie
por. ostatni ciag nieréwnosci na dole strony 73).

x co ma sens w W\ Z. Pod koniec dowodu, we ciagu nieréwnosci

1
oo (

W rozdziale pigtym, na koniec dowodu faktu 5.1.1 nalezy powotac si¢ na to, ze h,
ma absolutne minimum w ¢ = 0, nie jest bowiem prawda, by pochodna funkcji silnie
wypuktej miala byé¢ dodatnia, jak pokazuje najprostszy przyklad silnie wypuktlej t2
(chyba, ze chodzilo o dodatnio$é na prawo od minimum). W zwigzku z wnioskiem
5.1.4 pojawia sie naturalne pytanie, czy f(k%(£)) moze male¢ do —oo (ciag iteracyj nie
musi by¢ zbiezny), nierozstrzygniete w pracy. Dowéd wniosku 5.2.1 mogltby zawieraé
wiecej szczegdtéw, nawet jesli powtarza sie argumentacja z 4.1.3 (warto byloby moze
rozpisa¢ VIn oy ).

PrzejdZzmy teraz do omoéwienia kilku probleméw w tym rozdziale. Zaznaczmy przy
tym, ze mowa tu o jedynej czesci rozprawy juz opublikowanej (w [1]). Pierwsze wat-
pliwosci napotykamy w lemacie 6.1.4, gdzie bezposrednie zastosowanie lematu 6.1.3
jest niemozliwe, skoro b jest tylko silnie wypukta a nie logarytmicznie silnie wypukta,
odwotanie natomiast do lematu 1.4.8 daje zaledwie lokalng injektywno$¢, gdy zapo-
wiadany jest wynik globalny. Krotko moéwiagc, dowdéd wymaga dalszego rozpisania.
W podrozdziale 6.3 zaktada si¢ cichcem, ze X<, jest zwarty, dobrze byloby to jasno
napisa¢. Na dole strony 86 nalezy odwotaé sie nie do faktu 4.1.1, lecz do 6.3.1, ale
to btad zecerski. We wzorze (6.19) w miejsce v powinno sie byto raczej znalezé 2.
Uwaga 6.3.4 jest nadto lakoniczna i wymaga dalszego uzasadnienia — nie jest bo-
wiem jasne, ani co rozumiemy pod pojeciem funkcji analitycznej na zbiorze, ktory



nie posiada struktury analitycznej, ani dlaczego wtasciwie xky jest gradientem takiej
funkcji. Wydaje sie, ze chodzito raczej o funkcje xky rozpatrywana na calej kuli Bp.

Whiosek 6.3.5 jest podobnie tajemniczy, odwotanie do twierdzenia 4.2.1 nie ma
sensu, jako ze dotyczy ono zupekie innej funkcji b i innej techniki uwypuklania niz
aktualnie rozwazana, a i lemat 1.6.4 tez niewiele wnosi; prawdopodobnie nalezato
przytoczy¢ wniosek 5.2.1, cho¢ i on nie jest wystarczajacy. Da si¢ go jednak zasto-
sowaé, funkcja b(x) = exp(]|z||?) ma te wtasnosé, ze b(z)N = b(v/Nz), dzieki czemu
na mocy wniosku 5.2.1 mozna stwierdzi¢, ze dla N > 1, ky okreslona na R" jest
dyfeomorfizmem. Problem jednak w tym, Zze ky rozpatruje si¢ w rozdziale 6 jako mi-
nimum Ay na Bpg i stad potrzeba doprecyzowania, czym jest R. W samej wypowiedzi
wniosku nie jest jasne, czym jest liczba Ky (zapewne K(0) ze strony 37) a i u w roz-
patrywanym przypadku wynosi 2. W pracy [1] argumentacja wykorzystuje posrednio
wyniki przedstawione w twierdzeniu 6.2.3.

W fakcie 6.3.6 pojawia si¢ oznaczenie w,, ktérego znaczenia musimy sie domyslac
(na podstawie analogii do twierdzenie 4.2.1 (¢)). Dalej, w twierdzeniu 6.3.10 zapewne
zaklada sie nadal zwartos¢ X, cho¢ nie jest to napisane (ale wspomniana jest analo-
gia do twierdzenia 4.3.1). W rozprawie doktorskiej spodziewaé by sie mozna w miejsce
uwagi 6.3.11 o mozliwosci podania kontrprzyktadu raczej jego samego, tym bardziej,
gdy jest okredlony jako tatwy do otrzymania.

Podrozdziat 6.3.3, na szczescie zaniedbywalny z punktu widzenia calej rozprawy,
niesie nowe watpliwosci, od mato istotnych (zapewne stopien f winien wynosi¢ co naj-
mniej 2 a zalozenie zwartosci Xy, jest niewatpliwie konieczne, ale — jak rozumiem
— obowigzuje w calym rozdziale 6), przez drobne usterki rachunkowe (zastosowanie
uwagi 6.2.4 do oszacowania wielkosci skoku v-tej iteracji prowadzi do nieréwnosci z
dodatkowym czynnikiem r w mianowniku: |[£, 11 —&,|| > W), po bardziej sub-
telne, dotyczace zastosowania efektywnej nieréwnosci Lojasiewicza z [10] Remark 4.
Cytowana uwaga orzeka (i jest to wspomniane ezpressis verbis na stronie 93), ze wy-
ktadnik Fojasiewicza gradientu wielomianu f stopnia d > 2 w otoczeniu zera tego
ostatniego nie przekracza (d — 1)(6d — 9)"!, co oznacza, ze w otoczeniu &, € X
spetniona jest nieréwnos¢

IV f ()| > const.dist(z, V f~1(0)) @D E=9"""

a wiec inna niz podano na stronie 90 rozprawy. Chcac, azeby pojawita sie w niej
odlegtodé od widkna f~1(f(&,.)), musimy przejs¢ przez klasyczng nieréwno$é gradien-
towa ||V f(z)|| > c(2)|f(z) — f(&)]% rozwazana w otoczeniu punktu z € f~1(f(&,))
(gradient znika wzdluz tego wlékna). Szczesliwie wiékno to, na mocy zatozen, jest
zwarte, a wykladniki 6, € [0, 1] w matym otoczeniu mozemy zwiekszy¢ bezkarnie do 1,
co oznacza, ze wykorzystujac efektywna nieréwnos¢ Lojasiewicza [10] Corollary 5 dla
f, otrzymamy wsp6lng stata C' > 0, przy ktérej w otoczeniu f~1(f(£,)) dostaniemy

HVf(I)H > Const.dist(x, Vf—l(f(g*»)d(:%d—?,)nfl.
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Wyktadnik wychodzi zatem inny niz podaje Autor rozprawy, co ma wpltyw na osta-
teczne oszacowanie ze strony 91, chociaz nie na jego istote. Skadinad koncowka rozu-
mowania na tej stronie (btednie okreslona w tekscie (4.22), gdy chodzi o oszacowanie
z gory strony 90 nie posiadajace numeru) tez nie jest poprawna, skoro Autor powo-
tuje sie na [10] Corollary 7, ktéry to wynik dotyczy przypadku zespolonego i nie
ma tu zastosowania. Podejrzewam, ze nalezalo przywotaé¢ oszacowanie D’Acunto-
Kurdyki oznaczone (D-K) w [10]. Skadinad, skoro nadal omawiany jest przypadek
funkcji exp(||x|[?), to u = 2.

W przypadku podrozdziatu 6.3.4 na dole strony 91 nalezy powotac si¢ nie tyle na
dowdd lematu 6.1.3, co raczej 6.3.2, ewentualnie 6.3.7 (iii). W uwadze 6.3.14 warto
raz jeszcze podkresli¢, ze mamy do czynienia z wiéknem zwartym (Autor robi to
faktycznie w kilku innych newralgicznych miejscach, a to jedno z nich). Czytelnikowi
moga si¢ nieco ,rozmywacé” aktualne w danym podrozdziale zatozenia (przyktadowo
w uwadze 6.3.16 warto pamietac, ze f ma minimum w $rodku uktadu wspotrzednych,
cho¢ niekoniecznie tylko w tym jednym punkcie).

Jedyna istotna i by¢ moze nie taka tatwa do usuniecia luka w rozdziale 6, znaj-
duje sie w rozwazaniach nt. zbieznosci czesci sferycznych ciagu k% (§), czyli w pod-
rozdziale 6.3.5. Problem dotyczy krzywej 7 ze strony 94, okreslonej wzorem (6.21).
Po zapisaniu jej we wspohrzednych biegunowych (t) = r,(t)6,(t), mamy naturalnie
v (t) = 7l (£)0,(t)+r, ()0 (t). Z definicji v wiemy, ze ' (t) = &,11—E,, gdlyt € (v,v+1).

7 drugiej strony, tak jak jest napisane w pracy, mamy &, —§, = —me(SVH),

oraz, wykorzystujac wspotrzedne biegunowe, V f(§,,1) = V’f(fy+1)+&«f(§y+1)‘ézﬁ.
Mamy tedy do czynienia z zapisem +/(t) (o statej wartosci §,,1 — &, dlat € (v+1,v))
w dwu uktadach ortogonalnych: jednym, danym przez pare wektoréw (€,41, V' f(£,41))
niezaleznych od t € (v,v + 1), oraz drugim, wyznaczonym przez pare (6,(t), 0. (t)),
zalezna od t (wektor 7(t) sunie bowiem po odcinku [£,,&,41]). W zwiazku z tym po-
dane na stronie 95 zaleznodci na 7/ (t) i ()0, (t) (wyrazone za pomoca sktadowych
radialnej i sferycznej gradientu w £,,1) maja sens wytacznie w punkcie ¢t = v + 1
(z pochodnymi jednostronnymi oczywiscie, dzieki ciagtosci), bynajmniej nie dla do-
wolnego ¢t € (v,v + 1). Istotnie, nietrudno zauwazy¢, ze 1/ (t) i r,(t)0,(t) moga by¢
stale réwne, dla t € (v,v+1), podanym w pracy dwu wyrazenionom tylko wtedy, gdy
wektory 0. (t) 1 {11 — &, sa wspotliniowe (zauwazmy, ze 17 (t) = (0,(t), &1 — &),
co poza skrajnym i catkiem trywialnym przypadkiem nie bedzie zachodzi¢. Ten sam
btad znajduje sie w [1], skad zaczerpnigeto rozumowanie. Co ciekawe, pozadane za-
leznosci uzyskane wytacznie w punktach ¢ = v + 1 wystarczaja mimo wszystko do
pokazania Scistej monotonicznosci ciagu ||€, || (w punktach &, znajduja sie bowiem we-
zty tamanej 7). Teraz jednak nie mamy oszacowania na ||0/ (¢)|[, a jedyne, co mozemy
wywiesé, to tyle, ze dla pochodnych jednostronnych [|6) (v+1)|] < Csl|r!, _(v+1)[| <
Csl|&s1 — &]] = Cs||7/(t)]], co nie wystarcza do stwierdzenia, ze 6, ma skoiiczong
dtugosé.



Lamana © ze strony 95, wpisana w ¢, powinna by¢ zadana wzorem
ot)=0,v)+(t—v)d,(v+1)-0,(v)], teyvv+1)

(w rozprawie powielony jest omytkowy zapis z [1]). Dla dokonczenia dowodu wystar-
czytoby wiedzie¢, ze © ma skonczong dlugosé, nie wynika to jednak natychmiastowo z
poprawionej wersji rozumowania. Ostatecznie trzeba by mie¢ oszacowanie na |[6”(¢)||
przez norme pochodnej |7/ (¢)|| = ||&,+1—E&,||, by skorzystaé z tego, ze v ma skonczona
dhugosé, lecz przeliczajac wprost

)\ '(t 1), (t
0 (1) — ( () ) _ M 0 7(3))7@):
Iy (@®)]] IOl @l
_ él/—‘rl - 51/ . <8'Y(t)7 §y+1 - §I/> 67(t>,
r5(t) 75(t)
widzimy, jak bardzo bruzdzi czynnik Hl( 5= ||’Y(1t)|| rosnacy do nieskonczonosci. Wydaje

sie, ze usuniecie luki w dowodzie wymaga jeszcze pewnego naktadu pracy.

Przechodzgc nareszcie do podsumowania nalezy raz jeszcze podkresli¢, ze tema-
tyka rozprawy doktorskiej pana mgra Abdullaha doskonale wpisuje sie w aktualnie
prowadzone badania na pograniczu matematyki stosowanej, a konkretnie zagadnien
optymalizacyjnych, oraz geometrii semi-algebraicznej. Autor rozprawy dobrze orien-
tuje sie w omawianej problematyce i wykazuje spora bieglo$¢ rachunkows i wcale
szerokg wiedze, tak z teorii funkcyj wypuktych, jak i z geometrii semi-algebraicznej
potrzebng do dowoddéw przedstawianych twierdzen. Wyniki zawarte w rozprawie sa
wazne i ciekawie poszerzajg stan obecnej wiedzy w zakresie uwypuklania funkcyj
i algorytmow szukania punktéw krytycznych. Ich dowody wymagaty od Autora ory-
ginalnego podejscia i umiejetnosci adaptacji istniejacych technik. Wymienione przeze
mnie wyzej usterki nie umniejszaja istotnie znaczenia catej rozprawy, ktora oceniam
jako oryginalny i wartosciowy wktad w wazng dziedzine matematyki.

Stwierdzam tym samym, ze recenzowana przez mnie praca pana mgra
Abdulljabara Naji Ahmeda Abdullaha spelnia ustawowe wymogi stawiane
rozprawom doktorskim i wnosze o jej przyjecie oraz o dopuszczenie pana
mgra Adbullaha do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.

ol el

dr hab. Maciej Denkowski, prof. UJ
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