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Recenzja rozprawy doktorskiej
Calabi- Yau threefolds with triple points and type III contractions

mgra Kacpra Grzelakowskiego

Przedstawiona rozprawa dotyczy konkretnej metody konstrukeji rozmaitosci Calabi-Yau
wymiaru trzy. Umiejscowiona jest w geometrii algebraicznej, wykorzystuje metody geo-

metrii biwymiernej.

Rozprawa sktada sie z dwbch czedci o charakterze wstepnym (Introduction oraz Preli-
minary notions), czterech zasadniczych rozdzialéw z numerami 3-6, trzech zatacznikow
(czesci 7-9) oraz spisu literatury zawierajacego 44 pozycje, w tym program do obliczen

symbolicznych oraz katalogi online rozmaitosci Calabi-Yau.

Literatura dobrana jest odpowiednio do przedmiotu badan. Zawiera zar6wno prace z ostat-
nich lat, jak tez fundamentalne prace dotyczace wyzej wymiarowej geometrii biwymiernej
z konica lat 80-tych i poczatku lat 90-tych XX wieku. Pewne watpliwosci merytoryczne
moze budzi¢ odwolywanie sie do preprintu z 2003 roku (pozycja [40]). Literatura opraco-
wana jest solidnie, cho¢ nie wiadomo czemu Rams cytowany jest po Reid, Kloosterman

po Kollar a pozycja [27] nie ma roku wydania.

Czes¢ wstepna potraktowana jest do$¢ skrotowo. Zarysowane sa w niej gtowne wyni-

ki, aspekt motywacji mogtby by¢ bardziej rozbudowany. Zasygnalizowany jest tez fakt,
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ze czes¢ wynikow zostala osiggnieta w oparciu o obliczenia komputerowe. Zastosowane
konkretne metody obliczeniowe sg przedstawione w Appendix C, co w zasadzie pozwala
na ich weryfikacje. Wprowadzenie na szeroka skale specjalistycznego oprogramowania do
warsztatu badawczego matematyki jest procesem obserwowanym od wielu lat, w pekni
uzasadnionym zmieniajaca sie rzeczywistoscia, w ktoérej prowadzone sa badania. Nawet
jesli tradycyjnie badania matematyczne postrzegane sg jako czysto teoretyczne, to zmie-
niajacy sie paradygmat metodologii badan i ich uzupetnienie o aspekt eksperymentalny

nie sa obecnie kwestionowane.

Czesci wstepne rozprawy zawieraja pewne niedcistosci. Na przyktad w pierwszym zda-
niu rozdziatu 1 w defenicji rozmaitosci Calabi-Yau pojawia si¢ warunek h%*(Ox) = 0.
Natomiast w formalnej definicji 2.1 tego warunku nie ma. Zostal zapomniany, jest nie-
potrzebny? Po drodze jest jeszcze mowa o "non-algebraic Calabi-Yau threefolds”, ktore
w ogole nie sg zdefiniowane. Mimo, ze cata praca dotyczy rozmaitosci zespolonych, w de-
finicji 2.5 pojawia sie cialo K wymiaru d. Co to wlasciwie znaczy, jaki wymiar ciata autor
ma na mysli i dlaczego w ogdle odchodzi od liczb zespolonych? A moze wymiar d odnosi
sie do rozmaitos$ci X7 Jedli tak, to jest to zle napisane. W czesci 2.1 rozprawy stowo ” cone”
uzywane jest nieco beztrosko. Na przyklad NE(X) jest stozkiem domknietym, zawiera-
jacym 0 i zawierajacym nieujemne kombinacje liniowe generatoréow. Stozek Amp(X) jest
z kolei otwarty i nie zawiera wierzchotka. Natomiast stozek W jest réwniez domkniety
ale zawiera zaro6wno dodatnie jak i ujemne krotnosci swoich generatoréw. W definicji 2.11
powinno by¢ doktadnie okreslone co oznacza H'!(X), w szczegdlnosci jakie wspotezynniki
sg wykorzystywane do zdefiniowania tej grupy kohomologii. W czesci 2.1 definiowane sg
do$¢ elementarne pojecia takie jak "ample” lub "nef” wigzki liniowe. Tymczasem w czesci
2.2 pojawia sie znienacka i bez definicji przestrzen deformacji Def(Y'), w Propozycji 2.15
"crepant resolution” i osobliwo$¢ Gorensteina. Dyskusja po Twierdzeniu 2.2 jest jeszcze
bardziej kryptyczna.

Problemy z notacja i Scistoscig nasilaja sie w zasadniczych czesciach pracy. Na przy-
ktad, na samej gorze strony 24 autor pisze ”We do not claim this list is complete”. O jaka
liste chodzi: o te Grusona i Peskina, czy liste krzywych rozwazanych w tej rozprawie przez
autora? Na srodku strony 14 czytamy, ze E jest stozkiem nad krzywa C' o wierzchotku
w punkcie [0 : 0 :0:0:0: 1. W Twierdzeniu 3.1 to samo F oznacza stozek w P*
a w pierwszej linijce dowodu tego twierdzenia E okazuje sie by¢ dywizorem wyrdznionym!
Fact 3.2 jest nieprecyzyjny, co oznacza "nearly all quintic threefolds”? Wszystkie poza

skonczong liczba, wszystkie ze zbioru otwartego w topologii Zariskiego, a moze bardzo



0gblng rozmaitosé¢ stopnia 5 w P4? W Fakcie 3.4 "we see that X3 has a triple point at
O=1[0:0:0:0:0:1]". Nie mozemy tego widzie¢, bo w tej samej linijce X3 jest
zdefiniowane jako podrozmaito$¢é w P*. Mozna by te liste ciggnaé¢ przez kolejne paragra-
fy. Nie bede tego robi¢ zadawalajac sie stwierdzeniem, ze prawdopodobnie przedstawione
w pracy wyniki sa poprawne, po uporzadkowaniu oznaczen i dopasowaniu argumentow.
Krytyke zakoncze retorycznym pytaniem o pusta przestrzen na stronie 21 po Fakcie 3.6
(podrozdzial 3.2 nie zaczynat sie od nowej strony) oraz o dokoriczenie zdania w pierwszym
paragrafie na stronie 22: ”We use as a main reference regarding the weighted projective
spaces.” .

Przed pozytywng konkluzja recenzji, do ktoérej zmierzam, skupie sie na rezultatach osia-
gnietych przez p. Grzelakowskiego. Postawiony przed nim cel dotyczyt identyfikacji rozma-
itoéci Calabi-Yau z pewnymi szczegdlnymi cechami, a mianowicie pojawiajacymi sie jako
wygladzenie rozmaitosci powstajacych przez Sciagniecia pewnych dywizoréw do krzywych
na rozmaitosciach powstajacych z desyngularyzacji osobliwych rozmaitosci Calabi-Yau
trzech typéw: hiperpowierzchni stopnia 5 w P4, zupelnych przecie¢ lub podrozmaitosci
w przestrzeni rzutowej z wagami. Naczelne zatozenie dotyczace geometrii wyjsciowych,
osobliwych, modeli jest takie, ze zawieraja one dwuwymiarowy stozek nad gtadka krzy-
wa, w wierzchotku tego stozka znajduje sie punkt potréjny rozmaitosci Calabi-Yau, a na
powierzchni stozka dopuszczalne sa proste punkty podwdjne. Jak wynika chociazby z te-
go opisu postawiony problem jest bardzo specjalny i bardzo techniczny. Wydaje sie, ze
p. Grzelakowski przyswoil sobie wymagane do jego rozwiazania zaawansowane narze-
dzia biwymiernej geometrii algebraicznej i postuguje sie nimi, z doktadnoscia do niezbyt
starannego zapisu, w sposéb sprawny i umiejetny. W ramach opisanej procedury zosta-
ly zidentyfikowane istotnie nowe modele rozmaitosci Calabi-Yau (z nowymi, nieznanymi
wezesniej, liczbami Hodge’a), co jest niebagatelnym osiagnieciem zwazywszy, ze ”polowa-
nie” na rozmaitosci Calabi-Yau trwa ponad 30 lat, od ukazania sie niezwykle wptywowej
pracy Milesa Reida, cytowanej jako pozycja [33] w literaturze.

Podsumowujac: Stwierdzam, ze przedtozona rozprawa spetnia formalne i zwyczajowe wy-
magania stawiane pracom doktorskim z matematyki i rekomenduje dopuszczenie mgr

Grzelakowskiego do dalszych etapow przewodu doktorskiego.
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