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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr. Abdulljabara Naji Ahmeda Abdullaha

Promotorem  dysertacji  zatytulowanej « Logarytmiczne uwypuklanie
wielomianéw » jest Profesor Stanislaw Spodzieja. Praca zostata przygotowana w
Uniwersytecie Lodzkim na Wydziale Matematyki i Informatyki.

Tematyka tej rozprawy jest badanie wtasnosci funkgji wielomianowych z punktu
widzenia zastosowan w teoria optymalizacji.

Wyznaczanie miniméw i punktéw krytycznych funkcji wielu zmiennych, w
szczegblnosci funkeji wielomianowych, jest centralnym problemem optymalizacji,
ktéry pojawia si¢ w rozwiazywaniu zagadnien w Swiecie rzeczywistym. W
przypadku funkgji wypuktej, w szczegdlnosci funkcji silnie wypuklej, problem ten
jest teoretycznie latwiejszy do rozwiazania. |

Stad pochodzi idea « uwypuklenie » funkcji, takiej modyfikacji by stala si¢
wypukta. Sa znane dwie naturalne metody realizacji tej idei : addytywna (przez
dodanie pewnej funkcji wypuktej a(x)) i w przypadku gdy funkcja jest nieujemna,
metoda multyplikatywna (mnozenie przez pewna funkcje wypukta b(x)).

Metoda addytywna znana jest co najmniej od lat 60-tych, pojawia si¢ w pracach J-J.
Moreau. Metoda multyplikatywna byta przedstawiona i rozwinieta we wspdélnej
mojej pracy z promotorem ([KS] SIAM J. Opt. 2015), gdzie funkcja b(x) byta postaci

(1+ Ix—=&1%)N | W dysertacji autor uogélnia i rozwija wyniki z pracy [KS].



W pierwszym rozdziale przedstawia podstawowe wiasnosci funkcji wypuktych i
logarytmicznie wypuktych (tzn. takich, ktérych logarytm jest funkcja wypukta). W
szczegOlnosci dowodzi, ze odwzorowanie (1/f )Vf jest injektywne dla funkdji f
logarytmicznie wypuklej. Ta obserwacja jest kluczowa dla rezultatbw w dalsze]
rozdziatach.

W rozdziale drugim autor przeprowadza szczegétowa iloéciowa analize problemu
addytywnego i multyplikatywnego uwypuklania wielomianéw. Problem ten jest
bardzo subtelny w przypadku gdy dziedzina funkcji jest nieograniczona, bo
wymaga delikatnych oszacowari dla logarytmicznie wypuktej funkcji a(x) i
odpowiednio b(x). Ten przypadek jest badany w rozdziale trzecim.

W rozdziale czwartym, przy ustalonym skladniku uwypuklajacym a(x) i
dostatecznie duzym N>0, dla wielomianu f zacieSnionego do zbioru wypuktego X,
autor rozwaza funkcje wypukte oN y(y) = Na(x - y) + f(x), zatem odwzorowanie

kn (y) = argmingeyx ¢Ny (x), jest dobrze okreélone. Autor dowodzi bardzo

interesujace wlasnosci tego odwzorowania: jest ono dyfeomorfizmem, jego punkty
state sa punktami krytycznymi funkgji f. Iteracja odwzorowania kn (y) jest zbiezna
do (lokalnej) retrakcji na zbiér punktéw krytycznych funkgcji f. Dowdéd jest wysoce
nietrywialny. Najpierw dowodzi, za pomoca zasady poréwnywania, ze przy
ustalonym y ciag iteracji kn (y) jest zbiezny. Nastepnie dzigki subtelnym
oszacowaniom tempa zbieznoéci otrzymuje fakt, ze granica ciagu iteracji kn (y) jest
funkcja ciagta. Wyniki tego rozdzialu sa prawdziwe przy zalozeniu, ze X jest
zbiorem ograniczonym.

W rozdziale piatym autor otrzymuje analogiczne wyniki w przypadku gdy X jest
zbiorem nieograniczonym. Wymaga to uzycia sktadnika uwypuklajacego a(x), ktéry
jest logarytmicznie wypukly. Na przyklad a(x)= exp(Ix/?) . Przypadek ten jest
technicznie jeszcze bardziej zaawansowany.

W ostatnim rozdziale autor bada uwypuklenie multyplikatywne wielomianu f
dodatniego na zbiorze X wypuklym i ograniczonym, z czynnikiem uwypuklajacym
b(x)= exp(lxlz) . Dowodzi, ze wéwczas odwzorowanie kN (y) (dokiadniej jego
odpowiedni analog) jest dyfeomorfizmem analitycznym i semialgebraicznym. Przy
ustalonym y ciag iteracji kN (y) zbiega do punktu krytycznego wielomianu f. Autor
podejmuje si¢ bardzo ambitnego zadania udowodnienia, ze odpowiedni ciag
siecznych ma granice. Jest to dyskretna wersja hipotezy René Thoma (udowodnionej
w roku 2000). Udaje mu si¢ ja udowodni¢ przy dodatkowym zatozeniu, ze w
punkcie granicznym forma jednorodna najwyzszego stopnia jest dodatnia. Jest to
wysoce nietrywialny wynik.



Podsumowanie recenzji

Wyniki uzyskane przei autora stanowia znaczacy wktad w dziedzine. Praca jest
dobrze zredagowana, czeéci techniczne udato sie autorowi przedstawi¢ w klarowny i
przystepny sposoéb. Autor wykazat si¢ wszechstronna znajomoscia stanu wiedzy w
dziedzinie rozprawy.

Stwierdzam, ze przedstawiona przez Abdulljabara Naji Ahmeda Abdullaha
rozprawa spelnia wymagania stawiane pracom doktorskim i wnosze o dopuszczenie
autora do dalszych etap6w przewodu doktorskiego.
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