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Summary of the doctoral

dissertation

One of the fundamental problems of analysis, technology, economics and other
branches of science is the search for minima and critical points of functions. One
of the methods leading to this goal is the deformation of a given function to a
convex function, searching for critical points of this deformation and iterating
this process. Reducing a function to a convex or strongly convex function
leads to easy determination of critical points and minima of this deformation.
These are the exact points where the gradient is zero.The classic approach to
convexifying of a function f : R™ — R on bounded and convex sets is to add
a strongly convex function b : R — R such that f + b is a strongly convex
function on this set (see for instance [19], [11] and [20] for quadratic function

b(z) = v|z|*, ¥ > 0). We describe this more precisely.

Recall that a function g : X — R is strongly convex or u-strongly convex if

X C R" is a convex set, g is of class €' and
1
9(y) = g(x) + (y =2, V(@) + Sy —a|* for z,y € X,

where 1 > 0, (-, ) is the standard scalar product in R” and Vg is the gradient
of g.
Let b: R®” — R be a €* class p-strongly convex function, k > 2, u > 0.

Let X C R™ be a compact and convex set, let f : R"™ — R be a function of
class €% and let D € R be a positive number such that

’aéf@ﬂ <D for v € X and B e 8",
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where S"~! the unit sphere in R”, i.e., "' = {z € R" : [z = 1}, and 03 f ()
is the second order derivative of f in the direction § at x. One can directly
check that

Lemma 1 (see. uwaga 2.2.3 i fakt 3.1.1). For any £ € R" and
N> D/,
the function ¢n¢ : R" — R defined by
¢ne(r) = Nb(z — &) + f(z), z€R,
is strongly convex on X (more precisely Ny — D-strongly conver).

In this paper, we will compare the above approach to convexifying of a
function that takes only positive values with another approach of multiplying
it by a power of a strongly convex function (see chapter 2 and chapter 3).
The latter approach was proposed in [9] and continued in [8]. More precisely,
in [9] a positive function f of class € is convex on a compact and convex
set X C R™ by multiplying the function f by (1 + |z|*)" for some N, and in
[8] — by multiplying the function f by exp(N|z|?). In the second chapter, we

generalize these results and show that

Corollary 2 (see wniosek 2.2.2). If X C R™ is a compact and convex set and
f: X — R is a function of the class €* that takes only positive values, then
for any strongly convex function b: R™ — R there is Ny > 0 such that for each
N > Ny and £ € X, the function

(1) pne(r) = (z =& f(z), =eR"
1s strongly convex on the set X.

In the case where the function f is a polynomial, the exponent N can be
estimated efficiently in terms of the radius of the set X (i.e., sup{|z|: z € X})
of the modules of the polynomial coefficients and m = inf{f(z) : x € X}
(see wniosek 2.2.7). Therefore, in the case of positive functions on compact
and convex sets, both adding a multiple of a strongly convex function to the

function and multiplying it by the power of such a function have a similar effect,
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but the first method uses a smaller coefficient . If we additionally assume that
b is a logarithmically strongly convex function (i,e., Inb is a strongly convex
function), then ¢y is also a logarithmically strongly convex function (see
wniosek 2.2.9). In the case when X is a semialgebraic, compact and convex
set, the coefficients of the polynomials describing X and the coefficients of
the polynomial f are integers (or rational numbers), the exponent N can be
determined fully efficiently (see Twierdzenia 2.2.10 and 2.2.12). These theorems
are obtained using the result of G. Jeronimo, D. Perrucci, E. Tsigaridas from
[6].

In the third chapter, we will compare the classical approach to problem
convexifying of a function with the above for any strongly convex function
b:R" — R and a positive function on a closed and convex (not necessarily
bounded) set. In this chapter, we convexiying of a function f by multiplying it
by b(N(x—&)) instead of bY (x —&). This approach simplifies some calculations.

Lemma 1 is difficult to apply to unbounded sets. Namely, we have
Fact 3 (see fakt 3.1.2). Let b : R" — (0,+00) be a convez function of class
€2, let X C R"™ be a convex and closed set, let f : R®™ — R be a function of
class €% and let N > 0. If for any & € X, the function ¢ng¢ defined by (1) is

convexr on X, then
Gone(€) = NOZb(0) + 95f(€) >0 for any p € S™1.
In particular, 95 f, € S"~', are bounded together from below on X.

Therefore, Lemma 1 can be extended to the case of unbounded sets only if
the second-order directional derivatives aé f, B € S™ !, together are bounded
from below on X. In the general case, instead of the constant N, we need to
choose a function that depends on [£|. Namely, assuming that f has a second-

order increase of a polynomial , i.e.,
2 f(x)] < DA+ |z))* for € Xipfe ST,

for some D > 0, and o € N and b : R — R is a function of class €%, k > 2,
and logarithmically p-strongly convex, p > 0, such that

0 = argming. b i b(0) =1,



where argminy b is a point in X where b takes the smallest value in X, we
have

Lemma 4 (seec Lemma 3.2.1). Let

N(eh = 2 (|5|+1+\/;) 1

Then, for any £ € R a function ¢¢ : R" — R defined by
¢e(x) = N(|g)b(z — &) + f(x), = eR",

is strongly convex on X (more precisely p-strongly convez).

In particular, the assertion of the above lemma can be obtained for the
function ¢ (z) = Nb(§)b(x — &) + f(x), for a sufficiently large constant N (see
lemat 3.2.5).

In the case when we obtain the convexifying of a function by multiplying it
by x — b(N(xz — &)), where b is a strongly convex function or logarithmically
strongly convex, we must of course assume that the function only takes positive

values on X. Then we have

Fact 5 (see Fact 3.1.5). Let b : R" — (0,400) be a p-strongly convex function
of class €* such that 0 = argming. b, let X C R™ be a convexr and closed set
and let f : R™ — (0,+00) be a function of class €>. Let

pne(z) =b(N(z = &) f(z),
where N > 0.

(i) If for any € € X, one is a strictly conver function on X, then
CO3f(x) > —f(z) for any x € X and f € S"~' and some constant C' > 0.
)

(ii) If b is the logarithmically p-strongly convex function and C’agf( x) >
—f(x) and Cf(x) > |0sf(x)| for any x € X, B € S"' and some constant
C >0, then for N > \/% + CLM, the function oy is strictly convex on X.

The main difficulty in applying the above fact is the estimation of the
constant C'. This difficulty can be overcome when we convexifying of the po-
lynomial. More specifically, let f € R[z], where = = (z1,...,2,) is a system

of a variable, be a polynomial of degree d, and let

f=fo+-+fa



where f; is a homogeneous polynomial of degree j or zero. Let

fa. = min fy(z).

|z|=1

Obviously, f4 > 0 if and only if the leading form f; of the polynomial f takes
only positive values R" \ {0}.

Let b : R" — R be a logarithmically p-strongly convex function of a class
€*, k > 2. We assume that
0 = argming. b 1 0(0) =1.

Then we can get a convexifying of polynomial f by multiplying it by the
function b(N(z — €)), € € R". Namely, we have

Theorem 6 (see Theorem 3.3.1). Assume that fq. > 0 and there exists m > 0
such that

f(z) >m forx € R™.
Then there is an effectively compatible Ny such that for any N > Ny and for
any & € R" the function py¢ : R" — R defined by

pre(r) = b(N(z —&))f(x)

15 p-strongly convex in R™.

Theorem 3.3.3 is a similar type. It can be shown that theories similar of
theorems 6 and 3.3.3 hold for R" > z + bY (z — ) f(z) € R, but the proofs of

these versions are much more complicated in terms of computation.

Chapters 4, 5 and 6 we deal with iterations of a mapping that assigns to

each point the only critical point of the convexifying of function f.

In Chapter 4, we assume that X C R" is a convex and compact set, and
that the function b : R® — R is strongly convex of class €%, k > 2 such that
0 = argming. . Let f : R® — R be a function of the class €*. Then there is a
number N > 1 such that for any & € R", the function

Ong(x) = Nbo(z — &) + f(z)
is strongly convex on X. We define a mapping

Kyt X D& — argminy ¢oye € R".
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If
Xiop ={z eR": f(z) <r} CX,

we show that
Lemma 7 (see Lemma 4.1.314.1.4). The following properties hold:

(i) The mapping Ky is a diffeomorphism of class €' from X;<, to Y =
kN (Xp<r) C Xipsr.

(i4) The set of fized points of ky|x,_, is equal to ¥y N X<, where Xy is the
set of critical points of f.

In theorem 4.2.1 (¢) we show that

Theorem 8. If f : R® — R is a semialgebraic function of class €* then for
any & € Xy<,, the limit point lim,_, k% (§) exists and belongs to ¥y.

The proof of this theorem, is based on showing the monotonicity of the
sequence f(&,) (see wniosek 4.1.5) and applying the comparison principle (see
[9, Lemma 7.7]) to show that the series >_°7  dist(k%(€), f~H(f (k5 (£)))) is
convergent. The idea of this proof is based on the proof of |9, Theorem 7.5]).
The proof of this theorem is not a direct transfer of |9, Theorem 7.5]), because
in [9] considered convexification of f by multiplying it by (1 + |z|?)", and we
consider convexification this function by adding Nb to it.

Assuming that the function f is semialgebraic, the above theorem allows

us to define the mapping
KN : ngr — Zf N Xf§r>

given by k(&) = lim, o K5 ().
Assuming that the function f has only one critical value on X;<,, we will

show that the mapping xn . is continuous. Namely, we have

Theorem 9 (see Theorem 4.3.1). Let 0 € Int X;<, and let f(0) be the minimal
value of f. Then there exists f(0) < 0 < r such that the sequence kX, uniformly

convergents to Ky in the set U = Xy<s5. In particular the mapping
KJN,*|U U — Uﬂzf

is continuous and ky(§) =& for £ € UNX;. Consequently kn . |u is a defor-

mation retraction and the set U N Xy is a retract of U.
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In Chapter 5, we transfer some properties of the mapping xy to the case
of unbounded sets. Among other things, in the case where the convexification

of the function f is of the form
ve(x) = N(E)b(x — &) + f(z),  (§2) eR" xR"
and for a convex and closed set X,
K(§) = argminy ¢ € X,
we show

Fact 10 (see Fact 5.1.1). For any £ € X, the point k(&) is the anique lower
critical point of e on X.

A similar fact holds for the function
Ky X 3 & argminy b(N(z —§)) f(x).

In Chapter 6, we trasver the results from chapter four for the mapping
Xf<r 3 & > argming, .z bV (z — §) f(z) € X, assuming that the set X<, is
compact and convex. In this case, all of the above properties of xx are true.
If we additionally assume that b(z) = exp(|z|*) and f is a polynomial, then
the mapping xy has some additional properties, among others it is an analytic

and semialgebraic mapping, i.e. it is a Nash maping. Namely, we have

Fact 11 (see Fact 6.3.2). The mapping kn : Xy, — £n(Xy,) is the inverse of
1
X )3z o+ —— X;,,
kn(Xypr) 2 x+2Nf($)Vf(x)€ f,

so it is an analytic and semialgebraic mapping, i.e., it is a Nash mapping.

At the end of chapter six, we deal with the convergence problem of the

é_ZP where &, = k% (§), v € N, and £ € R", i.e. the problem of

convergence of a sequence of spherical parts of the sequence &,. This is a

sequence

transfer of Rene Thom’s problem for the gradient field trajectory (solved in
[7]) to the discrete case. We consider this problem assuming that £, — 0, when

v — oo, and some additional assumptions. Namely, we show that the following
fact holds.
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Fact 12 (see Fact 6.3.19). Let f € R[z|, x = (z1,...,x,), be a polynomial of
the form

f:fk—i_'..—i_fd?

where f; is a homogeneous polynomial of degree j or zero. Suppose fi,(6) > 0
for @ € S"1. Then there is the following limit

1
lim —&,.
V—00 |§V|

Moreover, the sequence |&,| is strictly decreasing from a certain point.

13



Wstep

Jednym z podstawowych probleméw analizy, techniki, ekonomii i innych ga-
tezi nauki jest poszukiwanie miniméw i punktéow krytycznych funkcji. Jedna
z metod prowadzacych do tego celu jest deformacja danej funkcji do funkcji
wypuktej, poszukiwanie punktow krytycznych tej deformacji i iterowanie tego
procesu. Sprowadzanie danej funkcji do funkcji wypuklej, czy silnie wypuklej
prowadzi do tatwego wyznaczania punktow krytycznych i miniméw tej defor-
macji. Sa to doktadnie te punkty, w ktorych gradient sie zeruje. Klasycznym
podejsciem do uwypuklania funkcji f : R® — R na zbiorach ograniczonych i
wypuktych jest dodanie do tej funkcji takiej funkcji silnie wypuktej b : R* — R,
ze [+ b jest funkcja silnie wypukla na tym zbiorze (patrz. np. [19], [11] i [20]
dla funkcji kwadratowej b(z) = y|x|?, v > 0). Oméwimy to dokladniej.

Niech X C R" bedzie zbiorem wypuklym. Funkcje g : X — R nazywamy
silnie wypuktq, gdy istnieje p > 0 takie, ze

g(tz+(1—-t)y) < tg(x)+(1—t)g(y)—t(l—t)%|m—y|2 dlaz,ye Xi0<t<l.

Wtedy mowimy, ze funkcja g jest u-silnie wypukta. Jesdli dodatkowo funkcja g

jest klasy €, to powyzszy warunek jest réwnowazny
i
9(y) 2 9(x) + {y =2, Vg(@)) + Tly — 2" dlaz,yeX,

gdzie (-, ) jest standardowym iloczynem skalarnym w R"™, a Vg jest gradien-
tem funkcji g (patrz [16]). Jesli g jest funkcja klasy €2, to réwnoznaczne z
faktem, ze pochodne kierunkowe drugiego rzedu 8[239(:10) funkcji g we wszyst-
kich kierunkach g € R™ o dlugosci 1 sa ograniczone od dotu przez liczbe p dla
dowolnego z € X. W pracy ten warunek bedziemy czesto wykorzystywali.

Niech b : R* — R bedzie funkcjg klasy €%, k > 2, u-silnie wypukla, u > 0.

14



Niech X C R" bedzie zbiorem zwartym i wypuklym, niech f : R® - R
bedzie funkcja klasy € i niech D € R bedzie liczbg dodatnia taka, ze

03f(z)] <D dlazeXipes,

gdzie S"! jest sfera jenostkowa w R™. W klasycznym podejsciu do uwypukla-
nia funkcji na zbiorze zwartym, kluczows role odgrywa nastepujacy tatwy do

sprawdzenia lemat.

Lemat 1 (patrz uwaga 2.2.3 i fakt 3.1.1). Dla dowolnego £ € R™ oraz
N> D/,
funkcja ¢n ¢ : R™ = R okreslona wzorem
One(x) = Nb(x — &) + f(x), zeR",
jest silnie wypukta na zbiorze X (doktadniej Nyu — D-silnie wypukta).

W pracy poréwnamy powyzsze podejscie do uwypuklania funkcji, ktora
przyjmuje tylko warto$ci dodatnie, z innym podejsciem polegajacym na po-
mnozeniu jej przez pewna potege funkeji silnie wypuklej (patrz rozdziat 2 oraz
rozdzial 3 ). To drugie podejscie zostalo zaproponowane w pracy [9] i kontynu-
owane w pracy [8]. Dokladniej, w [9] uzyskano uwypuklenie funkcji dodatniej
f klasy 62 na zbiorze zwartym i wypuklym X C R"™ przez pomnozenie funkcji
f przez (1+ |z|*)Y dla pewnego N, a w [8] — przez pomnozenie funkcji f przez

exp(N|z|?). W rozdziale drugim uogélnimy te wyniki i pokazemy, ze

Wnhniosek 2 (patrz wniosek 2.2.2). Jesli X C R™ jest zbiorem zwartym i wy-
puktym oraz f : X — R jest funkcjg klasy €? przyjmujgcq tylko wartosci
dodatnie, to dla dowolnej funkcyi silnie wypuktej b : R™ — R istnieje Ny > 0
takie, ze dla kazdego N > Ny oraz & € X, funkcja

pne(r) =" (x =€) f(z), =eR",
jest silnie wypukta na zbiorze X.

W przypadku, gdy funkcja f jest wielomianem, wyktadnik N mozna oszaco-

wac efektywnie w terminach promienia zbioru X (to znaczy sup{|z|: z € X})
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wielkosci moduléow wspotezynnikéw wielomianu oraz m = inf{f(z) : = € X}
(patrz wniosek 2.2.7). Wbec tego, w przypadku funkcji dodatnich na zbio-
rach zwartych i wypuktlych, zaréwno dodanie do funkcji pewnej wielokrotnosci
funkcji silnie wypuktej jak i pomnozenie jej przez potege takiej funkcji daja
podobny efekt, jednak pierwsza metoda prowadzi do uzycia mniejszego wspot-
czynnika N. Jesli dodatkowo zalozymy, ze funkcja b jest logarytmicznie silnie
wypukta (to znaczy Inb jest funkcja silnie wypukta), to funkcja ¢y ¢ réwniez
jest logarytmicznie silnie wypukta (patrz wniosek 2.2.9). W przypadku, gdy
zbior X jest semialgebraiczny, zwarty i wypukty, wspotczynniki wielomianow
opisujacych zbiér X oraz wspotczynniki wielomianu f sg liczbami catkowity-
mi (lub wymiernymi), to wyktadnik N mozna wyznaczy¢ w pelni efektywnie
(patrz Twierdzenia 2.2.10 i 2.2.12). Twierdzenia te uzyskujemy stosujac wynik
G. Jeronimo, D. Perrucci, E. Tsigaridas z pracy [6].

W rozdziale trzecim poréwnamy klasyczne podejscie do problemu uwypu-
klania funkcji z powyzszym dla dowolnej funkcji silnie wypuktej b : R" — R
i funkcji dodatniej na zbiorze domknietym i wypuklym (niekoniecznie ograni-
czonym). W tym rozdziale bedziemy uwypukla¢ funkcje f przez pomnozenie jej
przez b(N(x — £)), zamiast przez bY (x — £). Podejscie takie upraszcza niektore

obliczenia.

Trudno jest zastosowa¢ Lemat 1 w przypadku zbioréw nieograniczonych.

Mianowicie mamy

Fakt 3 (patrz fakt 3.1.2). Niech b : R" — (0,+00) bedzie funkcjo wypu-
ktq klasy €2, Niech X C R™ bedzie zbiorem wypuktym i domknietym, niech
f: R = R bedzie funkcjg klasy €% i niech N > 0. Jesli dla kazdego £ € X

funkcja ¢n g okreslona wzorem (1) jest wypukta na zbiorze X, to
Done(€) = NOZb(0) + 05f(€) = 0 dla kazdego f € S"1.

W szczegdlnosci pochodne agf, B e S"L sq wspdlnie ograniczone od dotu na

zbiorze X .

W zwiazku z powyzszym, lemat 1 mozna przenies¢ do przypadku zbioréw
nieograniczonych tylko przy zatozeniu, ze pochodne kierunkowe drugiego rzedu

8% f, B € S"1, sq ograniczone od dotu na zbiorze X. W ogélnym przypadku
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zamiast statej N musimy wybra¢ funkcje zalezna od |£|. Mianowicie, przy za-

lozeniu, ze funkcja f posiada wzrost wielomianu drugiego rzedu, to znaczy
03f(x)] < DA+ z))* dla ze Xiges",

dla pewnych D > 0i o € Noraz b : R® — R jest funkcjg klasy €%, k > 2, i
logarytmicznie p-silnie wypukta, p > 0, taka ze

0 = argming. b i b(0) =1,

gdzie argmin y b jest jedynym punktem zbioru X, w ktérym funkcja b przyjmuje

najmniejsza warto$¢ w zbiorze X, mamy

Lemat 4 (patrz lemat 3.2.1). Niech

(1 Mieh =2 (16l +1+ \/g)aﬂ

Wowczas dla dowolnego & € R™ funkcja ¢¢ : R™ — R okreslona wzorem

¢e(z) = N([E)o(x — &) + f(x), = eR",

jest silnie wypukta na zbiorze X (doktadniej p-silnie wypukta).

W szczegolnosci mozna uzyskaé teze powyzszego wniosku dla funkeji
Ye(x) = Nb(&)b(x — &) + f(z), dla dostatecznie duzej statej N (patrz lemat
3.2.5).

W przypadku, gdy uwypuklenie funkcji otrzymujemy przez pomnozenie jej
przez x — b(N(x —&)), gdzie b jest funkcja silnie wypukta lub logarytmicznie
silnie wypukta, musimy oczywiscie zatozy¢, ze funkcja przyjmuje tylko wartosci

dodatnie na zbiorze X. Wowczas mamy

Fakt 5 (patrz fakt 3.1.5). Niech b : R™ — (0,400) bedzie funkcjg p-silnie
wypuktq klasy €* takg, ze 0 = argming, b, niech X C R"™ bedzie zbiorem
wypuktym i domknietym oraz niech f : R™ — (0, +00) bedzie funkcjq klasy €2
Niech

pne(r) = b(N(z —&))f(z),
gdzie N > 0.
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(i) Jesli dla dowolnego & € X funkcja @y ¢ jest Scisle wypukta na zbiorze X,
to CO5f(x) > —f(x) dla dowolnych x € X i f € S i pewnej statej C' > 0.
(ii) Jesli fankcja b jest logarytmicznie p-silnie wypukta i CO3f(x) > — f(x)
oraz Cf(x) > |0sf(x)| dla dowolnych x € X, B € S"™! i pewnej statej C' > 0,

to dla N > \2/—% + CLM, funkcja oy ¢ jest Scisle wypukta na zbiorze X.

Glowna trudnoscia w stosowaniu powyzszego faktu jest oszacowa-
nie stalej C. Trudno$¢ te mozna pokona¢ w przypadku, gdy uwy-
puklamy wielomiany. Doktadniej, niech f € Rlz|, gdzie = =
(x1,...,2,) jest ukltadem zmiennym, bedzie wielomienem stopnia d
i niech

f=to++fa

gdzie f; jest wielomianem jednorodnym stopnia j lub zerem. Niech

fa = min fy(z).

|z|=1

Oczywiscie fgz > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy forma wiodaca f; wielomianu f
przyjmuje tylko wartosci dodatnie w R™ \ {0}.

Niech b : R" — R bedzie funkcja logarytmicznie u-silnie wypukla klasy €%,
k > 2. Zatozmy, ze
0 = argming, b 1 b(0) = 1.

Wowczas mozemy uzyskaé¢ uwypuklenie wielomianu f przez pomnozenie go

przez funkcje b(N(z — £)), £ € R". Mianowicie, mamy

Twierdzenie 6 (patrz twierdzenie 3.3.1). Zatdzmy, ze fq > 0 oraz istnieje
m > 0 takie, Ze
f(z)>m dlaxeR™

Wowczas istnieje, efektywnie wyliczalne, Ny takie, ze dla dowolnego N > N,

oraz dla dowolnego § € R™, funkcja pn¢ : R™ — R okreslona wzorem
pne(r) = b(N(z —¢))f(z)
jest p-silnie wypukta w R™.
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Podobnego typu jest twierdzenie 3.3.3. Mozna pokazaé, ze zachodza od-
powiedniki twierdzent 3.3.1 i 3.3.3 dla funkcji R" 3 x — b (z — &) f(z) € R,
jednak dowody tych wersji sa o wiele bardziej skomplikowane pod wzgledem

rachunkowym.

W rozdzialach czwartym, piatym i széstym zajmujemy sie iteracjami od-
wzorowania, ktore kazdemu punktowi przypisuje jedyny punkt krytyczny uwy-
puklenia funkcji f.

W rozdziale czwartym zakladamy, ze X C R" jest zbiorem wypuklym i
zwartym oraz, ze funkcja b : R® — R jest silnie wypukla klasy €%, k > 2,
taka ze 0 = argming, b. Niech f : R® — R bedzie funkcja klasy €*. Wowczas
istnieje liczba N > 1, taka, ze dla dowolnego £ € R”, funkcja

Ong(r) = Nb(z — &) + f(x)
jest silnie wypukta na zbiorze X. Okreslamy odwzorowanie
Ky @ X 3§ argminyg ¢y € R™.

Jesli

Xiop i ={x eR": f(z) <r} C X,

to pokazujemy, ze

Lemat 7 (patrz lematy 4.1.3 1 4.1.4). Zachodzq nastepujgce wtasnosci:

(i) Odwzorowanie ky jest dyfeomorfizmem klasy €% ze zbioru X<, na
2bior Y = ky(Xr<r) C Xy<r.

(i4) Zbiorem punktow statych odwzorowania kn|x,., jest ¥y N Xy<,, gdzie
Xy jest zbiorem punktow krytycznych funkcji f.

W twierdzeniu 4.2.1 (¢) pokazujemy, ze

Twierdzenie 8. Jesli funkcja [ jest semialgebraiczna, to dla dowolnego & €

Xy<r, punkt graniczny lim, o k%, (&) istnieje i nalezy do zbioru Xy.

Dowod tego twierdzenia opiera sie na pokazaniu monotonicznosci ciggu
f(&,) (patrz wniosek 4.1.5) i zastosowaniu zasady poréwnania (patrz [9, Lemma
7.7]) do pokazania, ze szereg Y oo, dist(k% (), FH(f(K%T(£)))) jest zbiezny.
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Idea tego dowodu jest wzorowana na dowodzie |9, Theorem 7.5]). Dowod tego
twierdzenia nie jest bezposrednim przeniesieniem dowodu |9, Theorem 7.5]),

gdyz w 9] rozwazano uwypuklanie funkcji f przez pomnozenie jej przez (1 +

lz|2)Y, a my rozwazamy uwypuklanie tej funkcji przez dodanie do niej Nb.

Przy zalozeniu, ze funkcja f jest semialgebraiczna, powyzsze twierdzenie

pozwala okresli¢é odwzorowanie
Ry - ngr — Ef ﬂngr,

wzorem Ky . (§) = lim, 0 K5 ().

Przy zatozeniu, ze funkcja f ma tylko jedna wartos¢ krytyczna na zbiorze

X<y, pokazemy, ze odwzorowanie Ky . jest ciagle. Mianowicie, mamy

Twierdzenie 9 (patrz twierdzenie 4.3.1). Niech 0 € Int X<, oraz niech f(0)
bedzie nagmniejszq wartosciq funkcji f. Wtedy istnieje f(0) < § < r taki, Ze
ciqg Ky jest zbiezny jednostajnie do k. w zbiorze U = Xy<5. W szczegdlnosci

odwzorowanie

IiN,*|U : U—>Uﬂ2f

jest ciggte oraz ky () = € wtedy i tylko wtedy, gdy & € UNY ;. W konsekwencyi

Knq«|u jest retrakcja, a zbior U N Xy jest retraktem zbioru U.

W rozdziale pigtym przenosimy pewne wtasnosci odwzorowania ky na przy-
padek zbioréw nieograniczonych. Miedzy innymi, w przypadku, gdy uwypukle-

nie funkcji f jest postaci
ve(x) = N(Eb(x — &) + f(z),  (§2) eR" xR”
oraz dla zbioru wypuktego i domknietego X,
R(€) = argminy e € X,
pokazujemy

Fakt 10 (patrz fakt 5.1.1). Dla dowolnego & € X punkt k() jest jedynym
dolnym punktem krytycznym funkcji ¢ na zbiorze X.
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Przypomnijmy, ze punkt a € X jest dolnym punktem krytycznym funkcji

rozniczkowalnej g na zbiorze X, jesli

(2)  (Vg(a),z —a) >0 dlax e X w pewnym otoczeniu punktu a.

Podobny fakt zachodzi dla funkcji ky : X 3 & — argminy b(N(z—&)) f(z).

W rozdziale szostym przenosimy wyniki z rozdziatu czwartego dla odwzo-
rowania Xy, 3 § — argmin, < WN(x — &) f(z) € X, przy zalozeniu, ze zbior
kN @ X<, jest zwarty 1 wypukty. W tym przypadku zachodza wszystkie powy-
zej przedstawionme wisanosci odwzorowania ky. Jedli dodatkowo zatozymy,
ze b(x) = exp(|z|?) oraz f jest wielomianem, to odwzorowanie xy ma pewne
dodatkowe wilsnosci, miedzy innymi jest to odwzorowanie analityczne i semial-

gebraiczne, czyli jest odwzorowaniem Nasha. Mianowicie, mamy

Fakt 11 (patrz fakt 6.3.2). Jesli f jest wielomianem dodatnim na zbiorze
Xi<r oraz b(z) = exp(|z[*), to dla dostatecznie duzego N, odwzorowanie
kN Xi<r = EN(Xf<,) jest odwrotnoscig odwzorowania
1
Xicy) DT ——V € Xr<r,
pn(Xp<r) D@ N flz) € Xp<

wiec jest analityczne i semialgebraiczne, t.5., jest odwzorowaniem Nasha.

Na konicu rozdziatu széstego zajmujemy si¢ problemem zbieznosci ciaggu

é—;l, gdzie §, = k% (§), v € N, oraz £ € R", czyli problem zbieznosci ciagu
czesei sferyeznych ciagu €,. Jest to przeniesienie problemu René Thoma dla
trajektorii pola gradientowego (rozwiazanego w [7]) do przypadku dyskretnego.
Rozwazamy ten problem przy zatozeniu, ze £, — 0 gdy v — oo oraz kilku

dodatkowych zalozeniach. Mianowicie, pokazujemy, ze zachodzi nastepujacy
fakt.

Fakt 12 (patrz fakt 6.3.19). Niech f € Rlz], © = (21,...,x,), bedzie wielo-
mienem stopnia postaci

=Tt + Ja

gdzie f; jest wielomianem jednorodnym stopnia j lub zerem. Zalozmy, ze

f1(0) >0 dla 0 € S"™'. Wéwczas istnieje nastepujgca granica

1
lim —¢&,.
V—00 ‘fl,’

Co wiecej, cigg |&,| jest $cisle malejacy od pewnego miejsca.
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Czes¢ wynikow tej pracy zostalo juz opublikowane w pracy [1]. Dotyczy to
punktu 2.2 i Rozdziatu 6
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Rozdzial 1
Preliminaria

W tym rozdziale wprowadzimy podstawowe oznaczenia i przypomnimy
elementarne fakty z zakresu funkcji wypuktych, funkcji semialgebraicznych,
gradientu funkcji wypuktych, punktéw krytycznych funkeji i logarytmicznego

uwypuklenia funkcji, przydatne w dalszym ciggu pracy.

1.1 Oznaczenia

Symbolem R bedziemy oznaczaé ciato liczb rzeczywistych, a symbolem Z -
pierscien liczb catkowitych. Przez N bedziemy oznaczali zbioér liczb natural-

nych.
Standardowym iloczynem skalarnym w przestrzeni R" nazywamy funkcje
(-,) : R" x R" — R okreslong wzorem:

<:B7y> = 1 + ...+ TnYn dla T = ($17 --wxn)? Y= (y17 ayn)

Przez norme euklidesowg w przestrzeni R" rozumiemy funkcje
R™ 5 z + |z| € RY okreslong wzorem |z| = \/(z, x), to jest

W dalszym ciagu pracy zakladamy, ze przestrzen R" zostata wyposazona w
metryke wyznaczong przez norme euklidesows. Odlegto$é miedzy punktami

x,y € R" w tej metryce oznaczamy |z — y|.
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Niech f bedzie funkcja rzeczywista okreslona w zbiorze otwartym D C R™.
Oznaczmy przez 0, f(x) pochodng kierunkowq funkcji f w kierunku wektora
v € R" w punkcie x € D. Przez 0,f oznaczamy pochodng kierunkowq funkcji
f w kierunku wektora v, to jest funkcje 0,f : D 2 = — 0,f(x) € R . Po-
chodng kierunkowa funkcji 0, f w punkcie x € D w kierunku wektora w € R”
oznaczamy 6371” f(z) i nazywamy pochodna kierunkowa drugiego rzedu funkcji
f w kierunku wektorow v, w w punkcie x. W przypadku, gdy w = v, pochodng
kierunkowa &iv f(z) nazywamy pochodng kierunkowq drugiego rzedu funkcji f
w kierunku wektora v w punkcie z i oznaczamy 02 f(z).

Jesliv = (0,...,0,1,0,...,0), gdzie 1 jest na i—tym miejscu, to piszemy

rowniez 0, f = % i nazywamy pochodng czgstkowq funkcji f po i-tej zmiennej.

Wtedy gradient Vf : D — R” funkcji f definiujemy wzorem

Vi) = (gL @),

oxy 7 Oxy

Przypomnijmy, ze jesli wszystkie pochodne czastkowe funkcji f istnieja w zbio-
rze D i sa one ciggle, to méwimy, ze funkcja f jest klasy €. Jesli wszystkie
pochodne czastkowe wszystkich pochodnych czaskowych ( to jest pochodne
drugiego rzadu) funkcji f sa ciggle, to méwimy, ze funkcja jest klasy 2. Jesli
funkcja f jest klasy €* i wszystkie pochodne czastkowe k + 1—rzedu funkcji f

istniejg w zbiorze D i sg ciagle, to méwimy, ze funkcja jest klasy €*+1.

1.2 Funkcje wypukle

Niech X bedzie podzbiorem przestrzeni R™. Przypomnijmy, ze zbiér X nazy-

wamy wypuktym, jesli
Veyex Yo<i<1 (1—t)z+ty € X.
Funkcje f: X — R nazywamy wypuktq, gdy zbior X jest wypukly i
(1.1) Veyex Yoaa f(tz+ (1 —1t)y) <tf(z)+ (1 —1)f(y).

Funkcje f: X — R nazywamy $cisle wypuktq, gdy zbior X jest wypukty i
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(1.2) Vawex, sty Vo<t<i f(tx + (1 - t)y) <tf(z)+ (1 —1t)f(y).

Niech f: X — R bedzie funkcjg klasy €2 oraz niech X bedzie zbiorem
wypuktym. Dla dowolnych a € X i v € R" kladziemy

I.,={teR:a+tve X}

Oczywiscie, 1,, jest przedzialem lub zbiorem jednoelementowym. Przypo-
mnijmy pewne znane fakty (patrz [3], [4], Theorem 22.5 i [5], Theorem A2.1).

Fakt 1.2.1. Nastepujgce warunki sg rownowazne:
(a) Funkcja f jest wypukta.

(b) Dla dowolnego wektora v € R™ i dowolnego punktu a € X funkcja
I., >t O,f(a+tv) € R jest rosngca (tzn. niemalejgsa).

(¢) Dla dowolnego wektora v € R™ i dowolnego punktu a € X zachodzi
2 f(a) > 0.
Fakt 1.2.2. Nastepujgce warunki sq rownowazne:

(a) Funkcja f jest $cisle wypukta.

(b) Dla dowolnego wektora v € R™ o dodatniej dlugosci i dowolnego punktu
a € X funkcja I, 3t 0,f(a+tv) € R jest scisle rosngca.

(¢) Funkcja f jest wypukta oraz dla dowolnego wektora v € R"™ o dodatniej
dtugosci i dowolnego punktu a € X zbior {t € I,, : 0>f(a + tv) > 0} jest

zbtorem gestym w I, ,, pod warunkiem, ze I, , jest przedziattem.

Przypomnijmy jeden prosty, ale uzyteczny fakt.

Fakt 1.2.3. Jesli funkcja f: X — R jest scisle wypukta klasy €2, to gradient

Vf:X —=R" jest odwzorowaniem roznowartosciowym.

Dowod. Wezmy dowolne a,b € X takie, ze a # b. Wowcezas I, jest prze-
dzialem oraz 0,1 € [,;_,. Poniewaz f jest funkcja Scisle wypukla, wiec z faktu
1.2.2 (b), funkcja

©:lopadt— Opofla+t(b—a)) eR
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jest Scisle rosnaca. Zatem

(Vf(a),b—a) =¢(0) < (1) = (Vf(b),b—a),
i w konsekwencji, V f(a) # Vf(b). O

1.3 Funkcje silnie wypukle

Przypomnijmy, ze funkcja f : X — R jest silnie wypukta lub p-silnie wypukta,
p >0, jesli zbior X C R" jest wypukly oraz

Vowex Vocier S(tz + (L= t)y) < tf(w) + (1 = )1 (y) — 1= )5]a — yI*.

Jesli dodatkowo funkcja f jest klasy €' w pewnym zbiorze otwartym zawieraja-

cym zbior X, to powyzszy warunek jest rownowazny nastepujacemu warunkowi
(patrz [16])

Vayex f(9) = F(@) + (y =2, V(@) + Sly— o
Oczywiscie kazda funkcja silnie wypukta jest $cigle wypukta.

Niech f : X — R bedzie funkcjg klasy ¢? w pewnym otoczeniu zbioru
X C R™ i niech zbiér X bedzie wypukty.

Oznaczamy przez S™ ! sfere jednostkowa w R”, to znaczy

Sl ={veR": |v| =1}

Fakt 1.3.1 (5], Theorem A2.4). Niech u > 0. Nastepujgce warunki sq row-

nowazne:
(a) Funkcja f jest u-silnie wypukta.

(b) Dla dowolnego wektora v € S™ ' zachodzi 02 f(x) > p w dowolnym
punkcie x € X.

(¢) Dla dowolnego punktu x € X, kazda wartosé wtasna macierzy Hessego

H(N) = | o)

jest ograniczona od dotu przez .

1<ij<n
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Wprost z definicji dostajemy
Fakt 1.3.2. Jesli f : R — R jest funkcjq silnie wypuktq klasy €*, to

lim f(z) =400

|z| =00

Wiadomo, ze jesli f jest funkcja $cisle (lub silnie) wypukta na zbiorze X C
R™, to istnieje jedyny punkt xy € X w ktorym funkcja f przyjmuje najmnejsza

warto$¢. Punkt xy oznaczamy arg miny f.

1.4 Funkcje logarytmicznie silnie wypukle

Niech f bedzie funkcja rzeczywista klasy €2 okreslona w otoczeniu zbioru
wypuktego X C R".

Jesli f(x) > 0 dla z € X, to funkcje f nazywamy logarytmicznie wypu-
kta, logarytmicznie $cisle wypukta oraz logarytmicznie p-silnie wypukta jesli
funkcja In f jest odpowiednio wypukta, Scisle wypukta oraz p—silnie wypu-
kta (por [16], [19]). Funkcje logarytmicznie p-silnie wypukte nazywamy row-
niez funkcjami logarytmicznie silnie wypuktymi. Oczywiscie, x — exp(b(z)),
x +— exp(exp(b(z)), ..., sa funkcjami logarytmicznie silnie wypuktymi, dla sil-
nie wypuktej funkeji b. Na przyktad funkcja Gamma jest funkcja logarytmicznie
wypukta w zbiorze dodatnich liczb rzeczywistych.

Mozna bezposrednio sprawdzié¢, ze kazda funkcja logarytmicznie wypukta,
logarytmicznie $cisle wypukta i logarytmicznie silnie wypukta jest rowniez od-
powiednio wypukta, Scisle wypukta i silnie wypukta. Oczywiscie kazda loga-
rytmicznie silna funkcja wypukta jest rowniez logarytmicznie $cisle wypukta i

w konsekwencji logarytmicznie wypukta.

Poniewaz suma funkcji silnie wypuklych jest silnie wypukta (patrz [4], The-

orem 22.3), wiec mamy

Fakt 1.4.1. lloczyn funkcji logarytmicznie wypuktych jest logarytmicznie wy-
pukty. Co wiecej, jesli funkcje by, by : R — R sq odpowiednio logarytmicznie
11, po-silnie wypukte, to funkcja bibs jest logarytmicznie g + po- silnie wypu-
ktq.
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Nastepujacy fakt wynika z definicji.

Fakt 1.4.2. Niech b : R" — R bedzie funkcjq klasy €2 przyjmugjace tylko
wartosct dodatnie i niech > 0. Nastepujgce warunki sq rownowazne:
(a) Funkcja b jest logarytmicznie p-silnie wypukta.

(b) Dla dowolnych x € R™ i 3 € S™™1, zachodzi nieréwnosé
b(x)03b(x) > pb(x) + (Isb())*.

Dowdd. Poniewaz b jest funkcja klasy € oraz b(x) > 0 dla z € R", to funkcja
Inb jest klasy 6% w R" oraz

b(x)02b(x) — (9sb(x))’
(b))’

(1.3) d5(Inb)(z) = dlaz e R", ge s

Zatozmy, ze funkcja b jest logarytmicznie p-silnie wypukta w R™, czyli ze
funkcja Inb jest p-silnie wypukla. Wezmy dowolny =z € R™ oraz B € S" L.
Wowezas z faktu 1.3.1 mamy, 03(Inb)(x) > p iz (1.3),

b(x)02b(x) — (9sb(x))

1.4 ;
Y o)

> 1.

Stad dostajemy (b).

Zaktadajac, ze zachodzi warunek (b), widzimy ze zachodzi rowniez (1.4), a
wobec (1.3) dostajemy, ze 95(Inb)(z) > p dla x € R" oraz 3 € S"~". To wraz z
faktem 1.3.1 daje, ze Inb jest funkcja p-silnie wypukla w R™. To daje (a). O

7 faktu 1.4.2 otrzymujemy

Whniosek 1.4.3. Niech b : R* — R bedzie funkcjq logarytmicznie p-silnie
wypuktq klasy €°. Wowczas dla dowolnych v € R™ i 8 € S™ 1, mamy

pb() < () oraz \/ldsb(a)] </ (92b())” — p2b2(x) < DZ(a).
Dowod. 7 faktu 1.4.2 mamy,
(1.5)  b(x)95b(x) > pb®(z) + (9pb(x))* dla kazdych z € R", 5 € S"7L.
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Poniewaz (95b(z))* > 0, to b(z)d3b(x) > pb*(z), a poniewaz b(x) > 0 dla
z € R", to dostajemy nierownos¢ pb(z) < 93b(x). To daje nierdwnos¢ po

lewej stronie tezy. W szczegélnosci mamy (6§b(x))2 — 2% (z) > 0, a wiec

\/(8§b(x))2 — p2b?(x) istnieje. Stosujac (1.5) i powyzej udowodniona nierdw-

nos¢, mamy
1
(@3b(a))” < (93b(x) = pb(w) b(@) < (FBb(a) = b(e) ~O5b(x)
2 2 2 l 2 222 l
< ((aﬁb(:p)) ub(x)aﬁb(x)) = ((aﬁb(:p)) 12b (:17)) ;
Stad dostajemy nier6wnos$é po prawej stronie tezy. O

Wezmy funkcje b : R® — R klasy €% logarytmicznie p-silnie wypukla,
k> 2, p> 0. Zatozmy, ze

(1.6) 0 = argming. b 1 b(0) =1,

gdzie argminy g oznacza jedyny punkt x € X, w ktéorym funkcja g : X — R

ma globalne minimum. Z definicji otrzymujemy

Fakt 1.4.4. Zgodnie z powyzszymi zatozeniami, dla dowolnego x € R",

(1.7) exp <g|x|2> < b(z) <exp ((gg7 LVb(x» - g|x|2> ,

b(x)

a wiec p|z|?b(z) < (z,Vb(z)), i w konsekwencji
(1.8) plz] < plx|exp (g\x]2> < |Vb(z)| dlaz e R"
W szczegolnosci,

(1.9) agb(x) > [LexXp <g|x|2> dla dowolnego € S™ 1.

Dowdd. Poniewaz funkcja b jest logarytmicznie p-silnie wypukta klasy €2, to
Inb jest funkcjg p-silnie wypukla klasy 62, a wiec zgodnie z definicjg, dla
dowolnych z,y € R” mamy

(1.10) Inb(z) > Inb(y) + (x —y, V(Ind)(y)) + g]x —y?
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Poniewaz 0 = argming, b, to 0 = argming, In b 1 z warunku koniecznego istnie-
nia ekstremum funkcji mamy V(Inb)(0) = 0. Poniewaz b(0) = 1, todlay =01
dowolnego = € R", mamy Inb(z) > §|z|?, a wiec otrzymujemy nieré6wnosé po
lewej stronie (1.7). Podobnie z (1.10) dla x = 01 y € R", mamy

nb(y) < (y, V(Ind)(y)) - 5lyP

Stad otrzymujemy nieréwnos$¢ po prawej stronie (1.7).
Nier6wno$¢ po lewej stronie (1.8) wynika z tego, ze exp (&4]z|?) > 1. Udo-
wodnimy nieréwnosé po prawej stronie (1.8). Z (1.7) i monotonicznosci funkcji

exp dla x € R" dostajemy
ulal?b(x) < (2, Vb(x)) = Ela| < (@, Vb(a).

Poniewaz, z nierownoséci Schwarza, (z, Vb(z)) < |z||Vb(z)|, to plz|?b(z) <

|z||Vb(x)|, a wiec p|z|b(x) < |Vb(z)|. Stad i ponownie z (1.7) mamy

ulal exp (5lal?) < [Vb(a),

czyli udowodnilismy nieréwnos$é po prawej stronie (1.8).

Nier6wnosé (1.9) wynika z nieréwnosci po lewej stronie (1.7) i nieréwnosci

po lewej stronie tezy wniosku 1.4.3. O

Uwaga 1.4.5. W [9] uzyskano uwypuklenie funkcji dodatniej f klasy %2 na
zbiorze zwartym i wypuklym X C R” poprzez pomnozenie f przez (1 + |z|?)
dla pewnej N, a w [8] — przez pomnozenie f przez exp(N|z|*). W swietle faktu

1.4.4 widzimy podejscie to byto naturalne.

Z faktu 1.2.3 otrzymujemy

Whniosek 1.4.6. Jesli f: R® — R jest funkcjq logarytmicznie Scisle wypukta,

to odwzorowanie )

f

jest réznowartosciowe.

Vf:XBxHﬁVf(x)ER”

Dowdd. Istotnie, z definicji funkcja In f jest §cisle wypukta oraz V(In f) =
%Vf. Zatem z faktu 1.2.3 dostajemy teze. To konczy dowdd . m
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Bez zalozenia logarytmiczniej silnej wypuktosci funkeji f, powyzszy wnio-

sek nie zachodzi. Pokazuje to nastepujacy przyktad.

Przyklad 1.4.7. Niech f(x) =1+ 22. Wtedy

1 2x

T =1

i oczywiscie ta funkcja nie jest roznowartosciowa. Ponadto funkcja f jest silnie

wypukta.

Lemat 1.4.8. Niech b : R® — R bedzie funkcjq p-silnie wypukte klasy €72,
niech o = argming, b ¢ niech X C R" bedzie zbiorem wypuktym i zwartym.
Jesli b(x) > 0 dla x € X i xg jest punktem wewnetrznym zbioru X, to istnieje
e > 0 takie, zZe

(i) funkcja b jest logarytmicznie silnie wypukta w zbiorze X,, . = {zv € X :
|z — xo| < e},

(ii) funkcja Xope D @ — 5 Vb( ) € R" jest rdznowartosciowa,

[Vb(z)|

(iii) ustnieje & > 0 takze, ze dla kazdego x € X takiego, ze B

< 0,
zachodzi |x — xo| < €.

Dowdd. Poniewaz b(x) > 0 dla z € X i b jest funkcja p-silnie wypukta, to dla
dowolnych z € X i 8 € S*!, mamy

b(2)02b(x) — (95b(x))*
95(Inb)(z) = 82?2))7 0 (1n ) () — ()03 ((b)(z))gb’ ()

7 faktu 1.2.1 mamy

Bb(x) [ dgb(x) m dsb(2)\?
Ao =505 - (55 25t~ ()
Poniewaz funkcja b jest klasy 62 spelniajaca (1.6), wiecz 9gb(zo) = 01 b(0) =
)

Zatem istnieje € > 011 > 0 takie, ze 0gb(z) > m dla z € X takich, ze
|z — xo| < e. To daje (i).

Teza (ii) bezposrednio wynika z (i) i wniosku 1.4.6. Biorac

d =min?< ¢, inf M:xEX, |z —xo| > €9 ¢,
b(x)

gdzie inf ) = 400, zauwazmy, ze § > 0 i dostajemy teze (iii). O
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1.5 Uwagi o funkcjach logarytmicznie silnie wy-

puktych /-tego rzedu

Dla dowolnego ¢ = 0,1, ... okreslamy funkcje expl’) przez indukcje: expl’(z) =
zdla ¢ = 0iexpltl = expoexpl? dla £ > 1. Oczywiscie funkcja expl? :
R — Ay jest $cisle rosnacym dyfeomorfizmem klasy ¢°, gdzie A, = R dla
(=0iA; = (expl~1(0), +00) dla ¢ > 0. Funkcje odwrotng do funkcji expl’
U—nim™ =Inoln dla

¢ > 2. Oczywiscie funkcja In jest okreslona w zbiorze A,

oznaczamy przez InlY. Dokladniej, In” (x) =z, Inl

Niech g : R™ — R bedzie funkcja. Mowimy, ze funkcja g jest logarytmicznie
(-tego rzedu p-silnie wypukta lub ze jest funkcjg (-logarytmicznie p- silnie wy-
puktq, jesli g(z) > expl~1(0) dla = € R i funkcja In' g jest p-silnie wypukta.

Wezmy dowolna funkcje f-logarytmicznie p-silnie wypuklg b : R* — R
Klasy €%, k > 2. Wtedy b(z) > expl=1(0), wiec In" b(z) > expl=i-1(0) dla
reR",0<53< /-1

Oczywiscie funkcje 1-logarytmicznie p-silnie wypukte sa funkcjami logaryt-

micznie p-silnie wypuktymi. Zatem z Faktu 1.4.2 otrzymujemy

Fakt 1.5.1. Wezmy dowolne £ > 1. Niech b: R™ — R bedzie funkcjg klasy 6>
takq, ze b(z) > expl™(0) dla x € R™ oraz niech pn > 0. Wowczas nastepujqgce
warunki sq rownowazne:

(a) Funkcja b jest £-logarytmicznie p-silnie wypukta.
(b) Dla dowolnego x € R™ i dowolnego 3 € S !,

2 2
Int—1 (:E)@é I p(z) > p (lnw_l] b(x)) + (85 Int—1 b(x)) .

Whniosek 1.5.2. WeZmy dowolne ¢ > 1. Jesli b : R" — R jest funkcjq klasy
€2, ktora jest (-logarytmicznie p-silnie wypukta, to dla dowolnego x € R™,

~

-1 /-1

o) [T ) > ] (1l b(x))z—i—(@gb(x))z 2SI b

1 j=0—k

~

W

W szczegolnosci,
-1
x) > ,LLHIHU] b(x) > pb(z Hexpf I=1(0) oraz 5b(x) > /ub(x)|9b(x)|.
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Jesli dodatkowo g(x) > expl (1) dla x € R", to 93b(x) > ub(x).

Dowadd. Dla ¢ = 1 teza redukuje sie do Faktu 1.4.2. Dla ¢ > 1, Z Faktu 1.5.1

mamy

5 (0 ) ol ] (]
[ ()] i
> 1 [ln[e—ﬂ b(x)r + (35 [ln[z—ll b(@Dz’

(= e(x))

i w konsekwencji
[m[f—” b(x)] [hﬂ“l b(x)] o [m[ﬂ—?] b(x)}
> 1 [ b(@)]” [ b))+ [ o@)] (9 [ b)) )
+ [V b)) (5 [l b(m)Dz |

Postepujac dalej indukcyjnie, otrzymujemy

T

1 {—

—_

/—

[\

o3 | [ ()] > o1l 102+ (9 [ Vo)) [ 17 b))
ey ffm o]
k=2 j=fl—k+1 7=0
/—1 1 /-1
n! 2 nb!
“JEO [1 b(z } + (93b(z) ;J 1T [1 b(z ]
co daje teze. O]

Wezmy funkcje b : R™ — R /-logarytmicznie p-silnie wypukta, p > 0, klasy
€*. Zalozmy, ze 0 = argming, bib(0) = exp!~1(1). Z Faktu 1.4.4 otrzymujemy

Fakt 1.5.3. Zgodnie z powyzszymi zatozeniami, dla dowolnego x € R™,
expl] <g|x|2> < pz), j=1,....¢,
wowczas, b(x) > pexp (£|z[?) oraz
: 1 (1 1
O3b(x) > ujr_[lexpm (51 = wexp (L1of)

33



1.6 Wielomiany

Niech f € R|z] bedzie wielomianem rzeczywistym zmiennych x = (xy, ..., z,),

postaci

(1.11) f=Y aa”
|

v|<d

gdziea, € R, a¥ =" ---a¥r oraz |v| = v+ -+, dlav = (1, -+ ,1,,) € N
(przyjmijmy, ze 0 € N). Zalozmy, ze d = deg f, tj., d = max{|v| : a, # 0}.
Wtedy

(1.12) f=fo++fa

gdzie f; jest wielomianem jednorodnym stopnia j lub wielomianem zerowym,
t.].
fj:Za,,x”, 0<y<d

lv|=j

Wielomian f; nazywamy formg wiodgcg wielomianu f. Polézmy

fa = min fy(x).

|z|=1

1.6.1 Norma wielomianu

Pot6zmy
IF= D lal.
lv|<d
Oczywiscie funkcja || - || okreslona wzorem R[z| 5 g +— ||g]| € R jest norma w

pierscieniu R|z]. Ponadto,
A= M foll + - -+ 1all

oraz

L@ <fllal dlaz € R oraz j =0,....d.
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Lemat 1.6.1. Dla dowolnego v € R™ oraz dowolnego 3 € S™ 1,

f ()] < ZHLH |z},

d—1
05.f (@) <Y G+ Dl fll - |2
j=0

d—2
05/ (@)l < )G+ 1) + 2l fjell - |2

J=0

Jesli dodatkowo fg. > 0 to fq(z) > fa.]z|? @ w konsekwenci,

d—1
f(x) = faclz® =Y Il - 2P

Jj=0
Dowadd. Pierwsza nieréwnosé tezy jest oczywista. Udowodnimy nieréwnosé
druga i trzecia. Mamy

d

Osf(x Z Z a,0px”  oraz  05f(x) Z Z a, 05

J=1|v|=j J=2 |v|=j

Niech 6 = (f41,...,0n). Wezmy dowolne v = (vq,---,1,) € N |v] = j.

Woéwezas

raﬂm“|<2vk|m | < gl
i w konsekwencji,
n
5| < D7 vildatt -t air < (G — Dl

To daje druga i trzecig nieréwnosé tezy.

Jedli fg. > 0, to oczywiscie fq(z) > fa|z|? Zatem z (1.12) i wlasnosci

normy,

s

-1

d—1
f(2) 2 falx) =D Uf5@)] 2 faclel® =Y (Ll - el
j=0

J

Il
=)

co daje druga czesé tezy. O]

35



Whiosek 1.6.2. Wezmy dowolne 3 € S". Wéwczas dla dowolnego v € R™

takiego, ze |x| > 1, zachodzq nieréwnosci

(1.13) 105f ()] < dl[f]] - |*
oraz
(1.14) |03f ()] < d(d = DIIfI] - ]2,

Dowoad. Istotnie, z lematu 1.6.1

105f ()] < dla| (LAl + -+ [ fall) < dlal 111

oraz

|05/ ()] < d(d = 1)|=|[*=* - |I£1],
co daje (1.13) i (1.14) i koniczy dowod. O
Z lematu 1.6.1 mamy

Wnhniosek 1.6.3. Jesli Vf(0) =0, to

V(@) < dvallf - foll - Jxl  dia fo] < 1.

1.6.2 Pewne oszacowania
Niech f € Rlz] bedzie wielomianem postaci (1.11), d = deg f. Zalozmy, ze
Jax > 0. Wtedy || f[| = [ fall = far- Niech

21

K(f) = i

oraz
d—1

m(f) = fae = S RGP

Oczywiscie, K(f) > 2.
Bedziemy potrzebowaé nastepujacego lematu (patrz [8||[Lemma 3.4]).

Lemat 1.6.4. Jesli d = deg f > 0 oraz fgz > 0, wtedy m(f) >0 i
f(x) > m(f)|z|* dla dowolnego x € R™ takiego, ze |x| > K(f).
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Z wniosku 1.6.4 i lematow 1.6.1 1.6.2 i otrzymujemy natychmiast

Wnhniosek 1.6.5. Niech f bedzie wielomianem postaci (1.11) takim, Ze fg. > 0.
Wezmy dowolne 8 € S"~'. Woéwczas dla dowolnego x € R", |z| > K(f) mamy

op7@) _ difll | U
(1.15) i@ S me) M= gy
S| _ did= DAl did=DIIf)
(1.16) @ S omg) TS T g

Dla R > 0, ktadziemy

DY(f,R) : ZHJ}HRJ DL(f,R) : ZJHfJHR“

d
DA(f,R)=> j(j—DIIf||R~
j=0

oraz
Dy (f, R) := max{D,(f, R), Dy(f, R)}.

Woéwczas z lematu 1.6.1 mamy

Whiosek 1.6.6. Dia kazduch 8 € S oraz x € R™ takiego, ze |x| < R, mamy

[f(@)] < Da(f, R),  [05f(2)| < Dp(f, R) < Du(f. R),

(1.17)
|05f ()| < Di(f, R) < Du(f, R).

1.6.3 Oszacowanie zer wielomianu

Niech f € R[z] bedzie wielomianem postaci (1.11). Zalozmy, ze fg > 0 i

potézmy
[ foll +r e 1
> 0.
Ky(r) —2max{( I 1<r§1<d . dlar >0

Kladziemy rowniez K (f) := K(0).

[1fa—sll
fd*
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Fakt 1.6.7. Dla dowolnego r > 0,
Xip i ={z eR": f(z) <r} C{xeR":|z| < Kf(r)}.

Dowdd. Oznaczmy r = r(x) = |z| oraz § = 0(x) = Eﬂx dla z # 0. Wtedy we

wspoltrzednych biegunowych mozna zapisa¢ x = rf, r > 0, 0 € S"! oraz

d

(L18) F(a) = £00) = 3" F0)0, x #0.

J=0

Oczywiscie,
17,0 <|Ifyl] dla 6e s

Poniewaz liczba ,
1/j
Aq—j

Qo

2 max
1<j<d

szacuje z géry modul dowolnego zera wielomianu agz? 4+ a1 29~ +- - - +ay, gdzie
ag # 0, wiec z (1.19) widzimy, ze wielomian f — 7 nie ma zer x € R" takich, ze
|z| > K¢(r). Poniewaz wielomian f ma dodatnie wartosci dla x € R™ takich,

ze |x| dazy do nieskoriczonosc, wiec otrzymujemy teze. O

1.6.4 Gradient wielomianu we wspoélrzednych bieguno-

wych

Niech f € R[z] bedzie wielomianem postaci (1.11). Wéwcezas mozemy zapisaé

f@—iﬂ&%ym R\ {0},

Przyjmijemy oznaczenia
1
r=r(x)=lz| i Q:H(x)zﬂx dla = # 0.
x

Wtedy =70, r > 0, # € S™ ! i mozemy zapisa¢ wielomian f we wspotrzed-

nych biegunowych
d

(1.19) flx)=f(r0) =D f;(0)r7, w#0.
j=0
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Woéwcezas

(1.20) Vi(x)=0,.f(r0)0+ V' f(ro),
dla
d
(2 op(re) = YOO _ g gy = LD 5 e
oraz
V'f(r) = Vf(r) —o.f(rb)e.
Oczywidcie,
(V'f(r),0) =0 dlaz=r0#0
V'f(x) =V f(zx)— %x dla = # 0.

Wektor 0, f(r0)0 nazywamy sie czescig promieniowqg (lub radialng) gradiantu
V f(z) a wektor V' f(rf) — czesciq sferyczng gradiantu V f(x).

Z definicji gradiandu V' f otrzymujemy nastepujaca uwage.

Uwaga 1.6.8. Niech ey, ...,e, bedzie bazg standardowa przestrzeni liniowej
R", t.j., e; = (0,...,0,1,0,...,0), gdzie 1 jest na j—tym miejscu. Wezmy
dowolne x € R™, x # 0. Biorac

x, v =ej — dlaj=1,...,n,

P e ) Tji1%; o 3 T  TnTy -
N N T I P A

n

V'f(x) =Y (Vf(x),v)v;.

J=1
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1.7 Wielomianowy wzrost funkcji

Niech X C R", niech f : R® — R bedzie funkcja klasy €%, k > 2. Méwiemy, ze
funkcja f ma wielomianowy wzrost rzedu ¢, jesli istnieja D € R i a > 0 takie,

7e
|agf(x)y < D(1+ |z[)* dla dowolnych z€ X, i e S" i0<j <Y,

gdzie 8% f(z) jest pochodna j-tego rzedu funkcji f w kierunku wektora 8 w
punkcie z, ¢ < k.

Oczywiscie, kazda funkcja wielomianowa ma wzrost wielomianu /-tego rze-
du dla dowolnego ¢. Przyktadami takich funkcji sa rowniez: funkcje wymier-
ne zdefiniowane na zbiorze R", sin(p(z)), cos(p(x)), gdzie p jestnwielomian,
In(1+p(z)) jesli p przyjmuje tylko wartosci nieujemne. Co wiecej, kazda funkcja
semialgebraiczna klasy € zdefiniowana na zbiorze R” ma wzrost wielomianu

(-tego rzedu dla dowolnego ¢. Funkcja exp nie ma tej wtasnosci.
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Rozdzial 2
Uwypuklanie funkcji

Jedna z metod stosowanych w algorytmach minimalizacji funkcji jest sprowa-
dzenie problemu do funkcji wypuktych, poprzez deformacje danej funkcji do
funkcji wypuklej. Powodem jest to, ze stosunkowo tatwo jest obliczy¢ mini-
mum funkcji wypuktej. Klasycznym podejsciem do uwypuklenia funkcji f na
zbiorach ograniczonych X C R” jest dodawanie funkcji silnie wypuktej b do
funkcji f (patrz np [19], [11] 1 [20] dla funcji kwadratowej b(z) = v|z|, v > 0).
W algorytmach minimalizacji funkcji f wazne jest uzyskanie silnej wypuktosci
funkcji  — b(x — &) + f(x) dla dowolnego & € X i pewnej funkcji b silnie
wypuktej (por. [9]). W tym rozdziale pokazemy, ze w przypadku funkeji do-
datniej na zbiorze zwartym i wypuklym, mozna ja zdefommowaé do funkcji
silnie wypuktlej przez dodanie do niej lub pomnozenie jej przez funkcje silnie

wypukta i dodatnia.

2.1 Uwagi o uwypukleniu funkcji

Fakt 2.1.1. Jesli b : R™ — R jest funkcjq klasy € takg, ze dla dowolnego
zbioru zwartego 1 wypuktego X C R™ oraz dowolnego wielomianu f : R® — R
przyjmujgcego tylko wartosci dodatnie na zbiorze X, istnieje Ny € N takie, ze
dla kazdego N > Ny funkcja p(z) = b (x)f(z) jest silnie wypukta na X, to
funkcja b przyymuge tylko wartosci dodatnie R™.
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Dowad. 7 zatozenia dla f = 1 i dowolnego zbioru zwartego i wypuktego X C
R", istnieje Ny takie, ze dla kazdego N > Ny, funkcja p(x) = bV (z) jest silnie
wypukla na zbioru X. Poniewaz funkcja b jest klasy €2, to z Faktu 1.3.2 dla

dowolnego wektora v € S"~!, mamy

OPWN (2) = N(N — 1)b"2(2)(0,b(x))* + N6V (2)0b()
= Nb"?(z) [(N = 1)(8,b(2))* + b(2)d2b(z)] >0 dlaz € X.

A wiec, b(x) # 0 dla z € R". W zwiazku z tym, z uwagi na ciaglos¢ funkeji
T — b(x), (x,v) = Ob(x), (z,v) — 92b(x), wlasnos¢ Darboux daje teze i
konczy dowdd.

]

Przyklad 2.1.2. Zgodnie z zatozeniami faktu 2.1.1, nie mozemy wymagac,
by funkcja b byta wypukta. Na przyktad dla funkeji b(z) = /1 + |z|?, z € R",
widzimy ze spelia ona teze faktu 2.1.1 (patrz [9, Theorem 5.1]) ale funkcja b

nie jest nawet wypukita.

W dalszym ciagu pracy bedziemy moéwié, ze funkcja f jest dodatnia na

zbiorze X, gdy w tym zbiorze przyjmuje tylko wartosci dodatnie.

Fakt 2.1.3. Jesli b : R® — R jest funkcjq klasy € takq, ze dla dowolnego
zbioru zwartego i wypuktego X C R™ oraz dowolnego wielomianu f : R — R
dodatniego na zbiorze X, istnieje Nog € N takie, ze dla kazdego N > Ny,
funkcja p(x) = b (z)f(x) jest logarytmiczne silnie wypukta na X, to funkcja

b jest rowniez logarytmiczne silnie wypukta na zbiorze X.

Dowaod. Poniewaz funkcja logarytmiczne silnie wypukta jest rowniez silnie wy-
pukta, wiec zgodnie z faktem 2.1.1, funkcja b jest dodatnia na zbiorze R™. Z
zalzenia dla f = 1 i dowolnego zbioru zwartego i wypuklego X C R” istnieje
Ny takie, ze dla kazdego N > N, funkcja ¢(x) = bV (z) jest logarytmiczne
silnie wypukte na zbiorze X. Zatem funkcja Inp(z) = NlInb(x) jest silnie
wypukte na zbiorze X. W konsekwencji In ¢ jest silnie wypukle oraz b jest

logarytmiczne silnie wypukle na zbiorze X. O

Uwaga 2.1.4. Powyzszy fakt nie zachodzi w przypadku funkcji silnie wypu-
ktych zamiast funkcji logarytmicznie silnie wypuktych (patrz przykltad 2.1.2).
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2.2 Uwypuklenie funkcji na zbiorach zwartych

Zalozmy, ze b: R™ — R jest funkcjg klasy %2, u-Silnie wypukla i dodatnia

w kazdym punkcie zbioru R™.
WezZzmy dowolnym zbiér zwarty i wypuklty X C R”. Niech
S = max{b(x) : x € X}.
Wezmy dowolng funkcje f : R® — R klasy 4 dodatnig na zbiorze X. Niech
m, D € R beda liczbami dodatnimi takimi, ze
@) >m, (9sf@)| <D, [2f(x) <D dlazeXigest,

Niech s /D D
N(p,S,m,D) = — <— —i——) + 1.

w\m  m?

Nastepujacy lemat jest wersja lematu 49 z pracy [18] Klaudii Rosiak.

Lemat 2.2.1. Dla kaidego N > N(u,S,m, D) funkcja A\n(x) = b (x)f(z)

jest silnie wypukta na zbiorze X.
Dowdd. Wezmy dowolne N > N(u,S,m, D) oraz z, 5 € R", |f| = 1. Wtedy

OpAn(z) = NV (2) f(2)0sb(x) + b (2)b(2)0s f ()
() = N(V — D6 ~2(z) f(z) (D5b(2))? + 2B (2)0sb(2) 5  (2)
+ N1 (@) f(2)2b(a) + 0V ()0 ().

Zatem dla z € R",

Pn(z)
)\ x 92b(x

— (@) (N(N—l) f(2) (agﬁi))) +2Nazf;))aﬁ [+ ()N () (i))).
Poniewaz b(z) > 0 dla z € R", wiec mamy

OiAn(2) = 0™ (2)A(w),
gdzie

)\’ T 02b(x
M) = V- 1)5e) (2 ) on 280,10y )+ 3 ) S
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Poniewaz f i b sa funkcjami klasy 42, wiec funkcja \ jest réwniez klasy €72.

Wystarczy wiec pokazac, ze

(2.1) A(z) >0 dla z e X.
Istotnie, niech x € X i potéZzmy t = %g). 7 zalozen o funkcjach f i b,
mamy
A@)ENUV—UmM?—MUWL<D+Nm%.
Wyréznik funkeji kwadratowej po prawej stronie powyzszej nieréwnosci ma
postac
AzﬂN%ﬂ—MWN—lM%—D+Nm%>
:4N%Y+ANUV—UmD—4N%N—1mﬂ%
4Nm? SD
—4N?D? — 7nﬁLPVUV—1)—(N¥—U——J
S uwm
4ANm? SD SD S D?
= EIN(N -1 - N2 22 N2
S wm - opm [m?

2 2
AN [ (y_,_SD_SDY\_ sD]
S wm  pm? nm

Zatem, dla N > N(u,S,m, D) mamy A < 0 i w konsekwencji

_MN—Umm%JNmﬂ—D+Nm%>odbteR

To daje (2.1) i koriczy dowod. O

Niech
S'=max{b(z — &) :z, £ € X}.

Z lematu 2.2.1 otrzymujemy

Wnhiosek 2.2.2. Dla dowolnego N > N(u,S’,m, D) i dowolnego & € X funk-

cja
(2.2) Ave(z) = 0" (2 =€) f(x)
jest silnie wypukla na zbiorze X.
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Uwaga 2.2.3. Niech b : R” — R bedzie funkcja p-silnie wypukta, p > 0, oraz
niech X C R" bedzie zbiorem zwartym i wypuklym. Niech f : R" — R bedzie
funkcja klasy €2 i niech D € R bedzie liczba dodatnia taka, ze

05f(z)] <D dlax e X oraz f € 5"

Wowczas dla dowolnego & € R™ oraz
D

N> —,
o

funkcja Wy e : R" — R okreslong wzorem
Une(z) = Nb(x — &) + f(x), =€R",

jest silnie wypukla na X (doktadniej Npu— D-silnie wypukta). Jesli dodatkowo
N > % + 1, to funkcja Wy jest p-silnie wypukta.
Istotnie, wezmy dowolne £ € R". Poniewaz Ny > D, wowczas dla dowol-
nego 3 € S™ 1, mamy
BUne(r) = NGb(x — &)+ 03f(x) > Nn—D>D—-D=0 forzeX.

To daje teze uwagi.

Niech f : R® — R bedzie funkcja klasy €2 przyjmujaca tylko wartosci
dodatnie. Wezmy dowolny zbiér wypukty i zwarty X C R”. Niech m, D € R

beda liczbami dodatnimi takimi, ze

f@)>m, |0sf(x)| <D, |05f(z)|<D dlaxzeXipeSsS

1 /D D?
Nexp(ﬂ7m7D):_(_+ )

w\m m?

Niech

Lemat 2.2.4. Dla dwolnego N > Nexy(f1,m, D) i dowolnego & € R™ funkcja
Ave(z) =0 (x = &) f(x) jest logarytmicznie silnie wypukta na zbiorze X.

Dowdd. Wezmy dowolne § € R". Niech ¢y ¢ = In Ay . Wtedy
Yne(r) =Nnb(x — &) +In f(z), zeR"
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wiec dla dowolnego 3 € S™!, mamy

Is¥ne(x) = NOg(Inb(z — §)) +

oraz

f ()05 (x) — (9sf (x))?
f(z)? ’

W konsekwencji, dla N > Neg, (11, m, D) 1 z € X, dostajemy

r € R"™

Rng(x) = NOG(Inb(x — €)) +

D D?
8§¢N(x)ZNM—E—ﬁ>O, T € R™

Poniewaz 8§¢ ~ jest funkcja ciagla oraz zbior X jest zwartym, wiec otrzymu-
jemy teze. To koriczy dowod. [

2.2.1 Uwypuklanie wielomianow

Niech f € Rx] bedzie wielomianem postaci (1.11). Zalézmy, ze d = deg f.

Wowczas wielomian f mozna przedstawi¢ w postaci (1.12), to znaczy

f=to++fa

gdzie f; jest wielomianem jednorodnym stopnia j lub wielomianem zerowym.

WezZmy dowolne R > 0. Z wniosku 1.6.6 mamy

Fakt 2.2.5. Dia dowolnych 8 € S"™' i x € R" takich, ze |x| < R mamy
(2.3) |05 ()| < Di(f, R) < Da(f, R).
Z uwagi 2.2.3 i faktu 2.2.5 mamy

Whniosek 2.2.6. Jesli b : R® — R jest funkcjg p-silnie wypuktq klasy €° i
N > D2(f,R)/u, to dla kazdego & € R™ funkcja

One = Nb(x — &) + f(x), zeR",
jest silnie wypukta w kuli Br := {x € R™: |z| < R}.
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Niech b : R® — R bedzie funkcja p-silnie wypukla klasy €2, ktéra przyjmu-
je tylko wartosci dodatnie, niech X C R" bedzie zbiorem zwartym i wypuktym

1 niech

S =max{b(z):x € X}, S =max{b(z—¢§):x,£ € X}, R=max{|z|: 2 € X}.

Z lematu 2.2.1 i wniosku 2.2.2 otrzymujemy

Whniosek 2.2.7. Jesl
(2.4) f(x)>m diaxeX
dla pewnej statej dodatniej m, to dla dowolnego

N > N(p,S,m, Dn(f, R))

funkcja
pn(2) =" (2) f(2)
jest silnie wypukta na zbiorze X.
Jesli dodatkowo
N = N(p,S',m, Do(f, R)),

to dla dowolnego & € X funkcja

pre(r) =0V (z =€) f()
jest silnie wypukta na zbiorze X.

Uwaga 2.2.8. Z wniosku 1.6.6 mamy
[f(@)| < Du(f,R) oraz  f(x)+ Dy(f,R) >0 dlaz€R", [z] <R

Zatem, jesli wezmiemy wielomian f = f+ DO(f, R)+ 1 zamiast wielomianu f,
to wielomian f spetnia (2.4) zm = 1, wiec z wniosku 2.2.7 otrzymujemy, ze dla
kazdego N > N (i, S,1, D, (f, R) + D2(f, R) + 1), funkcja oy (z) = bV (z) f(z)
jest silnie wypukta na zbiorze X. Analogicznie jak powyzej z tego samego
wniosku mamy, ze dla dowolnego N > N(u,S’, 1, D,(f, R) + D°(f, R) + 1)

i dowolnego ¢ € X funkcja pne(z) = bV (z — &) f(x) jest silnie wypukla na
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zbiorze X. 7 punktu widzenia celu jaki nam przy$wieca, a mianowicie wy-
szukiwania punktow krytycznych funkcji f, nie ma znaczenia, czy wezmiemy
funkcje f czy f, bo obie te funkcje maja ten sam zbior punktéw krytycznych.
Zatem zalozenie f(z) > m dla x € X mozemy pominaé, biorac f zamiast f

1m=1.

2.2.2 Uwypuklenie logarytmiczne wielomianéw na zbio-

rach nieograniczonych

Dla wielomianu f postaci (1.11) takiego, ze fg > 0 oraz dla kazdego u > 0,

ktadziemy
d(d+1)|[/]|

Apm(f)
gdzie liczba m(f) jest okreslina przed lematem 1.6.4, to znaczy

Nexp,oo(t1: ) =

d—1
m(f) = fae = Y K,
§=0

gdzie K(f) := % Przypomnijmy, ze dla R > 0,

d d
Dulf, ) = maX{ZijjHRj‘l;Zj(j _ 1)||fj||Rj‘2}-
j=1 J=1
Oczywiscie, dla kazdych 3,z € R™ takich, ze |f] =11 |z| < R mamy
(2.5) 0sf(x)| < Du(f. R), 05f(x)| < Du(f, R).

Niech b : R® — R bedzie funkcja logarytmicznie p-silnie wypukta. Z lematu
2.2.4 1 wniosku 1.6.5 mamy

Whniosek 2.2.9. Niech X C R" bedzie zbiorem domknietym i wypuktym. Niech
f bedzie wielomianem postaci (1.11) takim, Ze fqo > 0 oraz istnieje m > 0
takie, ze f(z) > m dla v € X. Wowczas dla kazdego

N > maX{Nexp<:U’7 m, Dn(f, K(f)))> Nexppo(lu’a f>}

oraz dowolnego & € R™ funkcja one(x) = b (x — &) f(x) jest logarytmicznie

silnie wypukta na zbiorze X.
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Dowdd. Wezmy dowolne & € R". Niech ¢y ¢(x) = Inpy¢(z). Wezmy dowolne
B € S""'. Zlematu 2.2.4 otrzymujemy, Ze istnieje p1 > 0 takie, ze 93¢y ¢(x) >
pr dla z € X, |z| <K(f). Poniewaz

2 r) = 21 b(z — 3[23]“(:5)_ 9sf () ’ " n
ila) = Nof(b(o - ) + o) (L) s,

zatem z wniosku 1.6.5 istnieje pp > 0 takie, Zze 0ZYne(x) > po dla z € X,
|z| > K(f). To koriczy dowod. O

2.2.3 Wielomiany o wspoélczynnikach catkowitych

W przypadku zastosowania powyzszych wynikoéw wazne jest oszacowanie liczb
faxs, m = min{f(z) : © € X} i R = max{|z| : z € X} dla wielomianu
f oraz zbioru semialgebraicznego, zwartego i wypuktego X C R". W przy-
padku, gdy f oraz wielomiany opisujace zbior X maja wspotczynniki catkowi-
tych, powyzsze liczby mozna efektywnie oszacowac¢. Dokladniej, niech X C R",

n > 2, bedzie zbiorem semialgebraicznym i zwartym postaci
(26) X = {I e R"™: gl(l’) = 07 s ng(x) = 07gl+1(‘r) > 07 ce 79k<x) > 0}7

gdzie g1, ..., gx € Zlz]. Przy powyzszych oznaczeniach, G. Jeronimo, D. Per-

rucci, E. Tsigaridas in [6] udowodnili, ze

Twierdzenie 2.2.10. Niech f,q1,...,gx € Zlz| bedg wielomianami ze stop-
niami ograniczonymi przez liczbe catkowitq parzystq d i wspotczynnikami o
wartodci bezwzglednych nie przekraczajacych H, i niech H = max{H, 2n+2k}.
Jesli f(x) >0 dla x € X oraz zbior X postaci (2.6) jest zwarty, to

PR, —n2"d™
fla) > (2 sz) dla z € X.

Z twierdzenia 2.2.10 mamy

Wnhniosek 2.2.11. Niech f € Z[x] bedzie wielomianem jednorodnym o stopniu
ograniczonym przez liczbe catkowitq parzystq d © wspotczynnikach o wartosciach
bezwzglednych nie przekraczajacych H, i niech H = max{H,2n + 2}. Jesli
f(z) >0 dla|z| =1, to

o —n2ndn
fla) > (24‘5Hd") dla |z| = 1.
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Z twierdzenia 2.2.10 otrzymujemy natychmiast (patrz |8, Theorem 2.7])

Twierdzenie 2.2.12. Niech X C R" bedzie zbiorem semialgebraicznym zwar-
tym i wypuktym postaci (2.6) i niech f,qg1,...,gx € Z[z] bedg wielomianami o
stopniach ograniczonych przez liczbg catkowitq parzystq d i wspotczynnikaach

o wartosciach bezwzglednych nie przekraczajgcych H. Biorgc

b(n,d, H,k) = (2% max{H,2n + 2k}a") """
oraz
R= \/[b(n + 1, max{d, 4}, H k+2)] " — 1,
mamy
27) max{|z|:z € X} < R.
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Rozdzial 3

Uwypuklenie funkcji na zbiorach

nieograniczonych

W tym rozdziale przedstawimy uwypuklenie funkcji przez funkcje logaryt-
micznie wypukte na zbiorach nieograniczonych. Doktadniej, niech b : R™ — R

bedzie funkcja logarytmeznie silnie wypukla klasy €%, k > 2 i niech
0 = argming., b, b(0) = 1.
Niech f :R" — R bedzie funkcjg klasy €% oraz niech X C R" bedzie zbiorem

nieograniczonym, wypukim i domknietym.

W tym rozdziale pokazemy réznice miedzy uwypukleniem funkeji f na zbio-
rze X przez dodanie do niej funkcij b i pomnozenie jej przez funkcje b. Pokaze-
my, ze jesli funkcja f jest wielomianiem dodatnim na zbiorze R", ktorego forma
wiodaca jest dodatnia poza poczatkiem ukltadu wspoélrzednych, to istnieje jed-
noznacznie obliczalna liczba N > 1, taka, ze dla dowolnego ¢ € R”, funkcja
one(x) = b(N(x —§£))f(x) jest silnie wypukta na zbiorze X. Zauwazymy, ze
nie mozna tego uzyska¢ dla funkcji oy ¢(z) = b(N(z —§)) + f(x).

3.1 Uwagi o uwypuklaniu funkcji przez dodanie

funkcji silnie wypuklej
Bezposrednio sprawdzamy, ze zachodzi nastepujacy fakt [por. uwaga2.2.3].
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Fakt 3.1.1. Niech b : R™ — (0, +00) bedzie funkcjq u-silnie wypuktq klasy €2,
Niech X C R"™ bedzie zbiorem zwartym i wypuktym oraz niech f : R — R
bedzie funkcjq klasy €*. Niech C € R bedzie statq takg, ze 03f(x) > C dia
dowolnego = € X i dowolnego B € S"~'. Wowczas dla dowolnych N > —C/u
1§ € R, funkcjg ¢ne : R — R okreslong wzorem

(3.1) dne(x) = Nb(x — &) + f(x), xe€R",
jest silnie wypuktq na zbiorze X (doktadniej Np + C-silnie wypukta).

Powyzszy fakt jest trudno zastosowaé¢ w przypadku zbioréw nieograniczo-

nych. Mianowicie mamy

Fakt 3.1.2. Niech b: R™ — (0,+00) bedzie funkcjq wypuktq klasy €2, Niech
X C R” bedzie zbiorem wypuktym i domknietym, niech f : R™ — R bedzie
funkcjq klasy €2 i niech N > 0. Jesli dla kazdego & € X funkcja ¢y ¢ okreslona

wzorem (3.1) jest wypukta na zbiorze X, to
oo (&) = NOZb(0) + D3£(€) > 0 dla kazdego B € S,

W szczegolnosci pochodne agf, B € S"L sq wspdlnie ograniczone od dotu na

zbiorze X.

W zwiazku z powyzszym, fakt 3.1.1 mozna przeniesé do przypadku zbioréw
nieograniczonych tylko przy zatozeniu, ze pochodne kierunkowe drugiego rzedu

f%f, € S™ 1 sg ograniczone od dotu na zbiorze X.

Przyklad 3.1.3. Latwo jest sprawdzi¢, ze wielomian
fla.y) =" =y +2" +1

nie spelnia tezy faktu 3.1.2. Istotnie, %(O,y) = —44? nie jest ograniczone
od dotu. Tak wiec, funkcja ¢n¢ nie jest wypukla w R? dla zadnej funkcji
wypuktej b. Nie mozna tego naprawi¢ nawet przy zalozeniu, ze funkcja b jest

logartmicznie p-silnie wypukta.

Aby uzyskaé¢ funkcje silnie wypukla, na zbiorze nieograniczonym, przez do-
danie do niej funkcji silnie wypuktej, musimy dotaczyé wspoétezynnik zalezny
od &. Musimy przy tym zakladaé, ze funkcja b jest logarytmicznie silnie wypu-

kta. Pokazuje to nastepujacy przyktad.
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Przyklad 3.1.4. Rozwazmy wielomian f z przyktadu 3.1.3 i niech b(x,y) =
22 4+ y? + 1. Funkcja b jest 2-silnie wypukla, natomiast dla dowolnej funkcji
g(&), funkcja ¢ (z,y) = g(€)b((z,y) — &) + f(z, y) nie jest wypukta na zbiorze

R2. Istotnie, dla dowolnego ¢ € R? mamy 828(35 (0,y) = 29(¢) — 4y* — —oo gdy

Yy — 00.

Przy zatozeniu, ze funkcja b jest logarytmicznie p-silnie wypukta, a funkcja
f jest wielomianem, w paragrafie 3.2, pokazemy ze dla dowolnego ¢ € R"
funkcja ¢¢(x) = Nb(&)b(z — &) + f(x) jest p-silnie wypukla na zbiorze R”, dla
pewnej efektywnie wyliczalnej liczby N (patrz lemat 3.2.5, por. lemat 3.2.1).

Zauwazmy, ze wielomian f w powyzszych przyktadach przyjmuje tylko war-
tosci dodatnie, a forma wiodaca fi(x,y) = (22 — y?)? + 2 przyjmuje réwniez
tylko wartosci dodatnie w zbiorze R?\ {(0,0)}. W twierdzeniu 3.3.3 pokazemy,
ze przy tych zalozeniach mozna uzyskac silna wypuktosé (nawet logarytmicznie
silna wypukts¢ ) funkeji f poprzez pomnozenie jej przez funkcje logarytmicznie
silnie wypukta b (bez dodatkowych czynnikoéw zaleznych od &). Sposob uzy-
skania funkcji wypuktej z danego wielomianu na zbiorze ograniczonym przez
pomnozenie go przez funkcje silnie wypukla zaproponowano w [9] i w [8] —
przez pomnozenie go przez funkcje logarytmicznie silnie wypukta b(x) = el=l’.
W tym przypadku potrzebujemy réwniez dodatkowych zatozeri dla wielomianu

f. Mianowicie mamy

Fakt 3.1.5. Niech b: R™ — (0, +00) bedzie funkcja u-silnie wypuktq klasy 6>
takq, ze 0 = argming, b, niech X C R" bedzie zbiorem wypukiym i domknietym
oraz niech f: R™ — (0,400) bedzie funkcjq klasy €*. Niech

pne(r) = bN(z = &) f(x),

gdzie N > 0.

(i) Jesli dla dowolnego & € X funkcja o ¢ jest Scisle wypukta na zbiorze X,
to CO3f(x) > —f(x) dla dowolnych x € X i f € S"~' i pewnej statej C' > 0.
(i) Jesli fankcja b jest logarytmicznie p-silnie wypukta i C’@Ef(x) > —f(x)
oraz Cf(x) > |0sf(z)| dla dowolnych x € X, B € S"! i pewnej statej C' > 0,

to dla N > \2/—% + c%u funkcja on ¢ jest scisle wypukta na zbiorze X.
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Dowdd. Istotnie, przy zalozeniach punktu (i),

(3:2) Opne()
= N?95b(N(z —¢€))f(x) + 2N Osb(N (2 — €))0p.f (x) + b(N (z — €))05.f (x) = 0

dla dowolnych z,& € X i 8 € S"!. Poniewaz 0 = argming, b, wiec mamy
J3b(0) = 0. Stad biorac £ = x otrzymujemy (i).
Zgodnie z zalzeniami (ii), wykorzystujac wlasnosci funkeji logarytmicznie

silnie wypuktych (patrz wniosek 1.4.3 w paragrafie 1.4) otrzymujemy

Ppwela) 21(a) (VRN (z - )) = 2NCIOMN o — )] = Nz~ )

> f(2)93b(N (x — €)) (N2 Xy i) >0

n—1 2¢ | 1 T
dlaz, (e X, fes orazN>\/—ﬁ+C—M. To daje (ii). ]

W przypadku tej metody naturalne jest zaltozenie, ze funkcja f przyjmuje
tylko wartosci dodatnie. Istotnie, z dowodu w pnkcie (i) fakt 3.1.5, otrzymuje-

my

Fakt 3.1.6. Niech b: R™ — (0, +00) bedzie funkcjq u-silnie wypuktq klasy €>
takg, ze 0 = argming. b, niech X C R" bedzie zbiorem wypuklym oraz niech
[ R™ = R bedzie klasy 2. Jesli funkcja oy ¢ jest wypukta na zbiorze X dla
pewnego & € X i wystarczajgco duzej liczby N > 0, to f(x) >0 dla x € X.

Dowdd. Gdyby f(z) < 0, to dla dostatecznie duzych N mieliby$my
N?93b(0) f () + b(0)03 f (x) < 0,

bo 95b(0) > p. To jest niemozliwe, bo z (3.2) dla § = = € X oraz 8 €
571, mamy N?93b(0) f(x) 4 b(0)03f(z) > 0. Otrzymana sprzecznosé koriczy
dowdd. ]

Mozemy tatwo sprawdzi¢, czy wielomiany przyjmujace tylko wartosci do-
datnie i ktorych formy wiodace przyjmuja tylko warto$ci dodatnie poza zerem

w R", spelniaja zalozenie faktu 3.1.5 (i) oraz teze (ii). Dla logarytmicznie;

o4



p-silnie wypuktej funkeji b i wielomianu f przyjmujacego tylko dodatnie war-
tosci, ktorego forma wiodaca przyjmuje tylko wartosci dodatnie w R™ \ {0},
w twierdzeniach 3.3.1 i 3.3.3 pokazemy silna wypuktosé (odpowiednio logaryt-
micznie silna wypuklosé ) funkeji gy ¢(x) = b(N(z —&)) f(x) na zbiorze X dla
dowolnego £ € X i pewnej efektywnie obliczonych N.

3.2 Uwypuklenie funkcji przez dodanie funkcji
logarytmicznie silnie wypuklych

Niech X C R" bedzie zbiorem wypuklym i domknietym i niech f : R* — R

bedzie funkcja klasy €%, k > 2, posiadajaca wzrost wielomianu drugiego rzedu

(3.3) 03f(2)| < D(1+|z)* dlaxeXipes

dla pewnych D > 01i«a € N.
Niech b : R® — R bedzie funkcjg klasy 6 i logarytmicznie u-silnie wypu-
kta, p > 0. Zatozmy, ze 0 = argming. b 1 b(0) = 1.

Lemat 3.2.1. Niech

(3.4) Mg =2 (1 + 1+ \/g)aﬂ

Wowczas dla dowolnego & € R™ funkcja ¢¢ : R™ — R okreslona wzorem

Pe(x) = N([ED)b(z — &) + f(x), = eR",

jest silnie wypukta na zbiorze X (doktadniej p-silnie wypukta).
Dowdd. 7 faktu 1.4.4, dla dowonych 8 € S* 1 iz, £ € R® mamy

ORb(x — ) > pexp (Slo = &) = wexp (5 (1l - 16)?)

wiec z zalozenia o funkcji f, mamy

OBoe(z) = N(ehuesp (S(la| - 6)?) = D(1 +al)™

Wystarczy wiec pokazac, ze
p o
N(ehexp (S(le] = Ig)?) = DO+ o)) > o
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Poniewaz exp (4 (|z| — [£])?) > 1 oraz p > 0, wiec wystarczy pokazac, ze
D(1+ |z|)~

(3:5) NIED 2o (5l = 6?)

+ 1.

Wezmy funkcje
D(1 @
(1+7) r > 0.

" opexp (B —1€)?) T

Bezposrednio sprawdzamy, ze najwicksza wartoscig funkcji h jest

D(l —+ Tl)a

h(r)

h(rl) = )
pexp (5(r —[€])?)
gdzie
6l =1+ /(g + 17 + o
T = > 0.
2
Poniewaz
5 (s|+1+\/<s|+1>2+45)“
2 D o [’
B0 = g1+ ez 3\ * SE((HHIH\/E) ’
—[El=144/(I€1+1)2+
)
wiec otrzymujemy (3.5) i w konsekwencji dostajemy teze. O

Uwaga 3.2.2. Poniewaz,

4o
0< ~(lgl+ 1)+ 08+ 12+ 22 50, as el -
wiec widzimy, ze oszacowanie w (3.6) jest asymptotycznie optymalne.

Niech N : R®™ — R bedzie funkcja okreslona wzorem (3.4). Okreslamy
funkcje Ny : R™ — R, wzorem

3.7) MNME)=NW|L+1) = % (WJr 1+ \/g)a +1.

Oczywiscie, N1(&) > N(|¢]) dla £ € R oraz funkcja Ny jest klasy €. Niech
¥ R™ x R" — R bedzie funkcja okreslona wzorem

(& x) = Ni(§b(x — &) + f(z), ({z) € R" xR™
Biorac v¢(x) = ¢(€, z). Z lematu 3.2.1 mamy
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Wnhniosek 3.2.3. Dla dowolnego § € R" funkcja ¢ jest p-silnie wypukta na
zbtorze X.

Poniewaz funkcja b jest logartmicznie silnie wypukta, to istnieje R > 0
taka, ze b(§) > N(|¢]) dla |£] > R. Tak wiec z lematu 3.2.1 tatwo otrzymujemy

nastepujacy wniosek.

Whniosek 3.2.4. Istnieje liczba N > 0 taka, ze dla dowolnego & € R™ funkcja
e : R* — R okreslona wzorem ¢(x) = Nb(&)b(x—&)+ f(x) jest silnie wypukta
na zbiorze X.

Aby uzyskaé efektywne oszacowanie dla statej N we wniosku 3.2.4, musimy

jednak powtorzy¢ dowod lematu 3.2.1. Mianowicie mamy

Lemat 3.2.5. Niech

D 202 4 2 2
(3.8) N>—exp(i+—a+a+—+—2+2 g).
« [ IV N p

Wowczas dla dowolnego £ € R™, funkcja ¢ : R" — R okreslona wzorem

e(x) = Nb(E)b(x — &) + f(x)

jest

I Y2 (20‘2+ 0 a2y +2\/E) Ini K
1= 1In — a+—+ — — | — silnie wypukta
D [T N/ I

na zbiorze X.

Dowdd. Wezmy dowone € S"~'. Mamy 93[b(§)b(z — &)] = b(§)zb(x — &),
wiec z faktu 1.4.4,

FRIb()bla — )] Zpexp (

> [Lexp (

(o — €+ 1¢%))

(3.9)
(It~ 1€D? + I€1))

==

dla dowolnych £ €e R" i x € X.
Zauwazmy, ze dla dowolnych £ e R" iz € X,

(3.10) Iptoe() = pu.
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Istotnie, z zalozenia o funkcji f oraz z (3.9) widzimy, ze wystarczy pokazaé, ze
dla (§,z) e R" x X,

N
(1+ o) < = exp (5 (U2l =€) + 1)
réwnowaznie, ze
N
aln(L+ J]) < In = + & ((le] = [€)? + 1)

D
Niech r = |z|. Biorac

A(r) = —aln(L+ 1) + I+ 5 (= e 1) >0,

widzimy, ze h'(r) = + p(r — |€]) a wiec bezposrednio sprawdzamy, ze

1+r
minimalna warto$¢ funkcji h jest osiagnieta w punkcie

=y (I -1+ -l el + ).

Oznaczmy A = \/(1 —[€])2 + %(|£| + a). Wowczas

2 «
A < i

wiec dla kazdego r > 0 mamy

h(r) > h(ro) _mN— L H ((r0 —1€1)* + €*) — aIn(1 + ro)

D
w0 << -l A7 |g|2) “amn (WTHA)

>In N——|— \5|2 alf] —aA+aln2
N;LQ 9 2 «
i +§K|—Mﬂ—a<kﬂﬂ+7ﬁKHiHﬂvg)

N p2e 2 2
>1In g +g|§|2—<2a—|——>|§|—a———2 e

N p2e 20/ 4o 2
>1In — +—+a+—+2
D u\/_ p?

Stad dla statej N spetnionej (3.8) otrzymujemy, ze (3.10) zachodzi. Co daje
teze. O

>1n
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3.3 Uwypuklenie wielomianéw
przez pomnozenie ich przez funkcje

logarytmicznie silnie wypukta

Niech f € R[z] bedzie wielomienem postaci (1.11) stopnia d i niech
f=fot+fa

gdzie f; jest wielomianem jednorodnym stopnia j lub zerem. Przypomnijmy,
ze fae = minpg— fa(z). Oczywiscie fg. > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy forma
wiodaca fy wielomianu f przyjmuje tylko wartosci dodatnie w R™ \ {0}.
Niech b : R® — R bedzie funkcja logarytmicznie pu-silnie wypukla klasy €%,
k > 2. Zalozmy, ze
0 = argming. b 1 b(0) = 1.

Niech
|| fa— 1H+ ||fd||
K = 2max
fd*

1
2(j+2 i+1)(j+2 3
(15l + 22| fy || + 2| o] 7

1%?251)(—2 fax

Twierdzenie 3.3.1. Zalozmy, ze fg. > 0 oraz istnieje m > 0 takie, Ze
(3.11) flz) >m dlax e R™.

Wowczas dla dowolnego

(312) N >2ma {%Z?;(l)(j‘F D] fizall - K7
. X

\/ ZJ OJ+ (]+2)||fg+2|| Ki+1

oraz dla dowolnego £ € R™ funkcja pne : R" — R okreslona wzorem

pe(r) =b(N(z =€) f(x)

jest p-silnie wypukta w R™.
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Dowdd. Wezmy dowolne 8 € S*~!ix € R*. Mamy

Ospe(r) = N?O3b(N (v =) f(2)+2N05b(N (v —£))0p f (x) +b(N (2 —¢)) 95 f ().

Wowezs, z lematu 1.6.1 i wniosku 1.4.3,

O2pe(x) >N202b(N(x — €)) faulz|” — N292b(N Z||f]|| |7
d—1
N G+ Dl fisal] - )
Vi M Z a
d—2
——ag N G+ + 2 fisall - |2
7=0

=93b(N (z — €))gn(|]),

gdzie

2d _
g (t) = N2futl — (N2||fd_1|| ; N—||fd||) o

Vi
d—2 ) )
2 2(j +2) G+ +2) ;
_Z(N /511 + N N ||fj+1ll+7|lfj+gl|)t

Zatem 62(,05(@ > p wtedy i tylko wtedy, gdy gn(|z|) > 1. Oznaczmy wspot-
czynnik wielomianu gy — 1 przy t977 przez gy ;. Zauwazmy, ze wielomian gy —1
nie ma zer t takich, ze |t| > Ky, gdzie

Ui
g /3

gn,

Ky =2 max
1<j<d

Poniewaz gno = N2 fg > 0, wiec gn(t) —1 > 0 dla [¢| > Ky i w konsekwencji
(3.13) Dpe(z) > p dla|z| > Ky.
Zauwazmy, ze dla kazdego N > 1,

(3.14) Ky < K.
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Faktycznie,

N?|| fa- 1||+‘pV =] fall
Ky = 2max

N2fd* ’

1/3
N2 f51] + VDGR £ e
19750 N2fd* =T

To daje (3.14).
Z (3.13) i (3.14) mamy
(3.15) 82@5(@ > dla|z] > K.
Aby zakoriczy¢ dowod, wystarczy pokazaé, ze
(3.16) Ppe(z) > p dla|z] < K.
Podobnie jak na poczatku dowodu dla |z| < K, wobec (3.11), mamy

Fhpe() > (N (z — E)h(N).

gdzie h jest funkcja kwadratowa postaci
d—1 d—2

2 1
h(N) = N*m — N—3(j K= =S+ 1) ol K
(N) m \/ﬁ;UﬂLl)HngH M;(J+1)(3+2)HJZ+2H

Zatem analogicznie jak powyzszej, dla dowolnej liczby N spelniajacej (3.12)
mamy h(N) > 11w konsekwencji (3.16). To konczy dowod. O

Uwaga 3.3.2. W Twierdzeniu 3.3.1 wykorzystalismy funkcje b(Nz) do uwy-
puklenia wielomianu f. Podobne wyniki uzyskano w [9], gdzie uzyto funkcji
bN (x) dla b(x) = exp(|x|?). Z Faktu 1.4.4 zauwazmy, ze b(Nz) odpowiada wzie-
ciu funkcji bV’ (). Widaé to wyraznie, gdy wezmiemy funkcje b(z) = exp(|z|?).
Co wiecej, b(Nx) jest N2 pu-silnie wypukla, a b (z) jest N pu-silnie wypukla, pod
warunkiem, ze funkcja b jest logarytmicznie p-silnie wypukta, a 1 to minimalna
wartosé funkcji b.

Oznaczmy K = % Niech

d d—2 d—1 2
A= NAIEY G+ 1) + 2 fal [ K72+ (Z j+1) ||fj+1\|K]> :
j=0 j=0 Jj=0

Podobnie jak w twierdzenie 3.3.1 dowodzimy nastepujacego twierdzenia.
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Twierdzenie 3.3.3. Zatozmy, ze fq4 > 0 oraz istnieje m > 0 takie, Ze zachodzi

(3.11). Wowczas dla dowolnego

7 sz{\/iﬂv 7|2 - 1) H}
mu ft

oraz dowolne £ € R™, funkcja one : R* — R okreslona wzorem ¢y¢(v) =

b(N(x —&))f(x) jest logarytmicznie p-silnie wypukta w zbiorze R™.

Dowaod. Poniewaz b jest funkcja logarytmicznie p-silnie wypukta, to dla dowol-
nych z € R"i 8 € S" ! mamy

) DN (z = €)FZB(N (z = €)) = (Isb(N(« = )))*
(3.18) lnpne(r) =N 5 EIICET3)

@A)~ @of @) | f@)P8F) - (0:4(2))
@) = ' F@)

+

7 Faktu 1.6.1,

Z 1 £l Z (7 + DG + 2l flll2]

d—1 2
(Z j+1) Hfa+1|!|93|])

j=0

f(@)05f(x) = (0 ()
f*(x)

Wowcezaz z (3.11),

f(2)9*f(x) — (95 ()’
f*(x)

a poniewaz K > 1, wiec z faktu 1.6.1 mamy

| f1]?d(2d — 1) 2
< < d(2d — 1) dl > K.
= (falzl = A1) T 1Pt ) dla el 2

f(2)9*f(x) — (95 (x))’
f*(x)

W konsekwencji, z (3.18), dla N spelniajacego (3.17) otrzymujemy
Inpne(r) > p. To daje, ze funkcja @y jest logarytmicznie p-silnie wy-
pukta w R”. O
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Uwaga 3.3.4. W pracy [9], Example 3.6 pokazano, ze bez zalozenia fg. >
0, tezy powyzszych dwoch twierdzeni nie zachodza. Dokladniej, dla b(z) =
exp(|z]?|) oraz f(z,y,z) = (y* + 22+ 1)[(a® — 1)* + (yz + 1)® + y?] tezy nie
zachodzg.

Uwaga 3.3.5. Mozliwe jest poprawienie oszacowan N w twierdzeniach 3.3.1
i 3.3.3 za pomoca funkcji b logarytmicznie silnie wypuktych ¢-tego rzedu. Nie

mozemy jednak pominaé zatozen dotyczacych funkeji f.
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Rozdzial 4

Odwzorowanie
§ — argmin, < p(N-b(z — &) + f(z))

Niech f : R"™ — R bedzie funkcja klasy €%, k > 2. Wezmy r € R i zalézmy, ze
zbior
Xp<r ={z e R": fz) <7}
jest ograniczony i niepusty. Niech R¢<, bedzie promieniem zbioru Xy<,, t.j.,
Ry, = sup{|z| : 2 € X<, }.
Wezmy dowolne R > R¢<, i niech

Br ={z e R": |z| < R}.

Poniewaz X<, # (), mamy R¢<, > 0 a wiec, R > 0.
Niech Dy € R bedzie liczba dodatnia taka, ze

(4.1) 05f(x)| < Dg dla z € Bg, €5

Przypomnijmy, ze S"! = {x € R" : |z| = 1}.
Dla uproszczenia zapisu niech b : R* — R bedzie funkcja klasy €%, k > 2,
ktora jest p-silnie wypukta, p > 0, taka, ze

(4.2) 0 = argming. b 1 b(0) = 1.
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Niech N bedzie liczbg taka, ze

(4.3) N>Pr g
L

Zgodnie z uwaga 2.2.3 dla dowolnego ¢ € Bg funkcja

¢ne(e) = Nb(z — &) + f(x)

jest p-silnie wypukta na zbiorze Bg. Niech ky : Bg — Bpr bedzie odwzorowa-

niem okreslonym wzorem

(4.4) kn(§) = argming, éye € Br dla § € Bg.

4.1 Wlasnos$ci odwzorowania sy
Fakt 4.1.1. IiN(XfST) C Xf§r~

Dowdd. Wezmy dowolne ¢ € By, oraz niech © = ry(§). Wowczas ¢ne(x) <
dne(€) 1w konsekwencji Nb(z — &) + f(z) < Nb(0) + f(€). Poniewaz, z (4.2),
b(0) < b(x — &), wiec mamy f(z) < f(£), co daje teze i konczy dowod.

Lemat 4.1.2. Funkcja kn|x,_, jest klasy ¢rL.

Dowdd. Wezmy dowolne £ € Xy<,. Zauwazmy, ze punkt x = ky(§) spelnia

nastepujac uktad rownan
(45) V(ﬁN,f(l') =0.

Istotnie, zgodnie z wyborem R mamy min{f(z) : |z| = R} > r, wiec,
X¢<r C Int By a z faktu 4.1.1, ky(§) € Int Bg. Zatem x spelnia (4.5). Ponie-
waz jakobian (w odniesieniu do z) ukladu réwnan jest rowny hessjanowi ¢ ¢
wiec Jacobian jest niezerowy w punkcie x, poniewaz macierz Hessego funkcji
¢n,¢ ma tylko dodatnie wartosci wlasne (patrz fakt 1.3.1). Stad i z twierdzenia

o funkcji uwiktanej dostajemy teze. m
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Lemat 4.1.3. Odwzorowanie
(4.6) EN|xpe, 1 Xp<r = kv (Xp<r)

jest dyfeomorfizmem klasy €% !.

Dowdd. 7 lematu 4.1.2, odwzorowanie (4.6) jest klasy €*~1. Wezmy dowolne
¢ € X<, 1 niech z = ky(§). Zgodnie z dowodem lematu 4.1.2 z (4.5), mamy

(4.7) NVb(x — &)+ Vf(z) =0,

gdzie Vb(x — &) jest gradientem funkcji b(x — &) wzgledem z. Zatem z faktu
1.2.3, punkt £ jest jednoznaczenie wyznaczony przez x. W konsekwencji od-
wzorowanie (4.6) jest bijekcja , a wiec jest homeomorfizmem, poniewaz zbior
Xy jest zwarty a odwzorowanie ky — ciggte. Do zakoiniczenia dowodu wy-
starczy pokazaé, ze odwzorowanie (/ﬁjN|Xf§r)7l t kN (Xf<r) = Xp<, jest klasy
¢ 1. W tym celu wystarczy pokazaé, ze jakobian wzgledem ¢ uktadu row-
nan (4.7) jest niezerowy dla dowolnego (z,&) € X<, X kn(Xy<,) takiego, ze
¢ = kn(z). Wynika to z faktu, ze jakobian w odniesieniu do £ tego uktadu
rownan jest rowny hessjanowi funkcji —Nb(x — &), wiec nie zeruje sie nigdzie
w zbiorze Xs<,. W konsekwencji (H, Nlx; gr) - jest odwzorowaniem klasy €%,

co kéonczy dowod. O

Przypomnijmy, ze > ; oznacza zbiér punktéw krytycznych funkeji f.

Lemat 4.1.4. Zbiorem punktow statych odwzorowania kn|x,_, jest XyNXj<,.

Dowdd. Niech & € X<, bedzie punktem stalym odwzorowania ry|x r<rr WOW-

czas, analogicznie jak w dowodzie lematu 4.1.3, mamy Vo ¢(§) =0, t.j.
NVb(0)+ Vf(E) =0.

Poniewaz 0 = argming, b, to mamy Vb(0) = 0, wiec Vf(£) =01 € . Niech
teraz & € X<, bedzie punktem krytycznym funkcji f oraz niech z = ry(§).
Woéwcezas x jest jedynym punktem w zbiorze X<, dla ktorego Von¢(x) = 0.
Poniewaz Voy¢(§) = 0, wiec mamy = x i £ jest punktem stalym odwzoro-

wania Ky|x;., - O
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Whiosek 4.1.5. Jesli € € Xy, \ S5 oraz x = ry(€), wtedy
(48)  Ooef(§+ 1tz —&)) = (V[ +tx =),z —& <0 dlate0,1],
x &% i funkeja

fea 10,1 2t f(E+t(z—§) ER

jest scisle malejgcea. W szcezegolnosci cigg f(k%(£)), v € N, jest $cisle malejgcy,

a cigg kK% (§), v=0,1,..., jest réznowartosciowy oraz
k(&) €2y dlav=0,1,....

Dowdd. Poniewaz § ¢ ¥, wiec zgodnie z lematem 4.1.4 mamy x # £. Poniewaz
punkt z jest jedynym punktem w zbiorze X;<,, w ktorym ¢y, przyjmuje
minimalng warto$¢ w zbiorze X;<,, wie¢ (4.7) zachodzi t.j., NVb(x — &) +
V f(z) = 0. Poniewaz x — £ # 0, wiec mamy Vb(z — &) # 0. Zatem

(4.9) Vf(z) 0.

Ponadto, funkcja
0,131 = ¢ne(€+t(z —¢)) €R

jest silnie wypukta z minimalng wartoscia w punkcie 1, wiec jest Scisle malejaca

i jej pochodna nie ma zer w zbiorze (0, 1). W koncekwencji, dla § = ﬁ mamny
Oppne(E+t(x—€)) <0 dlate(0,1).
Z drugiej strony dgb(t(x — ¢£)) > 0 dla t € (0, 1] oraz
ppng(x) = NIgb(z — €) + 9sf (x),

wiec Opf(€ +t(x —&)) < 01 w konsekwencji (4.8) zachodzi. W szczegdlnosci
x ¢ Xy. Co wiegcej, funkcja fe, jest Scisle malejgca. Druga cze¢S¢ wniosku jest

tatwa konsekwencja powyzszego, co koniczy dowod. O]

Uwaga 4.1.6. Poniewaz funkcja ¢n¢ jest p-silnie wypukla dla dowolnego
£ € Xy<r, wige

Lle = mn (O < F() = f(an(€)) < Ol = ra(8)]
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dla pewnej statej C' > 0.

Istotnie, nieréwnos¢ po prawej stronie wynika z tego, ze funkcji f jest lip-
schitzowska na zbiorze X ;<,. Poniewaz Vo ¢(kn(€)) = 0 oraz b(0) < b(z—¢),
wiec zgodnie z definicja silnie wypuklej ¢y ¢ otrzymujemy Nb(0) + f(§) >
Nb(rn(§) = &) + f(rn(§)) + 51§ — rn (), co daje tezg uwagi.

4.2 Iteracje odwzorowywania Ky
Wykorzystwjac pomyst z [9, Section 7| otrzymujemy nastepujacy algorytm
zblizeniowy dla funkeji klasy € na zbiorach wypuklych (por [17]).

Twierdzenie 4.2.1. Jesli funkcja f : R® — R jest semialgebraiczng klasy €
spetniajacq (4.1) oraz N spetnia (4.3), wowczas dla dowolnego £ € X<y :

(a) szereg

(4.10) > " dist (k% (&), T F(RETE))

jest zbiezny.

(b) istnieje stata C' > 0 taka, ze

(411)  [KRE) — wR(O)] < Cdist(ky (), f T (F(85(€))), v=0,1,...

w szczegolnosci szereq

(4.12) DR = RE (O

jest zbiezny.
(c) punkt graniczny lim, o k% (§) istnieje i nalezy do zbioru Xy.

(d) szereg Y4 VI (R5(€)) jest biciny.

(e) krzywa e : [0, +00) = X<, okreslona wzorem

(4.13) Ye(t) = K3 (&) + (t = v)(R(€) — K (€) dlat € [v,v+1)

ma skoriczong dtugosé rowng (4.12), a funkcja f o e : [0,400) — R jest
malejgca. Jesli dodatkowo & & X¢, to funkcja f o e jest Scisle malejqca.
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Dowdd. Wezmy dowolne ¢ € Xjy<,. Czes¢ (e) wynika bezposrednio z (b) i
wniosku 4.1.5. Wystarczy wiec udowodnic¢ (a), (b), (c) i (d).

Niech & = €1 &1 = k% (&) dlav =0,1,.... Wowcezas &,,1 = ky(§,) dla
v=20,1,....

Wykorzystujac monotonicznosé ciagu f(&,) (patrz wniosek 4.1.5) i zasade
poréwnania (patrz |9, Lemma 7.7|) otrzymujemy, ze szereg (4.10) jest zbiezny
(patrz dowod |9, Theorem 7.5]). To daje (a).

Udowodnimy czesé (b). Niech a, € f~1(f(&,)), v = 1,2,..., bedzie takie,
z7e

dist(&,, f_l(f(gwrl)) =& — ay4a].
Wtedy z definicji &,, mamy

Nb(y1 — &) + f(§vr1) < Nb(avy1 — &) + flavgr)-

Poniewaz f(a,+1) = f(§,41) > 0, wigc mamy

(414) b(flﬂrl - 51/) S b(au+1 - fu)

Zgodnie ze zbieznoscia szeregu (4.10) mamy lim, . (a, 11 —&,) = 0, a w konse-
kwencji, lim,_,(&,11—¢&,) = 0, poniewaz punkt 0 € R" jest jedynym punktem,
w ktorym funkcja b przyjmuje minimalna wartosc.

Wezmy rozwiniecie Taylora funkcji b w punkcie 0 € R™ (przypomnijmy, ze
Vb(0) = 0),

b(x) = b(0) + %xTHb(O)x + Rs(z),

gdzie Hy(0) jest macierza Hessego funkcji b w punkcie 0 oraz |R3(z)| < M|z|* w
pewnym otoczeniu U punktu 0 dla pewnej statej M > 0. Wobec poprzedniego,
mozna zatozy¢, ze a,1 — &, € Uoraz §,,1 — &, € U dlav=0.1..... Wtedy z
(4.14), mamy

(415) (£V+1 - gu)THb(o) (€V+1 - 51/) - 2M‘£V+1 - 51/’3
< (avs1 = &) Hy(0)(avsr = &) + 2M|ays1 — & .

Niech A\; < ... < A\¢ beda wszystkimi wartosciami wlasnymi macierzy
Hy(0) iniech X7, ... X} C R" beda podprzestrzeniami niezmienniczymi tej ma-

cierzy odpowiednio dla wartosci wlasnych Ay, ..., A\x. Poniewaz macierz H,(0)
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jest symetryczna i dodatnio okre$lona, wiec 0 < Ay < ... < ), przestrzenie
Xi,..., X\ sa parami prostopadte i R™ jest sumag prosta tych podprzestrzeni.

W konsekwejcji tatwo dostajemy, ze dla dowolnego y € R™ mamy
(4.16) Myl < y"Hy(0)y < Aelyl*.

Istotnie, wezmy dowolne y € R". Wéwczas y = y1 + - - - + g, gdzie y; € X, dla

Jj=1,..., k. Poniewaz przestrzenie X; sa parami prostopadle, to mamy

y Hy(0)y = (y1 + -+ i) " Hy(0)(y1 + -+ + )
= (g + -+ o) Mayr + -+ M) = Myl v+ -+ i Y
= My Ayl
Poniewaz |y|? = |y1|*+- - - +|yx|?, wiec z powyzszego latwo otrzymujemy (4.16)

Z (4.14) i (4.16) dostajemy

|§V+1 - §V|2 S 02|6L1,+1 - §V|2

dla pewnej stalej C' > 0. Stad |{,+1 — & | < Clay41 —&,| co daje (4.11) i razem
z (a) daje (b).

Zgodnie ze zbieznodcia szeregu Y oo o k5T (&) — k% (€)| otrzymujemy, Ze ciag

& = Kk (§) dazy do pewnego &.. Aby udowodni¢, ze £, € Xy, zauwazmy, ze
(analogicznie jak w dowodzie lematu 4.1.3) mamy (4.7), t.j.,

NVb(5V+1 - 51/) + Vf(&u+1) =0 dlav= 07 17 SR

Poniewaz Vb(0) = 01 Vb jest odwzorowaniem lipshitzowskim na zbiorze X<,
wiec istnieje taka stata L > 0, ze |Vb(&,41 — &)| < L&, 11 — &,| dla dowolnego
v, wiec
V()| < NLIE 1 — &

Stad, przez zbiezno$¢ szeregu (4.12), otrzymujemy zbieznos¢ szeregu
> o Vf(&t1), co daje (d). Co wiecej, ciagtosé gradientu V f 1 warunek ko-
nieczny zbieznosci szeregow daje V f (&) = lim, o Vf(§+1) = 0. Co daje
&« € Xy, czyli zachodzi (c). To koriczy dowod. ]
Uwaga 4.2.2. W dowodzie twierdzenia 4.2.1 pokazaliSmy m.in., ze jesli Vb

jest odwzorowaniem Lipschitza w X<, ze stala L > 0, to |£,41 — &, | mozna

oszacowaé od dotu w nastepujacy sposéb

o — 6] > TS|
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4.3 Zbiezno$¢ jednostajna ciggu k%

Niech f : R® — R jest funkcja semialgebraiczng klasy €2 spelniajaca (4.1)
oraz niech N bedzie liczba spelniajaca (4.3). Niech kn . @ Xp<p = X N X<,

bedzie odwzorowaniem okreslonym wzorem

fin (&) = lim K3(E).

V—r00
Z twierdzenia 4.2.1 (c¢) widzimy, ze odwzorowanie to jest dobrze okreslone.
Twierdzenie 4.3.1. Niech 0 € Int X<, oraz niech f(0) bedzie najmniejszq
wartosciq funkcji f. Wtedy istnieje f(0) < § < r taki, zZe cigg K% jest zbiezny

jednostajnie do Ky . w zbiorze U = Xyp<5. W szczegolnosci odwzorowanie
RN,*‘U U — UﬂEf

jest ciggle oraz k. (§) = € witedy i tylko wtedy, gdy & € U N Xp. W konse-

kwencji ky «|u jest retrakcja, a zbior U N Xy jest retraktem zbioru U.

Dowdd. Oznaczmy w, = Ky i w. = Ky W zbiorze Xy<,. Poniewaz dowolna
funkcja semialgebraiczna ma skoriczona liczbe wartosci krytycznych, wiec jesli
zmniejszymy r, mozemy zalozy¢, ze f(0) jest jedyna wartoscia krytyczna f w

zbiorze X<, Wtedy f(w.(£)) = f(0) dla & € X<, 1 f7H(f(0)) = f71(f(0)) N
Xior = Xy N Xy<p. Oznaczmy Z = f71(f(0)). Oczywiscie Z jest zbiorem

zwartym.

Potrzebujemy nastepujacego lematu

Lemat 4.3.2. Przy zalozeniu twierdzenia 4.3.1 dla dowolnego otoczeniu W C

R™ zbioru Z istnieje ¢ > 0 taki, ze
Xi<poyre ={z €R" : [f(z) — f(O)] < c} CW.
Co wiecej, jesli wy, (&) € Xy<po)+e to wu(§) € Xy<fo)te dla dowolnego v > vy.

Pierwsza cze$¢ lematu 4.3.2 jest oczywista. Dodatkowa czed¢ wynika bez-

posrednio z twierdzenia 4.2.1 (e).

Z nierownosci Lojasiewicza z gradientem (patrz [13, 15]), mamy
(E1) |[f(z) = FO)]* < CIV ()]
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w pewnym otoczeniu W C R™ zbioru Z dla pewnych statych 0 < o < 1
i C > 0. Zauwazmy, ze nieréownos$¢ Lojasiewicza z gradientem (L1) zostala
udowodniona w otoczeniu punktu. Poniewaz zbior Z jest zwarty, wiec tatwo
uzyskamy te nieréwnosé wokot tego zbioru.

Niech C| o i W beda takie jak w (L1). Bedziemy potrzebowaé¢ nastepujacego
lematu.

Lemat 4.3.3. WeZmy dowolne &§ € X<, \ Xy oraz niech &, = w,(&) dla
v=1,2,.... Niech ¢, bedzie krzywq okreslong wzorem (4.13) dla & = &y. Przy
zatozeniach twierdzenia 4.5.1, dla dowolnego € > 0 istnieje f(0) < § < r takie,

ze dla dowolnego & € X <5 dtugosé krzywej e, nie przekracza €.

Dowdd lematu 4.3.3. Z twierdzenia 4.2.1 (e) mamy, ze krzywa -y, ma skoticzo-
na dhugosé xowna S5 €41 — 6.
Z lematu 4.3.2 istnieje ¢ > 0 takie, ze f(0) + 2¢ < r oraz

{r € R": (f(x) — f(0))"¢ < 2c} CW.

Niech
U={zeR": (f(z) - f(0))'""¢ <c}.
Oczywiscie f(0) jest jedyna wartoscia krytyczna funkeji f|w .

Wezmy dowolne rozwiazanie « : [0, 5) — W\ Z maksymalne (prawostron-

ne) ukladu réwnan

o V@)
(4.17) r = V()] W\ Z
takie, ze
(4.18) ~(0) e U.

Z (L1) otzymujemy nierdwnosé Kurdyki Lojasiewicza (por., [10, Proposition
1)):
IV(f — f(0)'(z)] > (1 —0)C dlazeW\Z

Bez straty ogolnosci rozwazan mozemy zalozy¢, ze (1 — o)C' < 1. Stad wynika,

((f = f(0) 72 09) = =|V(f = f(0)) ") oy < =(1 = 0)C w[0,5)
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(por. dowo6d [10, Theorem 1]). W konsekwencji (f — f(0))'" 2o~ i f oy sa
funkcjami malejgcymi oraz dla kazdego 0 < s < f3,

(] = F(O0))'=2(1(0)) = ( — F0)'"2(3(s)) =
— —s((f — £(0)) 2 0y) (1) = s(1 - 0)C = s

dla pewnego 0 < t < s. Poniewaz s jest rowne dtugosci |05, wiec mamy

(4.19) length y]p.) < (f = £(0))7¢(+(0)) — (f — £(0))""*(2(s)),

gdzie length v oznacza dlugosé krzywej v. Z powyzszego otrzymujemy, ze dhu-
0S¢ 7|0, nie przekracza (f— f(0))'¢(v(0)). Poniewaz funkcja (f— f(0))' 2o~y
jest malejaca, przy zalozeniu (4.18) otrzymujemy, ze trajektoria ([ ) nie moze
wyjs¢ ze zbioru U i w konsekwencji musi mie¢ punkt graniczny w zbiorze Z. To
daje, ze dowolne maksymalne rozwiazanie w prawo ~ : [0, 5) — U \ Z ukladu
rownar (4.17) z warunkiem poczatkowym (4.18) dziala w zbiorze U\ f~*(f(0))
oraz, ze przecina si¢ dokladnie w jednym punkcie z kazda pozimica f~1(y),

f(0) <y < f((0)).
Podobnie jak wyzej pokazujemy, ze dla kazdych 0 < 51 < 59 < 3,

(4.20) length y]s,.s0) < (f = £(0))'2(v(s1)) — (f — f(0))" " 2((s2)).

WeZzmy dowolne ¢ > 0. Bez utraty ogdlnosci mozemy zalozyé¢, ze ¢ < c.

WezZmy i)

€ —0

i=10+(3)

gdzie C' > 0 jest takie jak w Twierdzeniu 4.2.1 (c¢). Zalozmy teraz, ze f(&) < 6.
Wtedy C(f(&) — f(0))172 < € oraz C(f(&,) — £(0))!7¢ < & dla dowolnego v
(patrz Twierdzenie 4.2.1 (e)). Wezmy rozwiazanie v : [0,3) — U\ f~'(f(0))
z (4.17) takie, ze v(0) = &,. Z powyzszego wynika ze istnieje s; > 0 takie, ze
f(v(s1)) = f(&v41), a w mysl (4.20) i twierdzenia 4.2.1 (b ),

|61 — &| < Clengthyljoe < C [(f = f(0))'72(&) = (f = £(0))'72(&1)] -
Poniewaz lim, o (f(&,) — f(0)) = 0 oraz 1 — ¢ > 0, wiec

o0

D (&) = F0))'72 = (F(&rsr) — FO))0] = (f(&) — F(O) .

k=v

Y

Z tego i twierdzenia 4.2.1 (c) otrzymujemy, ze dtugos¢ 7e, nie przekracza . Na

tym konczy sie dowdd lematu 4.3.3. [
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Teraz mozemy kontynuowa¢ dowod twierdzenia 4.3.1. Mozemy zatozy¢, ze
(1) jest spelnione w zbiorze U = X ;<5 dla pewnego f(0) < § < r oraz teza
lematu 4.3.3 zachodzi dla kazdego € € U.

Przy zalozeniu, ze f(0) jest minimalna wartoscia funkcji f mamy, zZe
fwe(§)) = f(0) dla £ € U, wiec jest funkcja ciagta. Stad, lemat 4.1.2 da-
je, ze

(fow,—fow) 2 U~R, v=01,...,

jest ciagiem funkcji ciaglych i zgodnie z twierdzeniem 4.2.1 (e) — malejacych.
Oczywiscie, lim,_,, (f o w, — f ow,) = 0 jest funkcja ciagta. Tak wiec, zgodnie

z twierdzeniem Diniego, ciag

(4.21) (fow,— fow,)' ¢ dazy jednostajnie do 0 na zbiorze U.

Wybierajac 9, analogicznie jak w dowodzie lematu 4.3.3, dla dowolnego

¢ € U otrzymujemy, ze
(4.22) |w,(€) —wa(€)] < Z\wm wy (€)|

2 [en(©) = Jn(€)' 78 = (fern(€) = fn(©) ]

1_Q k=v

To oraz (4.21) daje teze twierdzenia 4.3.1. O

Z lematow 4.3.2 1 4.3.3 otrzymujemy natychmiast

Whiosek 4.3.4. Przy zatozeniu twierdzenia 4.3.1 dla dowolnego € > 0 istnieje
f(0) <& < r takie, zZe dla dowolnego § € X y<;,

lw, (&) — we(§)| < e dla dowolnego v.
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Rozdzial 5

Odwzorowanie
§ — argminx (N1(§)b(z — &) + f(x))

Niech b : R* — R bedzie funkcjg klasy €%, k > 2, logarytmicznie p-silnie
wypukta, £k > 2, p > 0. Zatéozmy, ze

0 = argming. b 1 b(0) = 1.

Niech X C R"™ bedzie zbiorem wypuktem i domknietym. Niech f : R" — R

bedzie funkcjg klasy €%, k > 2, o wzroscie wielomianowym drugiego rzedu.
Niech ¥ : R® x R™ — R bedzie funkcja okreslona wzorem
(&, x) = Ni(§b(z — &) + f(z), (§,z) eR" xR,

gdzie N; jest okreslone przez (3.7). Przyjmijmy, ze ¢¢(x) = (£, z). Zgodnie
z wnioskiem 3.2.3, dla kazdego £ € R" funkcja v, jest p-silnie wypukta na

zbiorze X. Mozemy wiec okresli¢ odwzorowanie « : X — X, przez

k(§) = argminy ¢, € X dlaé € X.

5.1 Wlasnos$ci odwzorowania x

Pokazemy, ze odwzorowanie x jest dobrze okreslone, ponadto pokazemy, ze

k(&) jest jedynym dolnym punkem krytycznym funkeji ¢¢ na zbiorze X. Przy-
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pomnijmy, ze punkt a € X jest dolnym punktem krytycznym funkcji réznicz-
kowalnej g na zbiorze X, jesli

(5.1) (Vg(a),z —a) >0 dlaz € X w pewnym otoczeniu punktu a.

Zbior dolnych punktow krytycznych funkcji g na zbiorze X oznaczymy przez

Yx,g-

Fakt 5.1.1. Dla dowolnego £ € X punkt k(&) jest jedynym dolnym punktem
krytycznym funkcgi v na zbiorze X. W konsekwencji k(§) jest jedynym punk-
tem krytycznym funkcji e, jesli k() € Int X.

Dowdéd. Wezmy dowolne ¢ € X i niech z = k(&). Zalézmy, Ze = nie jest
dolnym punktem krytycznym funkcji ¢e. Wtedy istnieje punkt y € X taki,
ze (Vipe(x),y — x) < 0. Poniewaz X jest zbiorem wypuklym, wiec funkcja
By 10,1] 2t = e(x +tly—2z)) €R
jest dobrze okreslona oraz h ,(0) = 0, .Ye(v) = (Vie(z),y —2) < 0. W
konsekwencji istnieje punkt yo = = + to(y — x) € X, to € (0,1), taki, ze
Ye(yo) < e(x). To jest sprzeczne z faktem, ze ¢ (x) jest najmniejsza wartoscia
funkcji e na zbiorze X. Zatem x jest dolnym punktem krytycznym funkcji Pe.
Zalozmy, ze istnieje inny dolny punkt krytyczny y € X funkcji ¢:. Wowczas
(Vibe(x),y—z) > 0§ (Vibe(y),y — 2) < 0 a wige ,,(0) > 0 > A, ,(1). To jest
niemozliwe, poniewaz funkcja h;, , jest dodatnia jako pochodna funkcji silnie

wypuklej hy . O

Fakt 5.1.2. Funkcja s jest ciggta. Ponadto funkcja k jest klasy €*' w oto-
czeniu dowolnego punktu & € X takiego, ze k() € Int X. W szczegdlnosci, jesli
X =R", funkcja r jest klasy €*1.

Dowdd. Zatézmy, ze k nie jest odwzorowaniem ciagtym. Wowcezas istnieje ciag
¢, € X, ktory dazy do jakiegos & € X oraz k(§,) dazy do jakiegos$ xo # £(&p).

Zatem Ve, (k(8y)) < te, (K()). Stad z ciagoscig ¢ mamy g, (20) < the, (k(£0))-
To jest sprzeczne z faktem, ze k(&) = argminy ¢, .

Wezmy dowolne £ € X oraz niech z = k(). Jesli o € Int X, to z jest
jedynym punktem krytycznym funkcji ¢¢ w zbiorze X, wigc

(5.2) Vibe(z) = 0.
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Poniewaz jakobian (w odniesieniu do z) uktadu rownan (5.2) jest rowny Hes-
sian funkcji ¥, , to jakobian jest rézny od zera w x, poniewaz macierz Hessego
ma tylko dodatnie wartos$ci wlasne. Zatem twierdzenie o funkcji uwiktanej daje

dodatkowa czes¢ faktu. O

Fakt 5.1.3. Dla dowolnego £ € X mamy f(k(§)) < f(£). Ponadto réwnosé
zachodzi wtedy i tylko wtydy, gdy & = k(§) € X N Xx s.

Dowdd. Poniewaz ¢ (k(€)) < 1¢(§), mamy

N1(Eb(k(E) — &) + f(K(E)) < Ni(§)b(0) + [ (£)-

Z zalozenia na funkcji b mamy b(0) < b(k(§) — &) a wiec f(k(§)) < f(&)
i otrzymujemy pierwsza czesé faktu. Co wiecej, jesli f(k(€)) = f(&) wtedy
) =

b(k(§) — &) = b(0) oraz & = k(&). Oczywiscie, jesli & = k(£), to f(k(£)) = f(&).

Zaltozmy, ze € = k(£). Wowczas dla dowolnego = € X \ {¢} funkcja
t = Ye(€ + t(r — &) jest rosnaca na zbiorze [0,1]. W konsekwencji
(x =& VYe(§ +ta =€) = Opetbe(§ +tx —§) > 0dlat € [0,1] wige
(x — &, Ve(§)) > 0. Z zalozenia § = k(§) mamy Vipe(§) = Vf(§) zatem
(x =& V() >0dlaxe X oraz § € Xx .

Zalozmy, ze £ € Xx 5. Wowcezas (Vf(§),z — &) > 0 dla xz € X w otoczeniu
punktu &. Poniewaz Vi¢(§) = N1(§)Vb(0) + Vf(z) = Vf(€) wtedy punkt
¢ jest dolnym krytycznym funkcji v i w konsekwencji { = argminy ¢e =
K(8). O

Z faktu 5.1.3 mamy
Wnhiosek 5.1.4. Dla dowolnego £ € X cigg f(k”(£)), v € N ma granice.
Wnhniosek 5.1.5. Zbior punktow statych odwzorowania k jest rowny Xx ;.

Uwaga 5.1.6. Mozna zdefiniowa¢ odwzorowanie £(§) = argminy )¢ dla funk-
cji Ye(x) = Nb(E)b(z — &) + f(x), gdzie N spelnia (3.8). Latwo pokazac, ze
tezy faktow 5.1.1, 5.1.2, 5.1.3 i wnioskow 5.1.4, 5.1.5 rownez zachodza dla tego

odwzorowania.
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5.2 Odwzorowanie
Ky X D& argming b(N(x — &) f(x)

Przy dodatkowym zalozeniu, ze funkcja f jest wielomianem spetniajacym za-

lozenia twierdzenia 3.3.1 (lub twierdzenia 3.3.3) dla funkcji

pe(r) = b(N(z —&))f(x)

mozna zdefiniowaé¢ odwzorowanie

(5-3) fiN(f) = argminy Yy,

gdzie N spetnia (3.12) lub (3.17) . Latwo pokazaé, ze tezy faktow 5.1.1, 5.1.2,

5.1.3 i wnioskoéw 5.1.4, 5.1.5 réwniez zachodza dla odwzorowania sy .

Z twierdzenia 3.3.1 (lub z twierdzenia 3.3.3) otrzymujemy

Whiosek 5.2.1. Jesli f € R[z] jest wielomianem takim, ze fg > 01 f(x) > m
dla x € R" v pewng statg m > 0, wowczas dla dowolnego N spetniajgcego
(3.12) (lub (3.17)), odwzorowanie ky : R™ 3 & +— argming, pne € R" jest
dyfeomorfizmem klasy €**

Dowdd. Z faktu 5.1.2 wynika, ze odwzorowanie ry jest klasy €*~!. Z defini-
¢ji ky wynika, ze dla dowolnego & € R™ punkt x = kx(§) spelnia rownanie
Vone(z) =0, wiec Nf(z)VO(N(x —&)) +b(N(z —§))Vf(x) =01 w konse-

kwencji
(5.4) NV(Inb)(N(z - &) + V(In f(z)) = 0.

Poniewaz b jest funkcja logarytmicznie silnie wypukta, z faktu 1.2.3 ma-
my, ze odwzorowanie V(Inb) : R" — R™ jest bijekcja i przez (5.4) od-
wzorowanie Ky jest rowniez bijekcja R" — R". Jakobian odwzorowania
£~ NV(Inbd)(N(z —£&)) + V(In f(x)) jest rowny N*h(Inb)(N(x — £)), gdzie
h(Inb) jest wyznacznikiem macierzy Hessego Inb. Tak wiec, jakobian jest nie-
zerowy i w konsekwencji, zgodnie z twierdzeniem o funkcji uwiktadnej, k5" jest
funkcja klasy €. O
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Rozdzial 6

Odwzorowanie
§ — argmin < p bV (z — &) f(z)

Niech f : R™ — R bedzie funkcja klasy 62. Wezmy r > 0 i zal6zmy, ze zbior
Xi<r ={x eR": f(z) <r}

jest zbiorem ograniczonym i niepustym. Niech R¢<, bedzie promieniem zbioru
Xi<r, t.,
Ry<, = sup{|z| : z € Xy, }.

Wezmy dowolne R > R¢<, oraz kul¢ domknieta
Br ={z e R": |z| < R}.

Poniewaz X<, # (), mamy Ry<, > 0 a wiec R > 0.
Niech mp, Di € R beda liczbami dodatnimi takimi, ze

(6.1) f(x)>mpg, |0sf(x)| < Dg, |95f(x)| < Dg
dla z € Bg, SR, |8 =1.

Niech b : R® — R bedzie funkcjg klasy €2 ktora jest p-silnie wypukta,
@ > 0, przyjmujca tylko wartosci dodatnie taka, ze

0 = argming, b(z) 1 b(0) =1
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oraz niech

Sy r = max{b(x — &) : x,£ € Br}.

Niech N bedzie liczba catkowita taka, ze
(6.2) N > N(u, Sy g, mr, Dr).
7 wniosku 2.2.2 dla dowolnego ¢ € By funkcja
(6.3) Avg(x) =0 (= &) f(x)

jest silnie wypukta na zbiorze Bg. Niech ky : Br — Bpg bedzie odwzorowaniem

okreslonym wzorem

(6.4) kn(§) = argming, Aye € Br  dla § € Bg.

6.1 Wlasnosci odwzorowania
£ > argming g b (x — ) f(2)

Ponizszy fakt i kolejne dwa lematy dowodzimy analogicznie jak fakt 4.1.1 i
lematy 4.1.2 oraz 4.1.3. Poniewaz funkcja sy jest teraz wyznaczona przez inng

funkcje niz w rozdziale 4, wiec dla pelnosci pracy przytaczamy ich dowody.

Fakt 6.1.1. /{N(ngr) C XfSr'

Dowdd. Wezmy dowolne £ € By,. Zauwazmy, ze f(ky(§)) < f(§) dla € By,.
Istotnie, niech z = kn(£). Wtedy Ane(z) < Ane(§) 1 w konsekwencii,
Wz — &) f(z) < bN(0)f(€). Poniewaz b(0) < blx — &), to otrzymujemy
f(x) < f(€). Co daje teze i konczy dowdd. O

Lemat 6.1.2. Funkcja kn|x,_, jest klasy €.

Dowdd. Wezmy dowolne § € Xy ,. Zauwazmy, ze © = k(&) spelnia nastepu-

jacy uktad réwnan
(65) V)\N,g(x) =0.
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Istotnie, wybierajac Br mamy min{ f(z) : |z| = R} > r, wiec , Xy, C Int By
oraz z faktu 6.1.1, k(§) € Int Bg. Zatem x spelnia (6.5). Poniewaz jakobian
(w odniesieniu do x) ukladu réownan jest rowny Hessianowi funkeji Ay ¢, wiec
Jacobian jest rozny od zera w punkcie x, poniewaz macierz Hessego funkcji Ay ¢
ma tylko warto$ci wlasne dodatnie. Zatem twierdzenie o funkcji uwiktadnej

daje te, ze O

Lemat 6.1.3. Niech b bedzie funkcjg logarytmicznie u-silnie wyputq oraz niech

N > Nexp(pt, mp, Dg). Wowczaz odwzorowanie
(6.6) Klxpe, + Xyor = K(Xy<r)
jest dyfeomorfizmem klasy €.

Dowdd. Wezmy dowolne £ € Xy, i niech x = ky(€). Poniewaz b(x — §) > 0,

wiec przy oznaczeniach dowodu lematu 6.1.2 z (6.5) mamy
(6.7) NVb(x = &) f(x) + bz =V f(x) =0,

gdzie Vb(x — &) jest gradientem b(x — &) wzgledem x. Wtedy

1 1
Y] 5)Vb(g; -+ —Nﬂx)vf(rc) =0.

Co wiecej, z wniosku 1.4.6 wynika, ze punkt & jest jednoznaczenie okreslony

(6.8)

przez x. Wobec tego odwzorowanie (6.6) jest bijekcja i w konsekwencji jest

homeomorfizmem, poniewaz Xy r jest zwarty oraz funkcja x jest ciagla.

Do zakoriczenia dowodu, wystarczy pokazac, ze odwzorowanie (KZ’ X; ST)_l :
k(Xj<r) = Xj<r jest klasy €. W tym celu, w mysl twierdzenia o funkcji
uwiktanej, wystarczy pokazaé, ze jakobian w odniesieniu do ¢ uktadu réwnan
(6.8) jest niezerowy dla dowolnego (z,¢) € X<, x r(Xy<,) takiego, ze £ =
k(z). Wynika to z faktu, ze jakobian w odniesieniu do ¢ uktadu rownan (6.8)
jest rowny Hessianowi In(Ay¢), wiec nie ma zera w dowolnym punkcie zbioru
Xf<r. W konsekwencji (Ii| X; ST)_l jest odwzorowaniem klasy 4, co konczy
dowod. O

Z lematu 1.4.8 otrzymujemy analogiczny lemat do lematu 6.1.3 dla funkcji

silnie wypuktych. Niestety ta wersja nie jest tak efektywna jak lemat 6.1.3.
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Lemat 6.1.4. Niech b bedzie funkcjq silnie wypuktq. Wowczas istnieje Ny

takie, ze dla dowolnego N > Ny, odwzorowanie
(6.9) inlxse,  Xp<r = wn(Xp<)
jest dyfeomorfizmem klasy €*.

Dowdd. Niech € > 0 oraz § > 0 bedzie jak w lemacie 1.4.8. Wéwcezas istnieje
N takie, ze dla dowolnego N > N; mamy

1
——|Vf(z)| <o dlaze X,

Nf(x)

Wtedy dla Ny = max {Nl, N (s, Sy g, MR, DR)}, analogicznie jak w dowodzie
lematu 6.1.3 (z lematu 1.4.8) otrzymujemy teze. O

Przypomnijmy, ze ¥; oznacza zbiér punktow krytycznych funkeji f.

Lemat 6.1.5. Zbiorem punktow statych odwzorowania k|x,_, jest ¥y N Xy,

Dowdd. Niech { € X<, bedzie punktym stalym odwzorowania x|x,_ . Wow-
czas, analogicznie jak w dowodzie lematu 6.1.3, otrzymujemy VAn¢(£) = 0,
t..,

NVb(0)f(§) +b(0)Vf(£) = 0.

Poniewaz b przyjmuje warto$¢ minimalna réwna zero, wiec mamy Vb(0) = 0,
awiec Vf(§) =01¢ € Xy. Niech teraz £ € X<, bedzie punktem krytycznym
funkcji f i niech z = k(§). Wowczas z jest jedynym punktem w zbiorze X<,
dla ktorego VAy¢(z) = 0. Poniewaz VAy¢(§) = 0, wiec otrzymujemy & =

oraz ¢ jest punktem stalym odwzorowania r|x;_, . O]

6.2 Iteracje odwzorowania
& v argmiing, < b (¢ — €)f (1)
Whiosek 6.2.1. Niech £ € X<, \ X5 i niech © = ky(€). Wiedy
(6.10) Oy ef(E+t(x—&) = (Vf(E+tx—§)),2—& <0 dlatel0,1],
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x & Xy oraz funkcja
Jeo 1[0, 2t f(E+ 1tz — &) €R

jest Scisle malejgca. W szczegdlnosci cigg f(k%(£)), v € N, jest scisle malejacy

a cigg kK5 (§), v=0,1,..., jest réznowartosciowy oraz
KN (E) €Xr dlav=0,1,....

Dowdd. Poniewaz { ¢ Xy, wiec zgodnie z lematem 6.1.5 mamy z # . Po-
niewaz punkt x jest jedynym punktem zbioru X;<,, w ktérym Ay przyjmuje
minimalna warto$¢ w zbiorze X<, wiec NVb(x —§) f(z) +b(z —&)V f(z) = 0.
Poniewaz x — £ # 0, wiec mamy Vb(z — &) # 0 a wiec

(6.11) Vf(z) #0.

Ponadto funkcja
0,12t —= Anve(E+t(x—§)) eR
jest silnie wypukta z minimalng wartoscia 1, wiec jest Scisle malejaca i jej

pochodna nie ma zer w zbiorze (0,1). W konsekwencji, dla § = |x__§| mamy

Isdne(€+t(x—€) <0 dlate(0,1).
Z drugiej strony Jgb(t(x — &) >0 dlat € (0,1] i
DpAng(x) = Nb" Yz — ) pb(z — &) f(x) + b (z — €)ds f (x),

wiec g f (€+t(x—E)) < 01w konsekwencji (6.10) zachodzi. W szczegolnosci © ¢
¥ ¢. Co wigcej, funkcja fe, jest Scisle malejaca. Ostatnia cze$¢ tego twierdzenia

jest tatwa konsekwencja powyzszego. To konczy dowod O

Uwaga 6.2.2. Jedli funkcja Ay¢ jest p-silnie wypukla, to dla dowolnego £ €
Xr<rs

F(©) = Frn(&) = Slg = mn (O
Jesli dodatkowo Ay jest p-wykltadniczo silnie wypukta, to dla dowolnego § €
Xféra



Podobnie jak twierdzenie 4.2.1, korzystajac pomystu z |9, Section 7|, do-

wodzimy nastepujace

Twierdzenie 6.2.3. Niech f : R"™ — R bedzie funkcjg semialgebraiczng klasy
€? spetniajqcq (6.1) oraz N spetnia (6.2). Wowczas dla dowolnego £ € X j<,.
(a) Punkt graniczny lim,_, k%, (&) istnieje i nalezy do zbioru Xy.
(b) Szereg > o0 |5 (E) — K% (€)] jest zbieiny.

W szczegdlnosci krzywa e : [0, 4+00) = X<, okreslona wzorem

Ye(t) = K3 (&) + (t = v)(r3(€) — K (€) dlat € [v,v+1)

ma skoriczong dtugosé, a funkcja f o ye : [0,+00) — R jest malejaca. Jesli
dodatkowo £ & Xy , to funkcja f o e jest scisle malejgca.

Dowod. Wezmy dowolne £ € Xj<,. Druga cze$¢ twierdzenia wynika bezpo-

srednio z (b) i wniosku 6.2.1, wiec wystarczy udowodnié (a) i (b).

Niech § = €1 &1 = k% (&) dlav =0,1,.... Wowczas £,11 = ky(&,) dla
v=20,1,....

Przytoczymy szkic rozumowania zastosowanego w [9] w przypadku X =
Xi<r 1 & € Xy<r. W |9, Theorem 7.5|, twierdzenie zostalo pokazane przy
zalozeniu, ze funkcja b ma postaé b(x) = 1 + |x|?. Oczywiscie, funkcja b jest

silnie wypukta. W tym przypadku mamy (Patrz |9, Lemma 7.1])

(6.12) €1 — & = dist(&, £ (f(Esn)). v =01,

oraz ciag f(&,) jest malejacy (patrz |9, Lemma 7.2] i wniosek 6.2.1). Wyko-
rzystujac monotonicznosci ciagu f(§,) i zasade poréwnania (patrz [9, Lemma

7.7]) otrzymujemy, ze szereg

(6.13) > dist(&, f(f(s))
v=0
jest zbiezny. Wtedy z (6.12), szereg
(614) Z |§V+1 - 51/'
v=0

jest zbiezny i w konsekwencji, ciag &, dazy do pewnego &,.
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Aby pokazaé, ze &, € Xy, analogicznie zauwazmy, ze jak w dowodzie lematu

6.1.3 otrzymujemy(6.8), t.j.,

NVb(fqul - 5V)f(€l/+1) + b(fzﬂrl - gu)vf(glﬂrl) =0 dlav= O: 17 ceee

Poniewaz Vb(0) = 01 Vb jest odwzorowaniem lipschitzowskim na zbiorze X<,
wiec istnieje L > 0 takie, ze |Vb(&,11 — &) < LI& 41 — & | dla dowolnego v,

zatem

Nf(gu-i-l)
|vf(§l/+1)| S b(€y+1 — fy)

Stad, zgodnie z zbieznoscia szeregu (6.14), otrzymujemy zbieznosé szeregu

L|§V+1 _§V|'

> o Vf(&41). Ponadto z cigglosci gradientu Vf i warunku koniecznego
zbieznosci szeregu dostajemy V f(&) = lim, o Vf(£,41) = 0. To daje teze
w przypadku b(z) = 1 + |z|?. Zauwazmy, ze dowod na to, ze &, € X rozni
sie od tego w artykule [9]. Zostalo to przeprowadzone bez zadnych zatozen dla
postaci funkeji b, wiec udowodnilismy, ze zachodz (a), pod warunkiem, ze (b)
jest spekiony.

Wroémy do dowodu twierdzenia 6.2.3. Wystarczy udowodnié¢ czesé (b).

W dowodzie zbieznosci szeregu (6.13) postaé¢ funkeji b nie byla istotna,
dowod polegal na zastosowaniu zasady poréwnania, semialgebraicznosci funkcji
f oraz monotonicznosci ciagu f(§,). Stad szereg (6.13) jest zbiezny. Biorac
zatem pod uwage powyzsze rozwazania, wystarczy pokazaé¢ zbieznosé szeregu
(6.14). W tym celu wystarczy pokazaé, ze istnieje stala C' > 0 taka, ze

(615) |61 — &) < Cdist(&, F (F(E1)), v =0,1,...

Nier6wnosé (6.15) dowodzimy analogicznie jak nierownosé (4.11) w dowodzie

twierdzenia 4.2.1. To konczy dowod twierdzenia 6.2.3. O]

Uwaga 6.2.4. W dowodzie twierdzenia 6.2.3 pokazaliémy miedzy innymi,
ze jesli Vb jest odwzorowanie Lipschitza w zbiorze X<, ze stalg L > 0, to

|€,41 — &| mozna oszacowaé z dotu w nastepujacy sposob

V(&) [b(€i1 = &)
LNf(gu-H)

85

&1 — &) >



6.3 Odwzorowanie xy dla b(x) = exp|z|?

Z punktu widzenia IT wazne jest, aby wiedzie¢, jak szybko ciag % zbliza si¢
do swojej granicy. Jednym z pojawiajacych sie tutaj problemoéow jest to, czy
ciag zbiega w ustalonym kierunku, czyli czy czes¢ sferyczna ciagu (we wspol-
rzednych biegunowych) ma granice. Wydaje sie, ze jest to dos¢ trudny problem
i nalezy zastosowaé¢ metody rozwiazania geadientowej hipotezy Rene Thoma
zastosowane w |7]. Prowadzi to do dyskretnej hipotezy R. Thoma: Czy ciag
K% /|k% | ma granica, gdy v — 0o. Tu od razu napotykamy na trudnosé. Pod-
czas gdy w przypadku trajektorii pola gradientu obowiazuje wtasciwosé Darbo-
ux, nie jest tak w przypadku dyskretnym. Na stosunkowo prostym przyktadzie
pokazemy, jakie sa podobienstwa, a jakie réznice w przypadku trajektorii i
ciaggu.

Niech f € R[z] bedzie wiclomianem postaci

(6.16) f@) = fo+ fulz) + -+ falz),

gdzie f; bedzie wielomianem jednorodnym stopnie j lub zerem dla
j=0,k,...,d, k> 1oraz f; # 0. Zakladamy, ze

(6.17) flx) >1 dlazeR"

Przyjmiemy, ze
(6.18) b(x) = exp |z|?, r € R".
Fakt 6.3.1. Funkcja b jest 2-logarytmicznie silnie wypukta w R™. Ponadto

Vo (z) = 2NbN(2) - dla x € R™.

Niech S; p = ¢*®* i niech
(6.19) N > N(v, Sy g, 1, Du(f, R)).
Zgodnie z wnioskiem 2.2.2 funkcja

Ave(z) = f(z)expVl=¢F 2 e R” € € X/o,,

jest silnie wypukta na pewnej kuli zawierajacej zbior X <, w swoim wnetrzu
oraz odwzorowanie rky okreslone wzorem (6.4) jest dobrze okreslone. Z faktu

4.1.1, analogicznie jak w dowodzie lematu 6.1.3, z (6.7) mamy
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Fakt 6.3.2. Odwzorowanie kn @ X¢<, = kn(Xf<,) jest odwrotnoscig odwzo-

rowanie

(620) I{N(ngr) ST — T+ Vf(a:) € ngr;

1
N ()
wiec jest analityczne 1 semialgebraiczne, t.5., jest odwzorowanem Nasha.

Poniewaz me(x) =V (5 In f(2)), wiec dla g(z) = 5 In f(z) mamy
Uwaga 6.3.3. Macierz Jakobiego J(ky) odwzorowaniu xy wyraza sie wzorem

J(kn(€) = (I + H(g)(xn(€)

gdzie I jest macierza jednostkowa m x m.

Z uwqagi 6.3.3 widziemy, ze J(ky(€)) jest macierza symetryczna. Wiec

mamy

Uwaga 6.3.4. Odwzorowanie ky : Xy, — kn(Xy,) jest gradientem pewnej
funkeji analitycznej F' : X;, — R. Ponadto, { = k(&) + Vg(kn(&)) oraz

5 2
v (r©- L) = ~vounton,
Poniewaz zaltozylismy (6.17), wiez z lematu 1.6.4 i twierdzenia 4.2.1 otrzy-
mujemy
Whiosek 6.3.5. Niech R = Ky. Zatézmu. Ze fq = ming =1 fa(z) > 0 i niech

N > max {Nexp (16, 1, D (f, K(f))s Nexproo (125 f) -

Wowczas odwzorowanie ky : R — R™ jest dyfeomorfizmem klasy €*. Ponadto,
dla dowolnego § € R™ punkt graniczny lim, _, k% (§) istnieje i nalezy do zbioru
Y.

Niech wy : X<, 3 § = § € X<, bedzie odwzorowaniem tozsamosciowym

oraz niech w, : X¢<, = X<, bedzi odwzorowaniem okreslonym wzorem
Wyr1 = kn(wy,) dlav >0

Z faktu 4.1.1 mamy w,(§) € X<, dla dowolnego { € Xy, iv =1,2,..., wiec

odwzorowania w, sa dobrze okreslone. Oczywiscie w, = k%, dlav =0,1,....

Z lematu 6.1.5 1 wniosku 6.2.1 mamy
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Fakt 6.3.6. Cigg w,(&) jest staty wtedy i tylko wtedy, gdy & € Xy<, N Xy.
Ponadto dla & € X<, \ Xy ciag w,(&) jest roznowartosciowy oraz w, (&) #
w.(&) dla dowolnego v.

6.3.1 Pewne krzywe o wlasnosciach podobnych do tra-

jektorii pola gradientu

Wezmy dowolne &, € X<, \ ¥ oraz niech §, = w, (&) dla v =1,2,.... Niech
Yeo ¢ 10, +00) = X<, bedzie krzeywa okreslong wzorem

(6.21) Yoo t) =&+ (t—v) (&1 — &) dlatey,v+1), veN.

Krzywa ¢, ma kilka wtasnosci podobnych do wlasnosci pola gradientowego.
Mianowicie, krzywa ¢, ma nastepujace wlasnosci (por. twierdzenie 6.2.3 i fakt
6.3.2):

Fakt 6.3.7. (i) Krzywa ¢, ma skoriczong dlugosé rowng Y0 |61 — &
(i) Funkcja f o g 1 [0,4+00) — R jest scisje malejaca (przypomnijmy, zZe
zatozylismy, ze & & Xy).
(iii) Dlat € (v,v+1), v=0,1,... mamy

1
"t)=E&1— & =——————Vf(&n)
Y (t) =& — € ONF ) f(&vs1)
Warunek (iii) nie oznacza, ze 7/'(t) = me(v(t)). Jest to jedna z

trudnosci w badaniach ciagu &,, ktora nie wystepuje w badaniach trajektorii

pola gradientowego.

Krzywe te maja jeszcze jedna wlasno$é¢, podobna do wtasnosci trajekto-
rii pol gradientowych. Mianowicie, wykorzystujac fakt 6.3.7, analogicznie jak

lematu 4.3.3 dowodzimy nastepujacego faktu.

Fakt 6.3.8. Niech 0 € Int X<, oraz niech f(0) bedzie wartoscig minimalng
funkeji f. Wowczas dla dowolnego £ > 0 istnieje f(0) < 0 < r takie, Ze dla
dowolnego & € Xy<s (t.g., f(&) < 9) dtugosé krzywej e, nie przekracza €.

Z taktu 6.3.8, podobnie jak w dowodzie lematu 4.3.3, dostajemy
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Whniosek 6.3.9. Niech 0 € Int Xy, i niech f(0) bedzie minimsing wartosciq
funkcji f. Wowczaz dla dowolnego € > 0 istnieje f(0) < § < r takie, zZe dla
dowolnego £ € Xy<5 (t.g., f(§) <6)

lw, (&) —wi(§)| < e dla dowolnego v.

6.3.2 Zbieznos$¢ jednostajna ciagu w,

Ciag odwzorowan w, ma pewna wtasnos¢ podobna do wlasnosci potoku po-
la, gradientowego (por., [12, 14], patrz takze podrozdziat 6.3.1). Dopktadniej,

zachodzi twierdzenie podobne do twierdzenia 4.3.1 dla ciagu w,.

Twierdzenie 6.3.10. Niech 0 € Int X;<, oraz niech f(0) bedzie minimalng
wartosciq funkcji f. Wowczas istnieje f(0) < § < r takie, Ze cigg w, jest
jednostajnie zbiezny do w, w zbiorze U = Xy<5. W szczegdlnosci odwzorowanie
we : U = UN Xy jest ciggle oraz w.(§) = & dla § € UN Xy, tj., w, jest
retrakcjq, a zbior U N Xy jest retraktem zbioru U.

Szkic dowodu. Dowdd twierdzenia przebiega analogicznie jak dowod twierdze-
nia 4.3.1. Poniewaz ciag odwzorowan w, jest okreslony przez iteracje odwzoro-
wania argminy _ Ay, gdzie Ave(z) = b (x—&) f(z) a ciag K%, wystepujacy w
twierdzeniu 4.3.1 — przy pomocy iteracji odwzorowania argmin y e One, gdzie
dne(x) = Nb(x — &) + f(x), wiec podajemy szkic dowodu twierdzenia 6.3.10.

Niech C| p beda takie jak w (L1). Zat6zmy, ze (L1) zachodzi w zbiorze
U= Xjes = {x € R f(z) <)

dla pewnych f(0) < § < r oraz teza faktu 6.3.8 zachodzi dla dowolnego £ € U.
Przy zalozeniu, ze f(0) jest minimalng wartoscia funkcji f mamy, zZe
f(wi(€) = f(0) dla & € U, wiec jest to funkcja ciagta. Z lematu 6.1.2 widzimy,
ze
(fow,— fow,)' 2:U~R
jest ciagiem funkcji ciagltych, a z twierdzenia 6.2.3, Ze jest ciagiem maleja-
cym. Oczywiscie, lim, o, (f ow, — f ow,) = 0 jest funkcja ciaglta. Tak wiec, z

twierdzenia Diniego, ciag

(6.22) (fow, — fow,)' ™2 jednostajnie zbiezny do zera na zbieorze U.
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Analogicznie jak w dowodzie lematu 4.3.3, dla dowolnego & € U otrzymu-

jemy, ze

To i (6.22) daje teze. O

Uwaga 6.3.11. Bez zalozenia, ze f(0) jest najmniejsza wartoscia funkcji, te-
za twierdzenia 6.3.10 nie zachodzi. Mianowicie, jesli zbiér X<, jest spojny,
a funkcja f ma co najmniej dwie wartosci krytyczne w X;<,, to tatwo otrzy-

mujemy sprzecznosc.

Uwaga 6.3.12. Mozna pokazaé, ze twierdzenie 6.3.10 jest prawdziwe, gdy ciag
w, wyznaczymy przy pomocy dowolnej innej funkcji silnie wypuktej b, zamiast
exp(|z[?).

6.3.3 Uwagi o zbieznosci ciagu &, = w, (&)

Niech d = deg f.

Wezmy dowolne & € Xy<,. Wiemy, ze ciag & = w,(&) = k%(&), v =
0,1,... dazy do pewnego & € XN Xy<,. Oczywiscie, Vb jest odwzorowaniem
Lipschitza w zbiorze X<, z pewng stalag L > 0. Zatem z uwagi 6.2.4, wielkos¢

skoku i v-tej iteracji |€,+1 —&,| mozna oszacowaé od dotu w nastepujacy sposob

|vf(§u+1)|
LN

Korzystajac wiec z efektywnej nier6wnosci Lojasiewicza (patrz [10, Remark 4|)

V()| > Cydist(z, fH(f(E)))d D69

|£V+1 - £V| Z

w otoczeniu zbioru f71(f(&,)) dla pewnej dodatniej statej C}, otrzymujemy

(623)  dist(Eas, f(FE)) DO < %@H sy
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dla dostatecznie duzych v. To daje oszacowanie odlegtosci punktu &,.; od
poziomicy f~'(f(&)), do ktorej dazy ciag &,, wyrazony w terminach skoku
1&,11 — &, ktory robimy w v-tym kroku.

Poniewaz Ay ¢ jes funkcjat p-silnie wypukla, to z Uwagi 6.2.2, mamy

£16 = &ml? < F(6) = F(61) < Cl& = &onl

dla dowolnego v i pewnej statej C' > 0. Z tego i (6.23) mamy

. -1 d—1)(6d—9)"~1 2
(6.24)  dist(&, 11, fH(f(E,))) 4 D69 g@;ﬁv@%ﬁ@mk

Z |10, Corollary 7| zauwazmy, ze (4.22) zachodzi z o = 1 — W oraz

pewna stala C' > 0. Wiec mamy

(6d — 3)2~!

& — & < d c (f(&) — f(g*))l/d(ﬁd—?))?"*l

dla dostatecznie duzego v.

6.3.4 Dalsze wtasno$ci ciagu w,

Wezmy dowolne & € X,
Z twierdzenia 6.2.3, ciag

(6.25) w,(€) ma punkt graniczny w,(§) € Xy,

szereg

(6.26) D w1 (§) = wi(€)]  jest zbiezny
v=0

oraz ciag

(6.27) f(w,(§)) jest malejacy.

Z faktu 6.3.2 (lub z faktu 6.3.1), analogicznie jak w dowodzie lematu 6.1.3,

mamy

1
a 2Nf(w1/+1 (f))
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W szczegolnosci, z (6.26), szereg

(6.29) Z IV f(w,(§))| jest zbiezny.
v=0
Uwaga 6.3.13. Z nierownosci Bochnak-f.ojasiewicza (patrz [2]),

(BL) [f(@) = f(wi(§)] < CIV f(2)]|lz — w. (&)l

w otoczeniu punktu w,(§) w przestrzeniu R" dla pewnej stalej dodatniej C,

wiec z (6.29) otrzymujemy, ze szereg

- f(wl/(€>> — f(w*<€>>
; ‘wu<€> - W*(é)l

jest zbiezny,

pod warunkiem, ze £ ¢ Xy.

Uwaga 6.3.14. Z nieréwnosci gradientowej Lojasiewicza (patrz |13, 15]),

(E1) [f(x) = fw. ()] < CIVf(2)]

w otoczeniu zbioru f1(f(w.(£))) w przestrzeniu R" dla pewnych stalych 0 <
o< 1iC >0, otrzymujemy, ze szereg

o0

(6.30) D (f(wil€)) = f(wil€)))? jest zbiezny.

v=0

7 globalnej nierownosci Lojasiewicza :

. — d d_ o
dist(z, f~(f(v))) o dla x € R"
1+ |z[? |

12)  |f() - fy)|>C (

przy ustalonym y dla pewnej statej dodatniej C' oraz d = deg f (patrz [10,
Corollary 10]), mamy

Fakt 6.3.15. Dia dowolnego otoczenia U C R™ zbioru f~'(f(w.(£))) istnieje
e > 0 takie, ze

{z eR":|f(z) = flw§)) <e} C U

Co wigcej, jesli f(wy(€)) — f(we(§)) < €, to f(wu(§)) = f(wa(§)) < € oraz
wy (&) € U dla dowolnego v > vy.
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Uwaga 6.3.16. Niech £ € X <, Wezmy dowolne € > 0. Jesli N spetnia (6.19)
i dodatkowo

dy/n
(6:31) N2 D g,
€
wtedy istnieje vy takie, ze dla dowolnego v > 1y,

|lwy1(€) — wu(§)] < elwiia(§)]-

Istotnie, z (6.28) i wniosek 1.6.3 istnieje vy takie, ze dla dowolnego v > vy,

iy _dva
2N f(§v+1) = 2N

Stad, (6.31) daje teze uwagi.

Wi (€) = wu ()] < I1f = foll - lwr41(€)] 1f = foll - w1 ().

Uwaga 6.3.17. Z uwagi 6.2.2, wynika,ze istnieje p > 0 takie, ze
(6.32)  fwi(§) = flwrs1(§)) = plwn(€) — winr(§)]*  dla dowolnego v.

Przy dodatkowym zalozeniu, ze punkt 0 € R" jest izolowana osobliwoscia
funkeji f, to znaczy Vf(0) = 0 oraz V f(x) # 0 w pewnym sasiedztwie punktu
0 € R", istnieja dodatnie stale C', « takie, ze

(6.33) |V f(x)] > Clz| w otoczeniu zera.

Najmniejszy wyktadnik « jest nazywany wyktadnikiem fojasiewicza gradientu
w punkcie 0 € R™ 1 jest oznaczony przez Ly(V f). Wiadomo, ze Lo(V[f) <
(d—1)(6d — 9)"!, gdzie d = deg f (patrz [10, uwaga 4]) i (6.33) zachodzi z
a = Lo(Vf). Wowcezas (6.29) cokazuje, ze szybkosé zbieznosci ciagu &, jest
dos¢ duza. Mianowicie mamy nastepujacy fakt.

Wezmy dowolne &, € X<, \ Xy oraz niech {, = w, (&) for v = 0,1,.....
Zatozmy, ze w. (&) = 0. Wowcezas z (6.29) 1 (6.33) mamy

Fakt 6.3.18. Jesli punkt 0 € R" jest izolowang osobliwosciqg funkcji f, to

szereg
Z 1€, jest zbiezny,
v=0

gdzie a = (d —1)(6d — 9)"! i d = deg f.
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6.3.5  Czes¢ sferyczna ciagu x% (&)

W zwiazku z wynikami podpunktu 6.3.1, pojawia sie problem zbieznosci ciggu
czesei sferycznych ciagu w, = k%(£). Jest to przeniesienie problemu Rene
Thoma dla trajektorii pola gradientowego (rozwiazanego w [7]) do przypadku
dyskretnego. Rozpatrzymy ten problem przy zalozeniu, ze w,(§) — 0 gdy

v — oo oraz kilku dodatkowych zalozeniach.

Przy do$¢ mocnych zalozeniach otrzymujemy, ze granica sferycznej czesci

clagu &, = w, (&) istnieje. Mianowicie zachodzi nastepujacy fakt.

Fakt 6.3.19. Zalozmy, ze fr(0) > 0 dla 6 € S"~'. Wowczas istnieje nastepu-

jaca granica

(6.34) lim Lgy

V—00 |€V|

Co wiecej, ciag |&,| jest $cisle malejacy od pewnego miejsca.
Dowdd. Napiszmy f we wspotrzednych biegunowych:

f(r0) = fo+1r"f1(0) + - + 17 fa(0),
gdzie r > 0 and 6 € S 1. Wowcezas
(6.35) Op f(r0) = kr* =" fu(0) + - - - + dr'7" fa(6),

V' f(rf) = r*V' f(0) + - - + 1V f4(0).

oraz

Vf(rt) = 0,f(r6)0 + V'f(r0)
Wiec, z zatozeni, ze fi(0) > 0 dla 6§ € S"~1, istnieje ry > 0 ,takie, ze

(V' f(ro)|

r

(6.36) < Oyt < G0 f(rf) < G5V F(rd)] dla 0 < r < g

i pewnych stalych dodatnich Cy, Cs, Cs.
Wezmy krzywa v = 7, okreslong wzorem (6.21). Z faktu 6.3.7 (ii) mamy,

ze funkcja f oy jest $cidle malejaca, wiec mamy
v(t) #0 dlat e [0,+00),
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oraz mozemy zapisa¢ v we wspohrzednych biegunowych () = r,(t)6,(t),
() = |y(t)] > 0 amd 0, (t) € S"~'. Wtedy

Y (t) =1l (1)0,(t) +ry(t)0,(t) dlate (v,v+1), v=0,1,...,

oraz (0,(t),0.(t)) =0 dlat € [0,+00) \ Z. Z drugiej strony, z faktu 6.3.7 (iii),
1

2N[(&)

Poniewaz Vf(£,41) # 0, mozemy zapisa¢ V f we wspolrzednych biegunowych

Vf(rd) =V f(rf)+ 0,f(r0)d. Zatem

, 1

0= "N

V() =81 —& = Vi) date(v,v+1), v=0,1,....

r Opf(&y41) forte (vyv+1), v=0,1,...

oraz
1

rv(t)ég(t) = —mvlf<£y+1) fort € (V, v+ 1), VvV = 0, 1, e
Stad i z (6.35),
, 1
= N |
dlat € (vyv+1), v = 0,1,.... Przy zalozeniu, ze fp(6) > 0 dla § € S"!

zauwazmy, ze pochodna ma staty znak 77 (t) < 0 dla wystarczajaco duzego

kST () fr(05 (1)) + -+ dri T (t) fa(65(1))]

t ¢ Z. W konsekwencji, ciag [£,| jest $cisle malejacy od pewnego miejsca i
udowodnilismy dodatkowa czes¢ tego faktu. Co wigcej, r,(t) dazy do 0 gdy
t — oo oraz z (6.36), mamy
1
16'(t)] =
2N f(§o1)r4(t)

V' f(&041)]

&
< —s
o 2N.f(£u+l)

dla t € (v,v + 1) i wystarczajaco duzego v. Skoro krzywa v ma skoriczona

O f(&i1) = Colrl(B)] < 3/ (1)]

dlugosé z (patrz fakt 6.3.7 (i), to z powyzszego wynika, ze 6, réwniez ma
skoniczona dlugosé. W zwiazku z tym krzywa © : [0, +00) — R™ okreslonym

O) = 0(&,) + (t— k) [0(6psr) — 0(8)] dlatepv+1), v=01,...

ma skorniczona dtugosé. To daje to, ze istnieje granica lim, o, 0(&,) t.j., istnieje
granica (6.34). O
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W dowodzi hipotezy gradientowej R. Thoma w |7] kluczows role pelnia
zbiory
We = {z e R"\ {0} : | V'f(2)| < |0, f(z)[}, €>0,

Z
||

tu Vf(x). Jedna z wazniejszych wlasnosci bylo zachowanie trajektorii pola

gdzie V'f(x) jest czescia sferyczna, a 0, f(r)% — cze$¢ radialng gradien-
gradientu podczas przekraczania brzegu takiego zbioru (oraz wtasnosci tzw.
funkeji sterujacej). Doktadniej, trajektoria pola gradientowego musi przebie-
gac przez ten zbior od pewnego punktu i nie moze go opuszcza¢. W dyskretnym
przypadku ciag moze wskoczyé¢ do tego zbioru lub z niego wyjs¢ bez przekra-

czania jego brzugu.

Aby metoda z [7] mogla by¢ zastosowana w przypadku dyskretnym, wydaje

sie, ze nastepujace przypuszczenie musiatoby zachodzié.

Przypuszczenie 1. Istnicje stata ¢ > 0 i vy taka, ze dla kazdego v > 1y
elwppr — wo| < lwpa| = lwn ],
rownowaznie, €|V f(w,)| < |0, f(w,)], t.j., w,(§) € W..

Uwaga 6.3.20. W rzeczywisto$ci w dowodzie faktu 6.3.19 udowodnilidmy,
ze W,, dla pewnego ¢ > 0, jest rowne jakiemu$ otoczeniu poczatku ukta-
du wspoétrzednych. Ponadto przy zalozeniu tego faktu udowodnilismy, ze
e|V'f(r0)| < r|0,f(rf)| w otoczeniu zera. Jest to silniejszy warunek niz fakt,
ze &, nalezy do zbioru W.. Wydaje sie, ze udowodnienie przypuszenie 1, nie
wystarczy, aby pokazac, ze ciag 0(&,) jest zbiezny. Ciag &, powinien spelnia¢
nierownoscé €|V’ f(&,)| < 1&,|%10-f (&) dla pewnych statych dodatnich €, a.
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Skorowidz

baza standerdowa przestrzeni

liniowej, 38

dolny punkt krytyczny, 20
funkcja

gamma, 26

logarytmicznie wypukta, 27

logarytmicznie pu- silnie
wypukta, 18,27

logarytmicznie silnie wypukta,
26,27

logarytmicznie $cisle wypukta,
27

(-logarytmicznie p-silnie
wypukta, 27

rosnaca, 24

rzeczywista, 23

semialgebraiczna, 19

silnie wypukta, 14, 25

scisle malejaca, 21

Scidle rosnaca, 24

Scidle wypukta, 18, 23

wypukta, 23

forma wiodaca, 18, 33

gradient funkcji, 14
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klasy
klasy €1, 24
klasy 672, 24,25,27,29,32,43
klasy €%, 24,40
klasy €%*1, 24
krzywa, 68

odwzorowanie
analityczne, 21
ciagte, 20
dyfeomorfizm, 19, 31
Nasza, 21
réznowartos$ciowe, 29

semialgebraiczne, 21
macierz Hessego, 25,69

najmniejsza wartos¢, 20
nieré6wnos¢
Schwarza, 29
Lojasiewicza, 71

Kurdyki Lojasiewicza, 72
norma wielomianu, 33

ograniczona od dotu, 25

otoczenie zbioru, 20, 26

Punkt



graniczny, 19
krytyczny, 19

wewnetrzny, 30
rozwiniecie Taylora,69

suma prosta, 69

szereg zbiezny, 68

wielomian
dodatni, 21
jednorodny, 33
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rzeczywisty, 33
wielomianowy wzrost funkcji, 39

zbior
domkniety,17
gesty, 24
nieograniczony,20
ograniczony, 14
punktow krytycznych, 19
wypukty, 14,21,23
zwarty, 15,21



Wykaz oznaczen

2.5

N
-
R
No

o, f
0; f (x)
Ia,v
Snfl

zbior wartosci krytycznych

ciato liczb rzeczywistych

zbior liczb naturalnych

norma Euklidesowa w R™

zbior liczb rzeczywistych dodatnich
zbior liczb catkowitych nieujemnych
pochodna kierunkowa funkcji f w kierunku pola wektorowego v
pochodna drugiego rzedu funkcji f w kierunku v przy «

I, ={t € R:a+tv € X} przedzial lub zbior jednoelementowego
{r e R":

Snl

gradient funkcji f

wielomian rzeczywisty zmiennych x = (xq, ...
R[l’l, ceey
||f =

m( )= fax —

D

n
Di(f
(

D,(f,R

p(z) =

7

) =
R) =
):

bN

(

Z\Vlgd |a, | norma w pierscieniu R|z]

—_ 1%
= D py)=j W

Z] o IR
Z] 0J(J—

S = max{b(z) : z € X}

S =max{b(xr — &)z, £ € X}
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DI fl|[ R
max{D}(f, R), D2(f,R)}

)f ()
N(u,S,;m, D) = £ (2 + ) +1

|z| = 1} sfera jednostkowa w R”

, Tn)

x,] pierscieniem wielomianéw n zmiennych o wspolrzednych z R

0 < j < d wielomian jednorodny stopnja j

> im0 KO£

19
23
23
23
23
?7?
24
24

26
27
34

34
34
36
37
37
37
41
43

43
44



K (€)

K x(§)
RN« |U
Xr<r©)+e
K(§)

K (§)
Shofr
Ye(t)

o(t)

Uyelx) = Nb(x
dne = Nb(x — ) f(z), reR”
Yne(r) =NInb(x — &) +1In f(z), zeR"
f=f+DyfR)+1

R =max{|z|:z € X}

pn(x) =" (2)f(2)

pne(r) =" (2 = ) f(2)

Vol £) = 44

ffl*, m = min{f(z) : z € X}

H = max{H,2n + 2k}

Z[xq, ..., x,] pierScieniem wielomianéw n zmiennych o wspolrzednych z Z

pe(r) = b(N(x —=§))f(x)
Pe(r) = Nb(E)b(z — &) + f(x)
¢e(x) = N([Eho(x = &) + f(z), = eR",

Mieh =2 (I +1+ /) +1
V(€)= M(ONa ~ )+ f(z), (Ex) R xR
M) = NVIEFFD = 2 (VIEFFT+1+ /%) +1

Xi<or ={x €eR": f(z) <r}

Ry<r = supf[a| : v € Xy<,}
Br={z e R": |z| < R}

kn(§) = argming, ¢ne € Br dla§ € By

KN s(§) = limy o0 K (E)

knslv:U—=UNXs

Xi<pore ={z €R" : [f(2) = f(O)| <c} CW
k(§) = argming e € X dlaée X

kN (§) = argminy oy

S{Lf?r = max{b(z — ) : x,§ € Bgr}

%e(t) = KY () + (t = v)(KT(E) — k5 () dlate [v,r+1)

Ot) = 0(&,) + (t — k) [0(E1) — 0(5)] dlate[vv+1), v=0,1,...
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45
46
46
47
47
47
47
48
49
49

o1
93
95

95
96
56

64
64
64
65
71
71
71
5
78
80
84
95



We We={z e R"\{0}: e|V'f(2)] <|0:f(x)[}, >0 96
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