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Recenzja rozprawy doktorskiej Karola Lawniczaka “Funkcja
Wignera na rozmaitosciach nietrywialnych topologicznie”

1 Informacje ogélne o ocenianej pracy doktorskiej i jej tematyce

Dysertacja zostata przygotowana pod kierunkiem prof. dr hab. Krzysztofa Kowalskiego
w Katedrze Fizyki Teoretycznej Wydziatu Fizyki i Informatyki Stosowanej Uniwersytetu
Lodzkiego. Jest napisana w jezyku polskim i ma objetosé 129 stron. Skladaja sie na nia:
podzigkowania dla promotora, informacja o oprogramowaniu uzytym do obliczent nume-
rycznych, wstep, wlasciwe rozdziaty, podsumowanie, uzupelnienia oraz wykaz literatury.
Rozprawa jest bogato ilustrowana i ciekawie zorganizowana - rozdzialy skladaja si¢ z
podrozdziatéw a te z kolei z podpodrozdzialéw niekiedy zawierajacych jeszcze osobno
numerowane paragrafy.

Czgé¢ rezultatéw prezentowanych zawartych w dysertacji zostata wezesniej opubliko-
wana w renomowanych czasopismach fizycznych:

e K. Kowalski and K. Eawniczak, Wigner functions and coherent states for the
quantum mechanics on a circle, J. Phys. A: Math. Theor. 54, 275302 (2021) oraz

e K. Kowalski and K. Lawniczak, Wigner function for the quantum mechanics on a
sphere, Ann. Phys. 457, 169428 (2023).

Publikacja z 2021 roku doczekala si¢ trzech cytowan (stan na dzien 20 grudnia 2023r. na
podstawie bazy Web of Science).

Recenzowana praca doktorska wpisuje sie w dzial fizyki i matematyki zwany mechanikg
kwantowa na przestrzeni fazowej. Jego poczatki siggaja pierwszej polowy XX wieku, kiedy
to ukazaly si¢ prace H. Weyla (H. Weyl, Theory of Groups and Quantum Mechanics,
Methuen, London 1931), E. P. Wignera (E. P. Wigner, On the Quantum Correction
For Thermodynamic Equilibrium, Phys. Rev. 40, 749 (1932)), H. J. Groenewolda (H. J.
Groenewold, On the principles of clementary quantum mechanics, Physica 12, 405 (1946))
oraz J. E. Moyala (J. E. Moyal, Quantum mechanics as a statistical theory, Proc. Camb.
Phil. Soc. 45, 99 (1949)). Od tamtego czasu prowadzone sa badania nad unjeciem fizyki
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kwantowej w jezyku przestrzeni fazowych i co roku ukazuja sie liczne prace poSwiecone
temu formalizmowi. Nadto od lat siedemdziesiatych ubiegtego stulecia w matematyce
rozwija sie jej gataZz zwana teoria deformacji, ktorej korzenie siggaja mechaniki kwantowej
na przestrzeni fazowej.

Z prespektywy fizyki sformulowanie mechaniki kwantowej na przestrzeni fazowej ma
dwie wielkie zalety w poréwnaniu z tradycyjnym opisem mikro$§wiata w jezyku przestrzeni
Hilberta. Po pierwsze, stany modelowane sa na przestrzeni uzywanej do hamiltonowskiego
przedstawienia klasycznego odpowiednika badanego zespotu. Po drugie, mozliwosé stoso-
wania geometrii rézniczkowej stwarza warunki do reprezentowania uktadéw o klasycznie
nietrywialnych czyli réznych od R??, przestrzeniach symplektycznych. Co wigcej, znane
sq obecnie metody reprezentowania na przestrzeni fazowej kwantowych stopni swobody
nie posiadajacych granicy klasycznej, np. spinu.

Reprezentacja mechaniki kwantowej na przestrzeni fazowej wymaga odpowiedzi na
szereg pytan, z ktérych najistotniejsze wydaja si¢: jaka jest struktura przestrzeni fazo-
wej (to weale nie musi byé rozmaito$é rézniczkowa), jak mnozy¢ przez siebie obserwable
(konstrukcja mnozenia “x7), czym sa stany (definicja funkcji Wignera) oraz jak wygla-
da odpowiednio$é¢ pomiedzy modelem systemu na przestrzeni fazowej a jego modelem na
przestrzeni Hilberta, gdy takowy istnicje (postaé¢ operatora Stratonovicha — Weyla).

Dysertacja Karola Lawniczaka odnosi si¢ do trzech ze sformulowanych powyzej pro-
bleméw - zawarta jest w niej dyskusja wybranych rozmaitosci fazowych, analizowana jest
reprezentacja standéw oraz wskazane sa, zalezne od przestrzeni fazowej, relacje pomiedzy
funkcja falowa nalezaca do przestrzeni Hilberta a odpowiadajaca jej funkcja Wignera.

P. Lawniczak skupia sie na dyskusji uktadéw kwantowych o przestrzeni konfiguracyjnej
bedacej okregiem oraz sfera. Bada rézne warianty opisu probabilistycznego takich syste-
moéw. Nastepnie wprowadza stany koherentne na nich by za posrednictwem transformacji
Weyla zdefiniowaé funkcje Wignera i rozpatrzy¢ ich wlasnosci ogdlne oraz podaé przykta-
dy. Wreszcie proponuje uogélniong konstrukcje kwaziprawdopodobienstwa na systemy o
przestrzeniach konfiguracyjnych bedacych rozmaitosciami rézniczkowymi réznymi od R™.

Dalsza czeéé niniejszej recenzji zawiera oceng rozprawy doktorskiej sporzedzong zgodnie

z zaleceniami Rady Doskonatosci Naukowej opublikowanymi w wytycznych “Recenzje w
postepowaniach o awans naukowy. Poradnik”

2  Czy rozprawa doktorska prezentuje ogélng wiedze teoretyczng w okreslo-
nej dyscyplinie?

Dysertacja bazuje na wiedzy z dwoch dyscyplin: fizyki oraz matematyki. I tak rozdzial
drugi zawiera informacje niezbedne do zrozumienia rozwazan zawartych w dalszych cze-
Sciach pracy. W szczegdlnosci sporo miejsca poswigecono stanom koherentnym, ktérych



badanie na okregu oraz sferze jest jednym z gléwnych wynikéw rozprawy. W kontekscie
analizy, czy dysertacja prezentuje ogélna wiedzg teoretyczna, na uwage zaslhuguje rozdzial
trzeci zawierajacy krotkie charakterystyki obecnych w literaturze podej$é do standéw ko-
herentnych. Bardzo podobaja mi si¢ szczegbélowe analizy wielkoSci statystycznych typu
$rednia i wariancja na okregu oraz sferze czy dyskusja odpowiednika rozktadu normal-
nego na okregu. O orientacji p. Lawniczaka w tematyce swiadczy takze bibliografia. Z
przekonaniem zatem stwierdzam, iz Autor wykazal sic w swojej rozprawie doktorskiej
odpowiednia wiedzg ogdlna.

3 Czy rozprawa doktorska wykazuje umiejetnosé samodzielnego prowadze-
nia pracy naukowej?

Znalezienie odpowiedzi na tak postawione pytanie nie jest proste. Udziele jej w oparciu o
kilka przestanek. Prosz¢ zauwazy¢, iz najwaznicjsze wyniki zawarte w dysertacji zostaty
opublikowane w artykutach w bardzo dobrych czasopismach: Annals of Physics oraz Jo-
urnal of Physics A: Mathematical and Theoretical. Karol Lawniczak jest jednym z dwdjki
autoréw, co pozwala przypuszczad, iz miat istotny wkiad intelektualny w ich powstanie.

Po drugie, doktorat jest spéjny tresciowo. Tytutowa funkcja Wignera pojawia sig sto-
sunkowo pdzno, bo na 67 stronie. Wynika to jednak z faktu, ze Autor bardzo starannie
przvgotowal grunt pod jej wprowadzenie. Jak juz wspomnialem w poprzednim rozdziale,
drobiazgowo rozpatrzyl mozliwosci zastosowania statystyki na badanych przestrzeniach.
Nastepnie réownie dokladnie przeanalizowat generowanie stanéw koherentnych. I dopiero
po tych krokach zmierzyt sie w konstrukcja rozktadu kwaziprawdopodobienstwa.

Dysertacja p. bawniczaka jest praca czysto teoretyczna. Ale w momentach, gdy za-
wodzily metody analityczne, Autor przeprowadzal rozwazania oparte o rezultaty nume-
ryczne. Odkrywal tez i przyznawat sie do przypadkéw, w ktérych stosowane narzedzie nie
sprawdzalo si¢. Mam tu na mysli nicjednoznacznosé sredniej wewnetrznej dla ewolujacych
stanow koherentnych wskazana w paragrafie 4.3.10.2

Kolejnym dowodem na samodzielnosé jest propozycja uogélnionej konstrukeji funk-
cji Wignera dla nietrywialnych rozmaitosci bedaca trescia széstego rozdziatu. Jakkolwiek
pewne aspekty techniczne metody wymagaja w mojej ocenie przedyskutowania, sama
umiejetnosé naszkicowania jej swiadezy o glebokim zrozumieniu analizowanego zagadnie-
nia i zdolnosci wskazywania dalszych krokéw w badaniach naukowych.

Samodzielnos¢ naukowa to takze nieustanne pytanie i sprawdzanie uznanych juz wy-
nikéw. W tym sensie na podkreslenie zastuguje ”wylapanie” bledu w czynniku liczbowym
w opublikowanej wezesniej przez innych naukowcéw publikacji (patrz formuta (5.3.8) z
poprzedzajacym ja komentarzem).

4 Czy rozprawa stanowi oryginalne rozwigzanie problemu naukowego?

Sformulowanie mechaniki kwantowej na przestrzeni fazowej stawia szereg wyzwan. Pierw-
szym jest wybér przestrzeni fazowej. Przypadek uktadéw operujacych w przestrzeni kon-



figuracyjnej R"™ jest szczegdlny, bowiem akurat dla nich klasyczna przestrzen fazowa jest
zarazem przestrzeniag kwantows. Ale juz w przypadku kwantowej czastki na okregu badz
sferze tak by¢ nie musi. I z takimi przypadkami zmierzyl si¢ w swojej dysertacji p. Law-
niczak. W rozdziale czwartym, poswieconym analizie mechaniki kwantowej na okregu,
Doktorant pokazal, iz kwantowa przestrzen fazowa nie jest trywialna wiazka wektorows
S x R lecz zbiorem S x Z. W przypadku sfery natomiast Autor nie podal jawnej postaci
struktury kwantowej przestrzeni fazowej, ale ustalil, ze rdzni sie od przypadka klasycznego
piszac “najblizszym jej (tzn. przestrzeni fazowej) substytutem jest przestrzef wskaznikéw
7, m zwigzanych w wartoéciami wlasnymi odpowiadajacymi wspélnym wektorom wlasnym
operatoréw L? i L,.” Te wyniki rzucajg nowe $wiatto na strukture kwantowej przestrzeni
fazowej ktora, jak widac, weale nie musi byé rozmaitoscia rdézniczkows. Analogiczna sytu-
acja ma miejsce, gdy buduje si¢ odpowiednik przestrzeni fazowej w celu reprezentowania
wewnetrznych stopni swobody ukladu kwantowego.

Wybér nietrywialnej przestrzeni fazowej postawil Doktoranta przed koniecznoseia do-
glebnej analizy pojeé statystycznych takich jak srednia czy wariancja. Analizy tej doko-
nano w sposéb wszechstronny, wykazujac sie¢ glebokim zrozumieniem problematyki. Uzu-
pelnieniem rozwazan teoretycznych sa liczne umicejetnie dobrane i sporzadzone wykresy.

Funkcje Wignera dyskutowane w recenzowanej rozprawie reprezentuja stany koherent-
ne. I znowu, teoria stanéw koherentnych jest dobrze znana w przypadku przestrzeni konfi-
guracyjnej R™, natomiast istnicja rozne pomysty uogélniania tych stanéw na przestrzenie
nietrywialne. W podrozdziale 3.1 p. bawniczak dokonuje przegladu proponowanych w li-
teraturze uogdlnien stanéw koherentnych, po czym dokonuje ich adaptacji do sytuacji na
okregu (podrozdzial 4.3) i sfery (podrozdzial 5.3).

Wreszcie Autor musial odpowiedzie¢ na fundamentalne pytanie, czym w przypadku
nietrywialnych przestrzeni fazowych jest funkcja Wignera. Do tak postawionego zagadnie-
nia da sie podejé¢ na kilka sposobéw. Mozna prébowaé zdefiniowaé rozklad kwaziprawdo-
podobienstwa poprzez podanie aksjomatow. Takie podejécie ma jednak znikomy potencjal
aplikacyjny. Ale zaréwno okrag jak i sfera sa rozmaitosciami zanurzonymi w przestrzeniach
euklidesowych odpowiednio R? oraz R3. W przypadku zas ukladéw kwantowych zyjacych
we wzmiankowanych przestrzeniach cuklidesowych znany jest ich model matematyczny
oparty na przestrzeniach Hilberta i dziatajacych w nich operatorach liniowych.

Do okreslenia funkcji Wignera na okregu i sferze naturalne wydaje sie zatem zaadap-
towanie transformacji Weyla ustanawiajacych relacje pomiedzy funkcjami na klasycznej
przestrzeni fazowej a operatorami dzialajacymi w przestrzeni Hilberta H. Tak tez uczy-
nit p. Lawniczak, co wida¢ w formutach (4.4.8) oraz (5.4.10). Zwracam uwagg, ze owa
adaptacja jest procesem zlozonym i jej wykonanie jest samo w sobie sporym sukcesem.

Jasno zatem widaé, iz Autor w swojej rozprawie przedstawil oryginalne rozwigzanie
problemu naukowego, na ktore skladaja si¢ min. wskazane powyzej elementy.
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Uwagi i pytania

W ostatniej czesci recenzji zawieram kilka uwag o starannosci, z jaka rozprawa zostala
przygotowana, formutuje pytania oraz wskazuje brakujace w moim odczuciu informacje.

Zlozenie i sformatowanie dysertacji takiej jak p. Lawniczaka to spore wyzwanie edy-
torskie. Nieuniknione w takiej sytuacji sa pewne bledy. Wskazuje kilka z nich.

M

str. 25 "Przestrzen fazowa czyli wiazka styczna ...” zamiast kostyczna.
str. 33 "Wzér (4.2.12) ma ...” zamiast "Wzér (4.2.10) ma ...”
str. 34 Normalizacja pod formulg (4.2.12) powinna mieé postaé ["_d@p(¢) = 1.

str. 37 W zdaniu poprzedzajacym formulg (4.3.1) zabraklo zalozenia o ograniczonym
nos$niku funkcji f : R — C.

Na dole strony 38 jest suma po k zamiast n. Taka niczgodnos$¢ oznaczenia zmiennej
w symbolu sumowania ¥ oraz w wyrazeniu pod suma pojawia sie kilkukrotnie.

Brakuje symbolu pierwiastka w mianowniku wzoru (4.3.16).

str. 79 1 80 Po wzorze (5.1.6) objasniono znaczenie symbolu Ii uczyniono to za
moment ponownie w pierwszym akapicie sekeji 5.1.5.

str. 94 w wyrazeniu (5.4.3) powinno by¢ dv(A) = d\d3 zamiast dv(§) = dAdj3.

Chce tez zadaé kilka pytan.

1.

We Wstepie na stronie 9 czytamy ”Obszary przestrzeni fazowej o ujemnej warto-
sci funkcji Wignera majg rozmiary rzedu stalej Plancka, wige, za sprawa zasady
nieoznaczonosci, nie sg obserwowane jako "ujemne prawdopodobiefistwa” zarcje-
strowania uktadu w danym stanie. Znikaja tez w granicy klasycznej.” Jak nalezy
rozumie¢ (a najlepiej oblicza¢) owa granice klasyczna?

Na stronie 13 pada stwierdzenie: . . . jesli tylko przestrzen jest topologicznie euklide-
sowa, co do zasady istnieje mozliwosé sprowadzenia jej analizy do analizy przestrzeni
metrycznie euklidesowej przez uwzglednienie odpowiednich gestodei miar” Budowa
mechaniki kwantowej na przestrzeni fazowej wymaga wprowadzenia algebry funkcji
z nieprzemiennym ale facznym iloczynem . W rachunku na szeregach formalnych
wprowadzenie tego iloczynu na zakrzwionych przestrzeniach symplektycznych jest
nie lada wyzwaniem a formuty Sciste nie sg znane. Czy widzi Pan mozliwosé spro-
wadzenia iloczynu # na przestrzeni topologicznie euklidesowej do iloczynu Moyala
na R*?

W rozdziale si6dmym czytamy "Hiperboloida jednopowlokowa czesto analizowana
jest w analogii do sfery. Istotnie mozna ja rozpatrywaé jako sfere o urojonym pro-
mieniu zanurzong w przestrzeni Minkowskiego” Prosze o rozwinigeie tej idei. W
szczegblnodei interesuje mnie, jaks interpretacje ma przestrzen konfiguracyjna be-
daca przestrzenia Minkowskiego z iloczynem pseudoskalarnym.
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4. Wykorzystujac izomorfizm wigzek stycznej i kostycznej dla przyvpadku okregu czy
sfery Autor zastepuje badanie przestrzeni fazowej T*M bedacej wigzka kostyczna
analizg przestrzeni stycznej TM. Jaka jest korzyéé z tej zamiany? W szczegdlnosci
co dzieje si¢ z formag symplektyczna, ktora determinuje np. nawet czysto klasyczne
réwnania ruchu czy istotnie wplywa na postaé iloczynu gwiazdka *7

5. W podpodrozdziale 5.4.2 p. Lawniczak podaje jako podstawowe cechy funkcji Wi-
gnera: rzeczywistos$é, mozliwo$¢ unormowania oraz ograniczono$é. Czy wynika z nich
w jaki$ sposob dodatnia okreslonos$é funkeji Wignera jako funkcjonatu?

Wreszcie wskaze elementy, ktorych mi w omawianej pracy brakuje. Funkcja Wignera stuzy
do zdefiniowania funkcjonalu liniowego, ktérego dzialanie na funkcje daje jej wartosé
oczekiwang. W przypadku ukladéw o przestrzeni fazowej R?® owo dzialanie funkcjonalne
to catkowanie typu [g2. . Gdy jednak przestrzen fazowa staje si¢ dyskretna, nalezaloby
chyba oblicza¢ sumy ani na okregu ani na sferze. W rozprawie nie znalazlem jawnej postaci

dzialania (W, f).

Co wiecej, istnieja rozne warianty dzialania rozktadu kwaziprawdopodobienstwa na
funkcje. Mozna przyjac, iz funkcja Wignera jest odpowiednikiem operatora gestosci w
odwrotnej transformacji Weyla i woéwczas operacja brania sladu odbywa si¢ w ogélnosci
na iloczynie W * f badz zazadaé, by z definicji obliczanie wartoéci $redniej mialo miejsce
na iloczynie W - f. Dla przypadka przestrzeni fazowej R?* oba warianty realizowane sa
przez te samg funkcje tj. W = W. W ogélnoéci tak nie jest. Autor nigdzie nie napisal
wprost, jaka opcje wybiera.

Ponadto oceniana dysertacja nie zawiera analizy ewolucji stanéw koherentnych na
sferze. Czy Autor planuje przyjrzeé si¢ temu problemowi?

6 Rekomendacja

Przedstawiona do recenzji rozprawa doktorska Karola Lawniczaka ”Funkcja Wignera na
rozmaitosciach nietrywialnych topologicznie” spelnia w mojej opinii wszystkie kryteria
zawarte w Ustawie o szkolnictwie wyzszym i nauce z dnia 20 lipca 2018r. (Dz. U. 2018
poz. 1668). Uwazam, ze dotyka istotnego zagadnienia z mechaniki kwantowej, prezentuje
jego oryginalne rozwigzanie, wskazuje potencjalne mozliwosci dalszych badan i jest dobrze
napisana. Dlatego wnosze o dopuszczenie Karola Lawniczaka do kolejnego etapu przewodu
doktorskiego.
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