Ocena rozprawy doktorskiej pana mgr. Karola Lawniczaka, pt. Funkcja Wignera na
rozmaitosciach nietrywialnych topologicznie

Tematem rozprawy doktorskiej pana mgr. Karola Lawniczaka sa, zgodnie z tytulem,
zagadnienia opisu ukladéw kwantowych w terminach przestrzeni fazowej i odpowiednich
rozktadow kwaziprawdopodobienstwa. Zakres poruszanych zagadnief nie ogranicza si¢ do
tytutowej funkcji Wignera, duza czes¢ rozprawy poswiecona jest stanom koherentnym, gdyz
stany takie maja istotne znaczenie dla zrozumienia zwigzkéw migdzy mechanika klasyczng,
wykorzystujaca do opisu standw ukladéw fizycznych przestrzen fazowa, a mechanikg
kwantowg, w ktore] stany sa wektorami, lub operatorami w przestrzeni Hilberta. Funkcja
Wignera dostarcza tu pewnej miary rozkladu w przestrzeni fazowej (i przestrzeni
konfiguracyjnej oraz przestrzeni pedéw poprzez odpowiednie rozktady brzegowe) a stany
koherentne sg ,,stanami najblizszymi stanom klasycznym” gdyz minimalizuja nicoznaczonos¢
1 mozna im przypisa¢ sensowng ,,granice klasyczng”.

Rozprawa doktorska pana mgr. Lawniczaka sktada si¢ z dziewigciu rozdziatow. Rozdziat I,
wstepny, poswigcony jest przedstawieniu problematyki pracy. Autor zarysowat tu gtéwne idee
opisu fazowego mechaniki kwantowej i potrzebg przeniesienia znanych metod takiego opisu
na wypadki, gdy przestrzen fazowa uktadu ma nietrywialng strukture topologiczng tzn. nie jest,
po prostu, iloczynem kartezjanskim odpowiedniej liczby przestrzeni liczb rzeczywistych R. W
rozdziale wstgpnym Autor przedstawil cele pracy, opisat jej konstrukcje i wypunktowal
osiagnigte rezultaty.

Rozdzial 1I pracy to bardzo dobra i wyczerpujaca prezentacja podstawowych koncepcji
uzywanych w pracy, tzn., kolejno: stanéw koherentnych, funkcji Wignera, transformacji
Weyla, Wignera i Segala-Bargmanna i rozkladu Husimiego dla euklidesowych przestrzeni
fazowych. Autorowi udato si¢ w sposob zwiezly i precyzyjny przedstawic zwigzki miedzy
wymienionymi koncepcjami. Prezentacja ma walory nie tylko jako przygotowanie gruntu do
rozwazan oryginalnych zawartych w dalszej czesci pracy, ale tez jak zrodlo referencyjne w
omawianym obszarze.

Rozdziat III rozprawy zawiera podsumowanie (bez podawania szczegdétow) réznych znanych
metod uvogoélniania na przestrzenie nieeuklidesowe stanéw koherentnych przy uzyciu grup
Liego i funkcji Wignera za pomocg uogélnieni transformacji catkowych stosowanych w
wypadku euklidesowym.

Rozdziat IV rozpoczyna cze$é pracy poswigcong prezentacji oryginalnych wynikow Autora.
Celem rozwazan jest konstrukcja funkcji Wignera na okregu. Rozdzial rozpoczyna krétki opis
parametryzacji wigzki stycznej do okregu, tzn. cylindra (nazywanego przez Autora walcem).
Autor konstruuje tez ,przestrzen Hiberta dla okregu™ jako przestrzen rozpinang przez
nienormalizowalne ,,wektory wlasne” operatora polozenia na okregu. Konstrukcja taka nie jest
zbyt precyzyjna z czysto matematycznego punktu widzenia, ale, w sumie, w miare jasna z
punktu widzenia dalszych zastosowan. Zasadnicza czes¢ rozdziatu poprzedzona jest ciekawa
dyskusjg probleméw rozkladow prawdopodobienstwa na okregu, a w szczegdlnosci obliczaniu
i interpretacji $rednich i wariacji takich rozkladéw. Ma to istotne znaczenie dla dalszych
rozwazan Autora dotyczacych konstrukcji ,,rozkladu normalnego na okregu” i konstrukcji
stanow koherentnych na okrggu przy uzyciu odpowiedniego jadra cieplnego. W dalszej czesci
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rozdzialu pan Lawniczak przedstawia 1 omawia cztery metody konstrukcji stanow
koherentnych na okrggu. Dwie pierwsze polegajg na swego rodzaju przeniesieniu stanow
koherentnych na plaszczyznie na okrag za pomoca sumowania okresowego, albo poprzez
wybor stanu podstawowego w postaci przeniesionego na okrag za pomocg takiego sumowania
gaussianu a nastepnie generowania stanéw koherentnych za pomoca operatora przesunigcia na
okregu, albo przeniesieniu za pomocg sumowania okresowego wszystkich stanow
koherentnych na okrag. Trzecia metoda polega na przyjeciu za stan podstawowy opisanego
wczeséniej jadra cieplnego na okregu i generowaniu z niego pozostalych stanéw koherentnych
za pomocg operatora przesuniecia tak, jak w metodzie pierwszej. Czwarta metoda polega na
zdefiniowaniu standw koherentnych za pomocg pewnego problemu wiasnego, w analogii do
euklidesowych stanow koherentnych jako standw wilasnych operatora anihilacji. Taka
konstrukcja standw koherentnych dla okregu zostala zaprezentowana w roku 1996 w pracy
wpolautorstwa promotora rozprawy, prof. Krzysztofa Kowalskiego. W podrozdziale 4.3.6
Autor stwierdza, ze wszystkie te metody prowadzg do konstrukcji takich samych stanow
koherentnych. Chociaz wydaje sie to do$¢ oczywiste, przynajmniej w odniesieniu do trzech
pierwszych metod, to warto byloby, chocby skrdtowo, przytoczy¢ argumenty za tym
stwierdzeniem. W nastepnych czgsciach rozdzialu szczegdtowo przedstawiono i
przeanalizowano wlasnosci algebraiczne i analityczne stanéw koherentnych (rozktad jednosci,
iloczyny skalarne standw, reprezentacje pedowa), ich wlasnodci statystyczne (wartosci $rednie,
dyspersje, wlasnosci oczekiwane obserwabli) oraz ich ewolucje swobodna.

Ostatnia cze$¢ rozdzialu IV poswigcona jest gldéwnemu wynikowi tej czesci pracy, tzn.
konstrukeji funkeji Wignera dla okrggu za pomoca transformacji Weyla. Uzyskany wynik
pokrywa si¢ ze znanymi rezultatami otrzymanymi w innych kontekscie i przy uzyciu innych
metod. Autor przedyskutowal tez statystyczne wlasnosci otrzymanej funkcji Wignera.
Warto$ciowym wynikiem sa tutaj dwa wzory na warto§¢ funkcji Wignera dla stanow
koherentnych. Troche zabraklo mi dyskusji dodatniodci, tzn. kwaziprobabilitycznego
charakteru tej funkcji. Lepiej zostalo to oméwione w oryginalnej pracy [6] wspdtautorstwa
Autora, ktora byta podstawg czgsci rozdziatu IV poswieconej funkcji Wignera.

Rozdziat IV pracy moze by¢ potraktowany jako wprawka do znacznie bardziej
zaawansowanego zdania, tzn. konstrukcji funkcji Wignera dla sfery jako przestrzeni
konfiguracyjnej, co jest gtownym i najwazniejszym wynikiem pracy. Z puntu widzenia
topologii, w odroznieniu od poprzednio rozpatrywanego problemu okregu, sytuacja jest
bardziej skomplikowana. Nie tylko przestrzen konfiguracyjna jest nieeuklidesowa, ale
przestrzen fazowa nie jest wigzkg trywialng. W rozdziale V zaprezentowano konstrukcje
odpowiedniej funkcji Wignera. Podobnie jak rozdziat IV rozpoczynamy od parametryzacji
przestrzeni konfiguracyjnej i fazowej oraz konstrukcji odpowiedniej przestrzeni Hilberta.
Dalej, podobnie jak poprzednio, Autor omawia krétko problematyke statystyki na sferze, a
nastepnie konstruuje stany koherentne. Podobnie jak w wypadku okregu istnieje tu kilka
mozliwosci. Autor omawia dwie: stany koherentne jako rozwigzania odpowiedniego problemu
wilasnego skonstruowane przez Kowalskiego i Rembielinskiego oraz skonstruowane za
pomoca jadra cieplnego na sferze przez Halla i Mitchella i omawia réwnowaznos¢ obu
konstrukcji. Wyczerpujaco dyskutuje Autor wlasnosci statystyczne stanéw koherentnych.



Zaprezentowane w tym podrozdziale rezultaty sg oryginalne, nie znalazlem ich w literaturze,
cho¢ same stany, jak wspomniano wyzej, byly znane wczesnie;.

Kulminacja pracy stanowi podrozdziat 5.4. Zaprezentowano w nim najwazniejszy wynik, tzn.
konstrukcje funkcji Wignera dla sfery jako przestrzeni konfiguracyjnej. Jest to wynik nowy 1
oryginalny, przedstawiony w opublikowanej wspolnie z promotorem pracy [7]. Pan Lawniczak
podaje definicje funkcji Wignera dla tego wypadku i dyskutuje jej wtasciwosci pokazujac, iz
ma ona wymagane cechy: rzeczywisto$¢ i normalizowalno$¢ . Dyskutuje tez jej ograniczono$é
— warto byloby jednak w samej rozprawie doktorskiej przytoczy¢ szczegdélowe obliczenia
przedstawione w pracy [7], a nie tylko odwolywaé si¢ do nich, tym bardziej, ze wystepujacy w
5.4.2.3 symbol W, nie zostat objasniony. W dalszej czesci rozwazan Autor przedstawia wyniki
obliczen wartosci skonstruowanej funkcji Wignera dla stanéw koherentnych na sferze, stanach
wlasnych momentu pedu.

Rozdzial VI pracy przedstawia oryginalna koncepcje konstrukcji funkcji Wignera dla
nietrywialnych topologii. Polega ona na wykorzystaniu skonstruowanej przez Halla
uogodlnionej transformacji Segala-Bergmana do uzyskania funkcji Husimiego, a stad, poprzez
odpowiednia transformacje catkowa, funkcji Wignera. Odpowiednig miarg w transformacji
Segala-Bargmanna konstruuje si¢ za pomoca jadra cieplnego na kompleksyfikacji przestrzeni
konfiguracyjnej. Pomyst jest oryginalny. Pan Pawniczak pokazuje jego skutecznos¢ na
przyktadzie omawianej wczesniej funkcji Wignera dla stanéw koherentnych na okregu.
Sprawdzenie tej metody dla skonstruowanej w rozdziale V funkcji Wignera dla sfery Autor
zapowiada jako cel dalszych badan.

Rozdziat VII zawiera krotkg dyskusje innych nietrywialnych przestrzeni konfiguracyjnych,
hiperboloidy, walca (cylindra) i sfer n-wymiarowych z punktu widzenia konstrukeji stanéw
koherentnych i funkcji Wignera.

Rozdziat VIII to podsumowanie wynikéw i propozycje dalszych badan. Rozdziat XI o
charakterze dodatku zawiera spis oznaczen, szczegély matematyczne dotyczace geometrii
roézniczkowej wiazki stycznej do okrggu oraz szczegétowe obliczenia pominigte w tekscie
gtownym. Dotaczona bibliografia jest wyczerpujaca dla problematyki rozprawy.

Praca napisana jest dobrze, wywod jest logiczny, wyniki dobrze opisane. Nie dostrzeglem
wigkszych bledéw redakcyjnych wartych wymienienia w recenzji (moze tylko brak
zapowiedzianego w tekscie na stronie 18 (w poblizu konca podrozdziatu 2.4) zastuguje na taka
wzmianke.

Podsumowujac uwazam, ze rozprawa doktorska pana mgr. Karola Lawniczaka, pt. Funkcja
Wignera na rozmaito$ciach nietrywialnych topologicznie zawiera nowe 1 interesujace wyniki
1 spelnia wszelkie wymogi stawiane rozprawom doktorskim. Wnioskuje wiec o dopuszczenie
jej autora do dalszych etapow postepowania o nadanie mu stopnia doktora.
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