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Recenzja rozprawy doktorskiej pani mgr inz. Joanny Piwnik:
Zagadnienia propagacji swiatta w polu grawitacyjnym.

Mimo, Ze od powstania teorii grawitacji Einsteina uptywa juz 110 lat i problem
ruchu w polu grawitacyjnym w ramach tej teorii byt rozwazany jui przez jej
tworce Alberta Einsteina i nastepnie wielu badaczy problem ten ciagle jest
aktualny. Mozna nawet stwierdzi¢, ze zainteresowanie nim ostatnio wzrasta ze
wzgledu na coraz doktadniejsze metody eksperymentalne i niezwykly rozwdj
programoéow komputerowych umozliwiajacych przeprowadzanie
skomplikowanych operacji matematycznych zwigzanych z rozwigzywaniem
rownan ruchu. Wydaje sie, ze wiekszosc¢ prac skupia sie na wykorzystaniu
mozliwosci komputera aby otrzymywac jak najdokfadniejsze rozwigzania tych
réwnan, natomiast rzadziej pojawiajg sie rozwazania prowadzace do nowego
spojrzenia na sam problem ruchu w teorii Einsteina i poszukujgce zupetnie
nowego podejscia do skonstruowania rownan ruchu. Wiasnie tego rodzaju
rozwazania tworzg rozprawe doktorskg pani Joanny Piwnik. Méwigc doktadniej
praca ta poswiecona jest badaniu propagacji promieni swietlnych w polu
grawitacyjnym. Powszechnie wiadomo, ze w klasycznej optyce geometrycznej
bez obecnosci pola grawitacyjnego rozchodzenie promienia $wietinego jest
okreslone przez stynng zasade Fermata, ktéra stwierdza, ze promien swiatfa
miedzy dwoma punktami w przestrzeni porusza sie po trajektorii spetniajgcej
warunek stacjonarnosci catki przedstawiajgcej czas przejscia promienia z
punktu poczatkowego do koricowego. Zakiada sig przy tym statosc czestosci
Swiatta wzdtuz drogi. Oczywistym pytaniem w ogolnej teorii wzglednosci jest,



czy mozna uogolnic klasyczng zasade Fermata na przypadek rozchodzenia sie
Swiatta w polu grawitacyjnym. Nie jest to problem trywialny poniewaz w
ogdlnym przypadku nie istnieje naturalnie okreslony czas uniwersalny i w
konsekwencji nie wiadomo a priori wzgledem jakiej wspétrzednej czasowej
zatozy(¢ statosé czestosci. Taki czas uniwersalny istnieje w przypadku statego
pola grawitacyjnego i wowczas wzglednie tatwo mozna sformufowac zasade
Fermata. Jednak, powtérzmy, w przypadku ogélnym nie jest to oczywiste.
Temu wiasnie problemowi a nastepnie problemowi rozwigzania powstatych z
zasady Fermata rownan poswiecona jest omawiana rozprawa doktorska.
Rozdziat pierwszy tworzy wstep do rozprawy, gdzie autorka trafnie opisuje duze
znaczenie badania propagac;ji fal elektromagnetycznych i promieni $wietinych
w polu grawitacyjnym dla rozwoju astrofizyki i kosmologii oraz przedstawia
strukture pracy i gtdwne rezultaty. Drugi rozdziat poswiecony jest
wyprowadzeniu ogolnej zasady Fermata w dowolnym polu grawitacyjnym i
zastosowaniu jej w przypadku metryki sferycznie symetrycznej, w szczegdlnosci
metryki Schwarzschilda-de Sittera oraz w przypadku metryki o symetrii osiowej.
Najwazniejszym wynikiem tego rozdziatu i zresztg catej rozprawy jest w mojej
opinii powigzanie ogodlnej zasady Fermata z formalizmem zasady wariacyjnej
Herglotza dotyczgcej uktadéw mechanicznych dla ktérych uogdiniony
lagranzjan w danym momencie zalezy takze od uogdlnionego dziatania
liczonego od momentu poczgtkowego do tego momentu.(Dobrze sig stato, ze
autorka zamiescita dos¢ obszerny Dodatek A, gdzie podata najistotniejsze fakty
dotyczgce formalizmu Herglotza). W przypadku ruchu promienia swietinego
wzdfuz krzywej zerowej moina pokazaé, ze uogdlnionym lagranzjanem
zaleznym od dziatania jest pochodna gdf; wspotrzednej czasowej x°(a) po
parametrze o € (0,,0;) wybranym na tej krzywej, natomiast x°(o) jest
uogbinionym dziataniem (przyjeto x°(o,) = 0 ). Zgodnie z istotg zasady
wariacyjnej Herglotza trajektoria promienia swietlnego w przedziale parametru
{(gy, 01) jest wyznaczona z warunku stacjonarnosci rozwigzania x%(o,) ze
wzgledu na wariacje drogi przy ustalonych koricach. Warunek stacjonarnosci
prowadzi do fundamentalnych réwnan (2.41) i (2.42) wraz z definicja (2.40).
Réwnania te byly juz otrzymane wczeéniej np. w pracy V.P.Frolova z 2013 roku
[22], jednak powigzanie tych rownan z formalizmem Herglotza jest zastuga
autorki rozprawy. Pragne jeszcze raz podkresli¢ znaczenie tego rezultatu dla
gtebszego zrozumienia problemu ruchu w teorii grawitacji zwracajgc uwage, ze



jak pokazano dalej w rozprawie (podrozdziaty 2.4 i 2.5) zasada wariacyjna
Herglotza dla ruchu promienia $wietlnego moze byé w naturalny sposéb
uogélniona na przypadek ruchu czastek obdarzonych masa oraz dopuszcza
elegancki formalizm Hamiltona. Zwréémy uwage, ze uogélnienie zasady
Fermata na dowolne pole grawitacyjne nie jest w zadnym razie problemem
akademickim oderwanym od rzeczywistosci. Przeciwnie, jest to problem istotny
poniewaz czasoprzestrzenie niestacjonarne przynajmniej w pewnych obszarach
sg fizycznie bardziej realistyczne niz globalnie stacjonarne. Poza tym istotg
ogdlnej teorii wzglednosci jest mozliwo$éé stosowania dowolnych uktadéw
wspotrzednych a zatem zasada Fermata powinna by¢ sformutowana takze dla
metryk zaleznych od wspdtrzednej czasowej. Wyraznie pokazane jest to w
rozprawie w podrozdziale 2.7 gdzie zasada Fermata zostata zastosowana do
problemu ruchu promienia swietlnego w polu Schwarzschilda-de Sittera.
Dokonujac odpowiedniej transformacji wspétrzednych autorka otrzymuje
jawnie zalezng od czasu metryke McVittiego i nastepnie stosujac uogélniona
zasade Fermata sprowadza rownania ruchu dia 8 = % do kwadratur. To jest

bardzo ciekawy wynik tym bardziej, ze metryka McVeittiego zawiera w sobie
jako przypadek szczegdlny podstawowa w kosmologii metryke Friedmana-
Lemaitre’a-Robertsona-Walkera. Odnotuje tu jeszcze podany w rozprawie w
Dodatku E wazny wynik-dowdd, ze réwnania ruchu w polu Schwarzschilda-de
Sittera sg catkowalne w sensie Arnolda-Liouville’a (istniejg cztery niezalezne
catki ruchu komutujgce ze wzgledu na nawiasy Poissona). W pozostatej czesci
omawianego drugiego rozdziatu jako przyktady zastosowania uogéinionej
zasady Fermata autorka znajduje réwnania rézniczkowe dla trajektorii
promienia Swietlnego przy 0 = g otrzymane z tej zasady w przypadku statego

pola grawitacyjnego o symetrii sferycznej oraz statego pola o symetrii osiowe;j.
Rownania te oczywiscie znane juz byly w literaturze duzo wczeéniej, ale w
omawianej rozprawie s one konsekwentnie otrzymane z zasady wariacyjnej w
wersji Herglotza. Uwazam, ze caly rozdziat 2 rozprawy przedstawia oryginalny
wktad do badania ruchu w polu grawitacyjnym faczac zasade Fermata z zasada
wariacyjna Herglotza. Wysoka oceng otrzymanych wynikéw potwierdza
publikacja ich we wspotautorskim artykule w topowym czasopiémie fizycznym:
J.Piwnik, J.Gonera,P.Kosinski, Nuclear Physics B. 1010 (2025) 116744.



Mam jedng uwage krytyczng dotyczaca rozdziatu 2 : mianowicie w podrozdziale
2.8, gdzie rozwazana jest metryka o symetrii osiowej autorka podaje jako
przyktad tej metryki stynng metryke Kerra poprzez wzory (2.148)-(2.151). Nie
podaje jednak interpretacji fizycznej wielkos$ci pojawiajgcych sie w tych
wzorach, m i k, a takze definicji nowej zmiennej u (definicja tej ostatniej
pojawia sie dopiero w nastepnym rozdziale we wzorze (3.2).

Rownania na trajektorie promienia swietlnego otrzymane w rozdziale 2 sg
analizowane w nastepnym trzecim rozdziale, ktdrego rozszerzona wersja
opublikowana zostata w 2024 roku w arXiv:2405.14462 we wspdétautorskiej
pracy (J.Piwnik,J.Gonera,P.Kosiriski) Mowigc doktadniej autorka podaje tutaj
przyblizone rozwigzania tych réwnan przy zatozeniu, ze parametr zderzenia b
jest duzy (nalezy to rozumiec: duzo wiekszy od promienia Schwrzschilda,

b>»m, m= %‘l ). Najpierw rozwaza ruch swiatta w polu Schwarzschilda i polu

Reissnera-Nordstroma dla 8 = g— Zaréwno w przypadku pierwszym (réwnanie

(3.11)) jak i drugim ( réwnanie (3.29)) przy przyjetym zatozeniu nieliniowe
zwyczajne réwnania rézniczkowe drugiego rzedu opisujace trajektorie s3
rownaniami matych drgan anharmonicznych {przy czym role czasu przyjmuje
zmienna katowa ¢). Autorka proponuje rozwigzanie tych réwnan w postaci
asymptotycznych szeregéw perturbacyjnych wykorzystujac do tego metode
Lindstedta-Poincarégo, ktéra to metoda umozliwia usuniecie z szeregu
wyrazéw rezonansowych. (Istota podejscia Lindstedta-Poincarégo zawarta jest
w Dodatku D rozprawy). W ostatecznym rachunku podane zostaty wzory na kat
odchylenia § promienia $wietlnego w postaci wielomianu trzeciego stopnia
zmiennej %1- bedacego obcieciem szeregu perturbacyjnego w metodzie

Lindstedta-Poincarégo dla ruchu w polu Schwarzschilda (wzér (3.25)) oraz polu
Reissnera-Nordstroma (formuta (3.43)). Podobna procedura zastosowana w
podrozdziale 3.2. do badania propagacji swiatta w polu osiowo symetrycznym
Kerra prowadzi do wzoru (3.65) na kat odchylenia § w postaci obcietego

3
szeregu perturbacyjnego z doktadnoscig do wyrazow rzedu (—7:-) . Wszystkie

otrzymane tutaj formuty na katy odchylenia pokrywajg sie z odpowiednimi
formutami otrzymanymi wczesniej przez innych autorow stosujacych odmienne
metody, ktore gtdéwnie opierajg sie na wykorzystaniu rozwigzan analitycznych
zawierajacych catki eliptyczne i wykorzystaniu programéw komputerowych do



wyznaczenia przyblizonego tych catek. Niewatpliwym osiggnieciem autorki
rozprawy jest pokazanie, ze w przypadku duzych parametrow zderzenia te

same wyniki (przynajmniej do trzeciego rzedu w %) mozna otrzymac metoda

algebraiczna Lindstedta-Poincarégo.

W zwigzku z tym pojawia sie naturalne pytanie, czy wybierajgc odpowiednio
maty parametr ewentualnego szeregu perturbacyjnego mozna stosowac te
metode takze dla duzych katéw odchylen czyli dla matych parametréw
zderzenia. Czy takim parametrem mdgtby byé np. parametr b’ zdefiniowany
wzorem (9) w pracy [49] ? Koriczac omawianie tego rozdziatu kilka drobnych
-uwag dotyczacych jego redakcji:

(a) Pierwsza zdanie po wzorze (3.1) jest: ,Zauwazmy, ze w rownaniu(2.132)
.."; powinno by¢: ,, Zauwazmy, ze w réwnaniu (3.1} ...”

(b)Pierwsza linijka po wzorze (3.8) jest: ,i catka ruchu (2.132)...";
powinno by¢ : i catka ruchu (3.1)

(c)Pierwsza linijka pod rysunkiem 3.2 jest: ,,...rozwigzanie (3.32)" :
powinno by¢ : ,...rozwigzanie (3.29)”

{d) Jakie znaczenie ma symbol m w podstawieniu (3.2)? Czy

m=ﬁ?
7

Nastepny rozdziat 4 jest niezwykle inspirujacy i wazny. Jest poswigcony
zilustrowaniu jak pewne rezultaty pracy [41] (a takze [42]) dotyczgce
poszukiwania réznych hamiltonianéw prowadzacych dla danego ukfadu do
takich samych obrazéw krzywych opisujgcych ruch (w rozprawie: takich samych
niesparametryzowanych trajektorii} moga byc¢ zastosowane w wyznaczaniu
trajektorii promienia swietlnego w polu grawitacyjnym. Autorka rozprawy
rozwaza ruch promienia swietinego w polu Kerra (polu rotujacej czarnej dziury)
i znajduje odpowiedni réwnowazny hamiltonian (4.15) do hamiltonianu (4.12)
otrzymanego w standardowy sposob z zasady Fermata. Ten nowy hamiltonian
(4.15) ma ewidentnie posta¢ dopuszczajacg separacje zmiennych w réwnaniu
Hamiltona-Jacobiego, a w konsekwencji natychmiast mozna z niego odczytac
dodatkowa catke ruchu, ktéra w istocie jest proporcjonalna do stynnej stafej



Cartera znalezionej w 1968 roku. Odkrycie tej statej, obok istniejgcej oczywiscie
catki energii, dowodzi catkowalnosci rownan ruchu w polu Kerra. Okazato sie
pdiniej udowodnione przez M.Walkera i R.Penrose’a (1970), ze istnienie tej
stalej jest konsekwencjg istnienia tensora Killinga dla metryki Kerra.
Niewatpliwym osiggnieciem autorki omawianej rozprawy doktorskiej jest
otrzymanie rownowaznego hamiltonianu, ktéry natychmiast dowodzi:
separowalnosci rownan Hamiltona-Jacobiego, istnienia drugiej, obok
hamiltonianu, catki ruchu i catkowalnosci rownan ruchu. Korzystajac z tego
hamiltonianu mogta autorka szczegétowo przeanalizowaé graniczne przejscie
do metryki Schwarzschilda. Na szczegdlne wyrdzinienie zastuguja wyniki
podrozdziatu (4.5) gdzie podano w jawnej postaci réwnania ruchu dla
promienia Swietlnego w polu Kerra, ktore catkowalne sg przez rozdzielenie
Zzmiennych. Majg one posta¢ umozliwiajgca zastosowanie metody Lindstedta—
Poincarégo dla duzych parametréw zderzenia. Dzieki temu autorka znalazta
przyblizone rozwiazanie (4.84). Trzeba podkresli¢, ze ostateczne wyniki
dotyczace tego rozdziatu prowadzg do znanych juz rezultatéw( np. [57,58,59]),
ale metoda zaproponowana przez panig Piwnik jest oryginalna i taczy miejscami
w zaskakujacy sposob problem ruchu w ogélnej teorii wzglednosci z
problemami ruchéw anharmonicznych w klasycznej mechanice. Poza tym
metoda ta prowadzi do rachunkoéw algebraicznych nie wymagajacych
stosowania funkcji eliptycznych. Gtéwne wyniki podrozdziatow (4.1)-(4.3)
pojawity sie w wspétautorskiej pracy : J.Piwnik,).Gonera,P.Kosirnski,
arXiv:2409.11896 [gr-qc].

Rozdziat 5, ostatni rozdziat rozprawy, chociaz bardzo krétki (2 strony)
przedstawia jednak wazny wynik. Pokazuje mianowicie, ze korzystajac z zasady
Fermata mozna bardzo tatwo udowodnic twierdzenie S.Hoda z 2018 roku [61],
ktédre méwi, Ze czas obiegu z predkoscia Swiatta po okregu w ptaszczyinie
réwnikowej wokot rotujacej czarnej dziury Kerra liczony wzgledem obserwatora
w nieskonczonosci jest najmniejszy gdy jest to ruch rzeczywisty promienia
swietlnego. Rezultat ten jest na tyle ciekawy, Ze znalazt uznanie recenzentéw
znanego czasopisma fizycznego International Journal of Modern Physics D

i zostat opublikowany w 2021 roku (J.Gonera,P.Kosirski,J.Piwnik,
Int.J.Mod.Phys., D 30 (2021) 2150094).



Podsumowujac oceng strony merytorycznej rozprawy przytocze stowa autorki
zawarte we wstepie: , Przedstawiona rozprawa dotyczy sformutowania zasady
Fermata dla dowolnych pél grawitacyjnych i wynikajacych z nich wiasnoéci i
zastosowan. Potozono nacisk na fakt, ze zasade Fermata mozna zanalizowaé w
ramach (uogéinionej) mechaniki analitycznej i teorii drgan nieliniowych.
Pozwala to zastosowac zaawansowane metody zapozyczone z tych dziedzin do
nowego spojrzenia na propagacje swiatla w polu grawitacyjnym”. Rzeczywiscie
autorka w sposéb konsekwentny prowadzi czytelnika od ogélnego
sformufowania zasady Fermata opartego na zasadzie wariacyjnej Herglotza do
hamiltonowskiego ujecia tej zasady i do zastosowania catego formalizmu do
znajdowania trajektorii promieni swietinych w polu o symetrii sferycznej, a
nastepnie, osiowej. Szczegdinie gleboka i elegancka pod wzgledem
matematycznym jest analiza w polu Schwarzschilda-de Sittera (podrozdziat 2.7).
Dalsze rozwazania autorki dotyczace znajdowania katéw odchylenia promienia
w polu czarnej dziury Schwarzschilda, Reissnera-Nordstroma czy rotujacej
czarnej dziury Kerra dla duzych parametréw zderzenia sg prowadzone wiaénie
w duchu analogii z odpowiednimi problemami znanymi w klasycznej mechanice
analitycznej przy rozpatrywaniu drgan nieliniowych (oscylator anharmoniczny,
metoda Lindstedta—Poincarégo). Dzieki temu rozprawe nalezy traktowad jako
zupetnie nowe, nieeksplorowane wczesniej podejscie do problemu ruchu w
teorii grawitacji. Czy takie wtasnie podejscie doprowadzi do nowych wynikéw
waznych w eksperymencie trudno w tej chwili ocenié. Jednak, co pokazano w
rozprawie, proponowane metody potrafig przy pomocy bardziej
elementarnych, czysto algebraicznych, rachunkéw zrekonstruowacé wiele
wynikéw otrzymanych wczesniej innymi metodami. Dlatego tez rozprawe pani
Piwnik oceniam wysoko od strony merytorycznej. Jak juz wspominatem
wczesniej gléwne wyniki rozprawy zostaty opublikowane w czterech pracach, z
ktorych dwie juz ukazaty sie w prestizowych czasopismach fizycznych (Nuclear
Physics B (140 pkt.), International Journal of Modern Physics D (100 pkt.)) a
pozostate dwie , opublikowane w arXiv , przestane zostang wkrdtce do druku.

Mam jedynie dwie drobne uwagi krytyczne dotyczgce strony merytorycznej:

(i) autorka mogta dac wigcej przyktadéw zastosowania zasady Fermata w
niestatych polach grawitacyjnych (np. dla prostej i ciekawej w kosmologii
metryki Kasnera czy w polu fali grawitacyjnej).



(ii) brakuje chocéby krétkiej analizy, czy rozwazane metody mozna
zmodyfikowac tak, aby obowigzywaty w przypadku matych parametrow
zderzenia (patrz akapit powyzej, przed uwaga (a)) co jest szczegdlnie istotne
gdy rozpatrujemy ruch w polu czarnych dziur.

Rozprawa napisana jest klarownym jezykiem. Kolejnos¢ rozdziatow i
podrozdziatéw podlega catkowicie logice rozwazan. Oprécz zupetnie drobnych
potknie¢ wymienionych juz wczesniej w niniejszej recenzji nie zauwazytem
zadnych dodatkowych uchybien natury redakcyjnej.

Reasumujac : Rozprawe doktorska pani mgr ini. Joanny Piwnik oceniam
wysoko. Uwazam, ze spetnia ona z nawigzkq wszystkie wymagania stawiane
rozprawom doktorskim i wnosze o dopuszczenie mgr inz. Joanny Piwnik do jej
publicznej obrony.

Sktadam takie wniosek o wyrdznienie tej rozprawy. Wniosek ten motywuje
bardzo oryginalnym podej$ciem autorki do problemu propagacji swiatta w
teorii grawitacji opartym na pewnych rezultatach klasycznej mechaniki
analitycznej (zasada wariacyjna Hrglotza, mate drgania nieliniowe, rachunek
perturbacyjny Lindstedta—Poincarégo ). Autorka zademonstrowata w sposéb
przekonujacy, jak te idee klasycznej mechaniki prowadza do znanych jui
wprawdzie wynikéw jednak znacznie upraszczajg manipulacje matematyczne
nie wymagajac wnikania np. w teorie funkgji eliptycznych. Moje drobne
uwagi krytyczne zupetnie nie obnizaja znaczenia rozprawy. Ponadto , nalezy
zanotowaé, ze niektére zagadnienia pracy zostaty juz wydrukowane w dwéch
artykutach w prestizowych czasopismach fizycznych a dwie nastepne prace
zawierajace wyniki rozprawy pojawity sie w arXive i zostang przestane do
druku w réwnie znamienitych czasopismach. Uwazam , Ze rozprawa w petni
zastuguje na wyrdinienie.
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