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Przedlozona do recenzji rozprawa doktorska dotyczy badania wplywu
pola grawitacyjnego na rozchodzenie si¢ $wiatla. Zagadnienie to odgrywa
wazng role w astrofizyce i kosmologii. Problem zostal sformutowany przy
pomocy zasady Fermata i dotyczy przypadku dowolnych p6l grawitacyj-
nych.

Praca sklada sie z sze$ciu rozdzial6w, szeéciu zatgcznikéw i bibliografii.
W rozdziale pierwszym Autorka opisuje znaczenie analizy wplywu pola
grawitacyjnego na rozchodzenie si¢ fal elektromagnetycznych w zakrzy-
wionej czasoprzestrzeni, stosowane narzedzia do tej analizy oraz charak-
teryzuje zawarto$¢ kolejnych rozdziatléw pracy.

W rozdziale drugim przedstawiono rézne sformutowania zasady Fer-
mata, w tym w formie lagranzowskiej dla statego pola grawitacyjnego, gdy
sktadowe tensora metrycznego g, nie zaleza od wspoélrzednej czasowej x0
jak i dla dowolnego pola gdy funkcja Lagrange’a zalezy od x0. W tym dru-
gim przypadku x° odgrywa role dzialania i zasada Fermata moze byc¢ sfor-
mulowana z wykorzystaniem formalizmu Herglotza. Pozwala to na prze-
prowadzenie redukgji zagadnienia rozchodzenia sig $wiatta do badania
dynamiki uktadéw zadanych przez jednorodne funkcje Lagrange’a z po-
minieciem jednej wsp6trzednej uogélnionej (podrozdziat 2.2). Formalizm



Herglotza i uzyskane réwnania s3 nastepnie wykorzystywane do sformu-
towania zasady Fermata zaréwno dla zerowych geodezyjnych dla fotonéw
(podrozdziat 2.3) jak i geodezyjnych typu czasowego dla czgstek masyw-
nych (podrozdziat 2.4). Nastepnie opisano przejscie do hamiltonowskiego
sformufowania zasad wariacyjnych Herglotza dla obu typow czastek (pod-
rozdziat 2.5). Ostatnie trzy podrozdzialy zawierajg przyktady zastosowar
wyprowadzonych wzoréw do metryki sferycznie symetrycznej (podroz-
dziat 2.6), szczeg6lnego przypadku metryki sferycznie symetrycznej: me-
tryki Schwarzschilda-de Sittera (podrozdzial 2.7) i metryki o symetrii osio-
wej (podrozdziat 2.8). Dla tych przyktadéw podano réwniez catki pierw-
sze.

Rozdziat trzeci dotyczy opisu trajektorii promieni §wietlnych na pod-
stawie zasady Fermata dla przypadku, gdy parametr zderzenia jest duzy
np. w por6wnaniu z promieniem horyzontu dla metryki sferycznie sy-
metrycznej. Przeanalizowano czasoprzestrzen z metrykg Schwarzschilda i
metrykg Reissnera-Nordstréma opisujaca natadowang czarng dziure oraz
metryke o symetrii osiowej. Obliczenia przeprowadzono wykorzystujac ra-
chunek zaburzent w sformutowaniu Lindstedta-Poincarégo, w ktérym role
malego parametru odgrywa p = %. W szczeg6lnosci wyprowadzano w
ten spos6b wzory na odchylenie promienia $wietlnego z doktadnoscig do
wyrazOow trzeciego stopnia w f.

Wrozdziale czwartym Autorka analizowala trajektorie promieni §wietl-
nych dla metryki Kerra opisujacej stacjonarne pole grawitacyjne wiec geo-
dezyjne zerowe z zasady wariacyjnej Fermata opisywane sa przy pomocy
klasycznej funkcji Lagrange’a (bez zaleznosci od x°) i standardowego ha-
miltonianu. Ze wzgledu na dwie zmienne cykliczne ¢, t do catkowalno-
Sci brakuje jednej catki pierwszej. Odpowiednik catki Cartera zostat znale-
ziony przy pomocy metody metamorfozy stalej sprzezenia. Rozwigzania
sg tutaj réwniez wyznaczane metoda rozwiniecia Lindstedta-Poincarégo,
zostala réwniez zbadana granica Schwarzschilda.

Dwustronicowe rozdzialy: pigty zawiera uwagi dotyczace zastosowa-
nia zasady Fermata do zamknietych trajektorii $wiatta, a rozdziat szosty
zawiera podsumowanie i komentarze do uzyskanych wynikéw.

Rozprawa napisana jest poprawnie pod wzgledem jezykowym. Jest uzu-
pelniona dodatkami zawierajgcymi opis zasady wariacyjnej Herglotza, opis



zasady Fermata dla dowolnych pél grawitacyjnych, streszczenie formali-
zmu Hamiltona dla geodezyjnych zerowych, opis metody perturbacyjnej
Lindstedta-Poincare, catkowalno$¢ réwnan geodezyjnych w metryce Schwarz-
schilda-de Sittera, metode metamorfozy stalej sprzezenia. Bibliografia liczy

62 pozycje i zostata trafnie dobrana do tematyki doktoratu.

Warto podkresli¢, ze cze$¢ rezultatéw opisanych w rozprawie zostata
opublikowana w formie dwéch artykuléw w renomowanych czasopismach
Int. Journ. Mod. Phys. i Nucl. Phys. B, w przypadku drugiego artykutu pani
mgr inz. Joanna Piwnik byta pierwszym autorem. Kolejne dwa artykuty zo-
staly upublicznione w elektronicznym archiwum preprintéw naukowych
arXiv.

Na uwage zastuguje nowatorskie zastosowanie zasady wariacyjnej Her-
glotza do sformutowania zasady Fermata i analizy probleméw rozchodze-
nia sie $wiatla w dowolnym polu grawitacyjnym.

Natomiast, to co w mojej opinii budzi niedosyt, to analiza rozwigzal-
nych réwnar przy pomocy metody szeregéw Lindstedta-Poincarégo ogra-
niczona do malych warto$ci parametru, wyrazajgcego si¢ przy pomocy
energii. Jezeli dany problem sprowadza si¢ do jednowymiarowego row-
nania Newtona, to jego rozwigzanie wymaga policzenia jednej catki i jed-
nej funkgji odwrotnej. Jakosciowo ruch mozna opisa¢ zawsze w oparciu o
portret fazowy. Naturalne s pytania zwigzane z takim globalnym opisem:
czemu fizycznie odpowiadajg niestabilne i stabilne pofozenia réwnowagi,
orbity homo- i heterokliniczne, itp. Orbity takie ewidentnie istniejg, jak fa-
two wywnioskowac z rys. 3.1irys. 3.2.

Moim zdaniem mankamentem przedstawionej rozprawy jest brak wy-
jasnienia, dlaczego zastosowano metode przyblizong Lindstedta-Poincarégo
do réwnan, dla ktérych mozna poda¢ jawne rozwigzania analityczne. W
przypadku réwnania (3.11) takie rozwigzanie ma postac:
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u(¢) = g+2 [€3+(€2—€3)an NG —63,k)] (1)
sn(z, k) jest funkcja eliptyczna Jacobiego,
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i modut k wyznaczony jest jest przez parametr h = m?/2b? = 2 /2 relacja

1 , 1 1+K2 14k
h= 252 (1= 6e3) (1 + 12¢5) _1—0§(1+6 - )(1—12 > ) (3)

Réwniez rozwigzanie réwnania (3.28) mozna jawnie przedstawic, za po-
mocg klasycznych funkgji Jacobiego.

Znajac rozwigzanie analityczne mozemy uzyskaé jego przyblizenia bez
konieczno$ci odwolywania si¢ do metod przyblizonego rozwigzywania réw-
nania r6zniczkowego drugiego rzedu.

Zastosowanie metody Lindstedta-Poincarégo do znalezienia przyblizo-
nego jednowymiarowego autonomicznego réwnania Newtona ma oczywi-
Scie sens, gdy nie mozna analitycznie policzy¢ pojawiajacych sie catek, gdy
nie mozna w sposéb analityczny policzy¢ funkcji odwrotnych do tychze
catek lub uzyskane funkcje sg bardzo skomplikowane.

By¢ moze warto zauwazy¢, ze réwniez rozwigzania réwnania (2.152)
mozna efektywnie opisac analitycznie. W tym celu wprowadzamy zmienng
niezalezng 7 taka, ze

dy B 1—2u+ %uz

dt -0 (1-%)

i wtedy réwnanie (2.152) mozna przepisa¢ jako

2 2 2 2
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Analityczne rozwigzanie tego réwnania mozna wyrazi¢ za pomoca funkgji
Weierstrassa (z) lub za pomoca eliptycznych funkcji Jacobiego. Podobnie
mozna postgpi¢ z réwnaniem (3.45).

W pracy mozna znalez¢ pewne usterki typowo edytorskie np. sformu-
fowania , przepowiednie teoretyczne” na str. 4, czy ,niezmiennicze na re-
parametryzacje” na str. 6, nie sa najzgrabniejsze; w linii nad réwnaniem
(3.17) na str. 37 jest bledne odwotanie do rys. 2.1, a nad réwnaniem (3.33)
niepoprawne odwotanie do réwnania (3.32). Sformulowanie , lokalna catka
ruchu” wymaga komentarza, bo lokalnie poza punktami krytycznymi pole
wektorowe mozna wyprostowaé i woéwczas ma zawsze catki ruchu.

Pewne fragmenty s3 w mojej opinii opisane zbyt skrétowo. Na przyktad
na poczatku rozdziatu 2: wyrazenie na zasade Fermata opisang wzorami
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(2.3) i (24) trudno natychmiast odtworzy¢ bez siegania do ksigzki L.D.
Landaua i E.M. Lifshitza, Teoria pola. Rozdzial 5 jest bardzo krétki, opis
bardzo zwarty i trudny do przesledzenia. W dodatku A poswieconym for-
malizmowi Herglotza warto bytoby wspomnie¢, ze jest wykorzystywany
do uktad6éw kontaktowych, bo jest to jego najczestsze zastosowanie.
Mimo przedstawionych powyzej zastrzezeri i uwag dotyczacych spo-
sobu prezentacji tekstu uwazam, ze przedfozona rozprawa spelnia usta-
wowe i zwyczajowe wymogi stawiane w postgpowaniu o nadanie stopnia
doktora i wnoszg o dopuszczenie pani mgr inz. Joanny Piwnik do dalszych

etapoéw postepowania.
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