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Recenzja rozprawy doktorskiej Yaroslava Petrukhina zatytulowanej

“Proof systems for some many-valued and modal logics”

Rozprawa zostala napisana pod opieka naukowa Profesora dr hab. Andrzeja
Indrzejczaka w Katedrze Logiki i Metodologii Nauk Uniwersytetu Lodzkiego. Jest to
obszerna praca liczaca 163 gesto zapisanych stron. Sklada si¢ z pigciu rozdzialéw: wstepu,
trzech rozdzialéw stanowigcych wlasciwg czg$¢ rozprawy, zakonczenia; oraz bibliografii.
Tematem rozprawy jest analiza systeméw dowodzenia dla wybranych logik. Rozwazane sa
systemy dowodowe w postaci rachunkéw sekwentowych oraz systemy dedukcji naturalnej.
Rozdzial drugi (tj. pierwszy merytoryczny) rozwija teoric dowodu dla niektérych logik
modalnych. W jego czgsci poswigconej rachunkowi sekwentowemu rozwazane sg systemy, w
ktorych oprocz standardowych modalnosci wystepuja modalnosci niestandardowe. Obecnosé
tych dodatkowych modalnosci wymaga uogélnienia zwyktych rachunkéw sekwentowych
typu S5 do ich postaci hipersekwentowej oraz zagniezdzonych rachunk6w sekwentowych dla
logik typu KX, gdzie X < {T, D, 4, B} w celu uzyskania twierdzenia o eliminacji cigcia. W
koncowej czgsei rozdzialu drugiego zostato przedstawione zastosowanie dedukcji naturalnej
do logik typu S4 i S5. Spetnienie twierdzenia o normalizacji odgrywa tu role analogiczng do
dopuszczalnosci cigeia z poprzedniej czg$ci. Rozdziat trzeci zawiera wyniki badan Autora nad
teoriag dowodu dla logik tr6j- i czterowartosciowych. Najpierw, za pomocg analizy
korespondencji skonstruowana zostala klasa naturalnych dedukcyjnych systeméw
trojwartosciowych. Systemy te spelniaja twierdzenie o normalizacji. Maja one réwniez
wlasnos¢ podformul z ich negacjami. Nastepnie systemy te sa przeksztalcane w rachunki
sekwentowe z, jak si¢ okazuje, dopuszczalnoscig ciecia. Wreszcie, rachunki sekwentowe dla
logik czterowartosciowych sg przeksztalcane w systemy dedukcji naturalnej spehniajace
twierdzenie o normalizacji i posiadajgce wlasnos¢ podformul z ich negacjami. Rozdzial
czwarty dotyczy systemow powstatych z polaczenia systeméw nalezacych do dwéch dziedzin
logik nieklasycznych rozwazanych w rozdzialach drugim i trzecim: logik modalnych i
wielowartosciowych. Tak wigc, zostala rozwinigta teoria dowodu dla modalnych logik tréj- i
czterowartosciowych oraz dla algebraicznego uogdlnienia systemow czterowartosciowych, tj.




modalnych logik wielokratowych. Rozdzialy drugi, trzeci i czwarty stanowigce wlasciwa
rozprawe poprzedzone s3 rozdzialem pierwszym majacym postaé Wprowadzenia. Ten
niezwykle zwigzty i precyzyjny tekst zawiera zarGwno zarys najwazniejszych zagadnien teorii
dowodu, jak i streszczenie tresci rozprawy. W obu przypadkach Autor zamieszcza liczne
odwolania do najwazniejszych $wiatowych publikacji, jednoczesnie precyzyjnie informujac,
ktore fragmenty rozprawy zostaly juz przez niego opublikowane, czy to w pracach
jednoautorskich, czy wspolautorskich. Rozdzial piaty begdacy Zakoniczeniem sklada sie z
dwoch list. Pierwsza wymienia wyniki osiagnigte przez Autora w rozprawie, w tym nowe
zastosowania istniejgcych struktur, wlasne konstrukcje Autora oraz nowo udowodnione przez
niego twierdzenia. Druga lista przedstawia sugestie dotyczgce mozliwych kierunkéw badan
jako kontynuacji osiagni¢¢ wymienionych w pierwszej liscie. Szczegdlnie pierwsza lista moze
by¢ traktowana jako swego rodzaju pomoc dla recenzenta. W recenzji wystarczytoby
przytoczyC za Autorem wszystkie jego precyzyjnie wymienione osiggniecia. O ile jednak
Autorowi wypada zamiesci¢ taki przewodnik po najwazniejszych punktach swojej dysertacji,
o tyle recenzentowi prawdopodobnie nie wypada korzystac¢ z takiej pomocy. Dlatego recenzja
nadal nie bedzie powielaé¢ tresci, ktdre skladaja sie na wnioski zawarte w Zakonczeniu, a do
ktorych czytelnik sam tatwo moze siggna¢. Rozprawe zamyka bibliografia, sktadajaca sie z
203 pozycji. Wydaje sie, ze bibliografia wymienia wszystkie publikacje istotne dla tematow
rozwijanych w rozprawie. Rzeczywiscie, trudno jest wskaza¢ jaki$ szczegdlnie istotny brak w
cytowaniach.

Szczegélowa analiza

Rozdzial drugi "Systemy dowodowe dla wybranych logik modalnych" poswiecony
jest systemom modalnym z koniecznoscia 1 mozliwoscia oraz z modalnosciami
niestandardowymi. Nie chodzi wigc o modalnosci takie jak temporalna, deontyczna czy
epistemiczna. Analizowane tu modalnosci to: operatory nieprzypadkowosci (non-
contingency) i przypadkowosci (contingence); istotowe (essential) i przypadtosciowe
(accidental) operatory prawdy; istotowe i przypadlosciowe operatory falszu; parakonsystentne
i parazupelne negacje. Dla wszystkich tych operatoréw przedstawiona jest krotka historia ich
wprowadzenia i rozwijania, wzbogacona o liczne i precyzyjne odwolania do literatury
przedmiotu. Autor przedstawia réwniez aktualny stan badan nad systemami dedukcji
naturalnej dla logik modalnych ze standardowymi modalnos$ciami koniecznosci i mozliwosci.
Ta opisowa prezentacja stanowi wprowadzenie do $cisle formalnych rozwazan, ktore Autor
rozpoczyna od przypomnienia podstawowych faktow dotyczacych wielu modalnych
systemow w stylu Hilberta i zwyklych rachunkéw sekwentowych: K, D, T, K4, D4, S4, K45,
D45, KB, DB, TB, KB4, S5, K35, D5; nieprzypadkowych (takze przypadkowych) wersji T,
TB, S4, S5, K, K4, K5, K45, KB, GL, Grz; istotowo i przypadlosciowo
prawdziwych/fatszywych wersji logik modalnych S5, K, K4, KB, KBS5; parakonsystentna
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logika Beziau Z (S5 z klasyczng negacja zastapiona przez parakonsystentng) oraz Z,
parazupetny odpowiednik Z skonstruowany przez Autora, jak rOwniez pewne wariacje
niektérych systeméw juz wymienionych. Jak juz wspomniatem, rachunki sekwentowe typu
S5 z niestandardowymi modalnosciami rozwazane w rozdziale drugim musza zostaé
uogélnione na rachunki hipersekwentowe. Uogolnienie to zostalo przeprowadzone dla
rachunkéw z wszystkimi niestandardowymi modalnosciami wymienionymi powyzej. Dla
wprowadzonych w ten sposéb rachunkéw hipersekwentowych udowodnione zostaty: silne
twierdzenie o pelnosci, a takze konstruktywna eliminacja cigcia. Na koniec Autor szkicuje
stabe istotowe operatory modalne prawdy oraz silne przypadiosciowe operatory modalne
prawdy, nakreslajagc tym samym mozliwy kierunek dalszych badan. Rachunki sekwentowe
stabsze niz S5 z niestandardowymi modalnosciami wymagaja dla eliminacji ciecia
uogollnienia do rozgalezionych rachunkéw hipersekwentowych (tree-hypersequent calculi),
zwanych rowniez sekwentami zagniezdzonymi (nested sequents). W ten sposob Autor
rozszerzyl rachunek KX (dla X < {T, D 4, B}) o wszystkie wspomniane niestandardowe
modalnosci. Dla wszystkich tych rachunkéw udowodnil twierdzenie o pelnosci, a takze
konstruktywng dopuszczalnos¢ cigeia. Zamykajgce rozdziat drugi, a zaproponowane przez
Autora naturalno-dedukcjne podejscie do logik z niestandardowymi modalno$ciami nie
dostarcza tak spektakularnych wynikow, jak w przypadku rachunkéw sekwentowych, bo tez
tematyka wydaje si¢ w tym przypadku znacznie trudniejsza i mniej zbadana. Pewne
standardowe transformacje logiki klasycznej w systemy modalne z niestandardowymi
modalnosciami nie przebiegaja zgodnie z oczekiwaniami. Dlatego tez Autor ograniczyl sie do
ostabionych logik modalnych S4 i S5, tj. S4 i S5 z modalnosciami negatywnymi:
parakonsystentng i parazupelna. Wskazal rowniez, na czym polega trudno$é w formutowaniu
adekwatnych regul dedukcji naturalnej dla wszystkich niestandardowych modalnosci z
wyjgtkiem parakonsystentnych i parazupelnych negacji. Pomimo tego przyjetego z
koniecznosci samoograniczenia, ten paragraf jest by¢ moze jedng z najciekawszych czesci
rozprawy. O stopniu trudnosci rozwiazywanych probleméw s$wiadczy pomystowosé w
zastosowaniu istniejacych konstrukcji (np. systemu dedukcji naturalnej Segerberga,
intuicjonistycznych regul Biermanna i de Paivy dla standardowych modalnosci) i ich
btyskotliwe adaptacje, ktére nie zawsze sa latwe do przewidzenia dla czytelnika. Na koniec
Autor udowadnia normalizacj¢ dla S4 i S5 ze zdefiniowanymi oddzielnie koniecznoscia i

mozliwoscig, a takze dla S4 1 S5 z wybranymi niestandardowymi modalno$ciami.

Rozdzial trzeci "Systemy dowodowe dla wybranych logik wielowartosciowych"
proponuje  jednolite podejscie do korespondencyjnego konstruowania wybranych
wielowartosciowych systeméw dedukcji naturalnej oraz jednolite podejscie do dowodzenia
dla nich normalizacji. Jak w poprzednich przypadkach, wlasciwe rozwazania Autor poprzedza
krotkim przegladem historii powstania i wykorzystania analizy korespondencyjnej w
konstrukcji systemow dowodowych dla logik wielowartosciowych, a takze warunkow




spetienia twierdzenia o normalizacji w tych systemach. Ta historyczna prezentacja jest
odpowiednio zilustrowana odniesieniami do literatury przedmiotu. Rozwazania glownej
czgscl rozdziatu dotyczg nastepujacych logik trojwartosciowych: logik typu 1, a wiec silnej
logiki Kleene'a K3, logiki Heytinga G, ich fragmentéw negacyjnych oraz rozszerzen ich
fragmentéw negacyjnych o spdjniki n-argumentowe; logik typy 2, czyli logiki paradoksu LP,
dualnej logiki Heytinga DGs, ich fragmentéw negacyjnych oraz rozszerzen tych fragmentéw
0 spojniki n-argumentowe. Negacyjne fragmenty logik zawieraja jedna z trzech
trojwartosciowych negacji: Lukasiewicza —;, Heytinga —y i Bochvara. —5. Wszystkie logiki
typu 1, . logiki z jedng wartoscia wyrézniona, okazuja si¢ by¢ parazupelne, podczas gdy
wszystkie logiki typu 2, tj. logiki z dwiema wartosciami wyréznionymi, sa parakonsystentne.
Metoda analizy korespondencji jest zatem wykorzystywana do konstruowania naturalnych
systemow dedukcyjnych dla negacyjnych fragmentow LP, DG3, K3, G3, jak réwniez dla
rozszerzen tych fragmentéw negacji o spojniki n-argumentowe. Dla wszystkich tych
systeméw Autor zunifikowal metod¢ konstrukeji. Udowodnil tez twierdzenie o pelnosci a na
koniec podal twierdzenia o normalizacji dla negacyjnych fragmentéw LP, DGs, K3, Gs i ich
rozszerzen o n-argumentowe spdjniki. Pokazal rowniez, ze dedukcje w postaci normalnej w
wiadomych negacyjnych fragmentach i ich rozszerzeniach majg wtasnoéé podformut z ich
negacjami. Obie klasy twierdzen wraz z kilkoma innymi twierdzeniami i wnioskami sa
poprzedzone skrupulatng prezentacja procedur redukcji, zwtaszcza w przypadku LP i DG3. W
czgsei rozdziatu poswigconej fragmentowi negacyjnemu LP rozszerzonemu o operatory n-
argumentowe Autor przeskakuje z przypadku 4 do przypadku 7. Nie jest to nigdzie
wyjasnione. Mozna przypuszczaé, Ze w pracy napisanej z taka precyzjg i skrupulatnoscig jest
ku temu powod. Nie nalezy jednak skazywaé czytelnika na zgadywanie. W przypadkach
rozpatrywanych po LP i DG; mamy do czynienia z prostymi wersjami poznanych juz
procedur.

Otrzymane  znormalizowane systemy dedukcji naturalnej s3  nastepnie
wykorzystywane do konstruowania wlasciwych dla nich rachunkéw sekwentowych. W tym
celu reguly dedukcji naturalnej sa przeksztalcane w ich wersje sekwentowe. Na koniec Autor
przedstawia konstruktywny dowoéd dopuszczalnosei cigeia dla wszystkich otrzymanych
rachunkéw sekwentowych. Ostatni paragraf, koriczaca rozdziat trzeci, moze by¢ postrzegana
jako dodatek zaréwno do rozdziatu trzeciego, jak i do pracy Omori i Wansinga [141]. Istotnie,
w paragrafie tym Autor rozwaza zastosowanie wezesniej uzytej analizy korespondencji do
logik trzy- i czterowartosciowych ze wszystkimi mozliwymi wariantami ich negacii,
zaczerpnigtymi z pracy Omori i Wansinga. Dla logik typu Kj, gdzie 1/2 nie jest wartoscia
wyrdzniong, istniejg cztery negacje. Dla logik typu LP, gdzie 1/2 jest wartoscig wyrézniona,
istnieja réwniez cztery negacje. Dla czterowartosciowych logik Belnapa-Dunna typu FDE
(First Degree Entailment) istnieje szesna$cie réznych negacji. W przypadku logik typu FDE

wartosci wyréznione to "prawda" oraz "zaréwno prawda, jak i falsz", niewyréznione to "ani



prawda, ani falsz" oraz "falsz". Podobnie jak w przypadku wczesniej rozwazanych logik
trojwartosciowych, Autor stosuje odpowiednig analiz¢ do negacyjnych fragmentow
wszystkich tych (24) logik, a takze do ich rozszerzen o operatory n-argumentowe. Adaptacja
analizy korespondencji dla negacyjnych fragmentéw i ich rozszerzen trojwartosciowych logik
Omori-Wansiga typu K; i LP jest natychmiastowa - oparta na twierdzeniach wczes$niej
udowodnionych w rozprawie. W zwigzku z tym zachodzi dla nich twierdzenie o pelnosci, a
takze normalizacja. Nast¢pnie Autor podaje rachunki sekwentowe z dopuszczalnoscig cigcia
dla wszystkich tych systemow. W przypadku logik typu FDE, uzycie analizy korespondencji
jest poprzedzone konstrukcja odpowiednich rachunkow sekwentowych. Procedura ta
umozliwia skorzystanie z wynikow Kooi i Tamminagi [97]. Ich logiki mozna tatwo uogdlni¢
na brakujace pigtnascie logik czterowartosciowych. Wszystkie logiki sposrdd szesnastu logik
sg przeksztalcane w systemy dedukcji naturalnej, dla ktorych zachodzi twierdzenie o
normalizacji.

Rozdzial czwarty “Proof systems for selected many-valued modal logics™, zgodnie z
tytulem, poswigcony jest systemom taczacym wielowartosciowos¢ z modalnosciami. Pomyst
konstruowania wielowartosciowych logik modalnych nie jest nowy. Jej poczatki siggaja
samego Lukasiewicza [116]. Nie jest on jednak tak intensywnie rozwijany jak logiki modalne
czy wielowartosciowe. "Krdtka" historia badan nad wielowarto$ciowymi logikami
modalnymi wraz ze wskazaniem literatury przedmiotu stanowi czg¢$¢ otwierajaca rozdzial.
Modalno$ciami, o ktére zostanie rozszerzona logika wielowartosciowa, sg standardowa
konieczno$¢ 1 mozliwosé oraz wczesniej rozwazane modalnosci niestandardowe:
nieprzypadkowos$¢ i przypadkowos¢; istotowa i przypadlosciowa prawda; istotowy i
przypadlosciowy falsz; parakonsystentne i parazupelne negacje. Dla nich wszystkich Autor
podaje charakterystyki semantyczne odrebne dla prawdy i falszu. Rachunki hipersekwentowe
dla modalnych wersji juz rozwazanych logik tréj- i czterowartosciowych sa uzyskiwane z
rachunkéw hipersekwentowych dla dwuwartosciowych logik modalnych poprzez zastapienie
klasycznych regut regutami hipersekwentowymi dla, odpowiednio, tréjwartosciowych logik
typu K3 i LP (4. ich negacyjnych fragmentow i wiadomych rozszerzen tychze fragmentow)
oraz czterowartosciowych logik typu FDE (tj. ich negacyjnych fragmentow i wiadomych
rozszerzen tychze fragmentéw) wraz z dodaniem regul dla zanegowanych modalnosci.
Zgodnie z oczekiwaniami, systemy te maja wlasnos¢ dopuszczalnosci cigeia 1 wlasnos¢
podformut z ich negacjami. Podobnie, zagniezdzone (nested) rachunki sekwentowe dla tych
samych modalnych logik wielowarto$ciowych sg otrzymywane z zagniezdzonych rachunkow
sekwencyjnych dla dwuwartosciowych logik modalnych poprzez zastgpienie klasycznych
regul zagniezdzonymi regutami sekwentowymi dla negacyjnych fragmentéw i wiadomych
rozszerzen tych fragmentow trojwartosciowych logik K; 1 LP oraz negacyjnych fragmentow i
wiadomych rozszerzen tych fragmentow czterowartosciowych logik FDE, wraz z dodaniem

regul dla zanegowanych modalno$ci. Systemy te maja rowniez wlasnos¢ dopuszczalnosci




cigeia i whasnos¢ podformut z ich negacjami. Autor zdefiniowal réwniez dedukcje naturalng
dla modalnych logik wielowarto$ciowych w stylu S5. Wszystkie otrzymane systemy spelniajg
twierdzenie o normalizacji i majg wlasnosé¢ podformut z ich negacjami. Rozprawe zamyka
paragraf poswigcony systemom dowodowym dla modalnych logik wielokratowych. Wiasciwe
rozwazania Autor poprzedza prezentacja wybranych logik wielowartosciowych, w tym logiki
ML, zdefiniowanej przez Shramko. MML,, logika skonstruowana przez Kamide i Shramko
[92], ktéra jest ML, rozszerzong o modalnosci typu S4, jest gléwnym, cho¢ nie jedynym,
przedmiotem zainteresowania Autora w tej koncowej czesci rozprawy. Autor rozwaza
gléwnie MML,*’, tj. MML,, z modalnosciami typu S5, ale analizuje réwniez MML,>, czyli
MML, z modalnosciami typu S4 ze wzajemnie definiujacymi si¢ koniecznoscia i
mozliwoscia. Wiasciwe rozwazania poprzedzone sa przypomnieniem definicji niekt6rych
poje¢ z teorii krat. Po tym przypomnieniu, Autor przedstawia rachunek hipersekwentowy dla
MML,> ze wszystkimi niestandardowymi modalnos$ciami, ktére rozwazal w poprzednich
rozdziatach, wraz z semantyka Kripkego dla tego rachunku. Nastepnie, dla MML,>, jak
rowniez dla dowolnego rozszerzenia MML,> o niestandardowe modalnosci, a takze z
modalnosciami standardowymi zastapionymi modalno$ciami niestandardowymi, Autor
prezentuje silne twierdzenia o petnosci, dopuszczalno§é ciecia, wiasnosé podformut z ich
negacjami i konstruktywna eliminacje cigcia. Dalej, wypracowane podejécie do MML,
zostaje powtérzone dla innych modalnych logik wielokratowych: MML," i jej zwrotnych,
serialnych, przechodnich i symetrycznych rozszerzen. Ostatnia czesé tego rozdziatu
przedstawia systemy dedukeji naturalnej dla modalnych logik wielokratowych MML,>® z
koniecznoscia lub mozliwoécia oraz dla MML,** tylko z koniecznoscig. Twierdzenie o
petnosci zachodzi dla nich ze standardowo zdefiniowana dedukcja. Naturalnie, zostaja tez

dowiedzione twierdzenie o normalizacji i wlasno$¢ podformut z ich negacjami.

Whioski koncowe

Yaroslav Petrukhin opublikowat samodzielnie dziesie¢ artykutéw i jest wspotautorem siedmiu
(w tym jeden zlozony) w nastgpujacych cenionych czasopismach: Bulletin of the Section of
Logic, Logic and Logical Philosophy, Journal of Logic and Computation, Journal of Applied
Non-Classical Logics, European Journal of Mathematics, Logica Universalis, Logique et
Analyse, Journal of Logic, Language, and Information, The Australasian Journal of Logic,
The Review of Symbolic Logic. Fakt ten ma swoje konsekwencje w jakosci rozprawy. Jest
ona pracg wartosciowa ale tez i obszerna, swoja objetoscia wykraczajaca poza standardy
przyjete dla tego typu tekstow. Stwierdzenie, ze praca liczy 163 strony jest mylace. Trudno
wyobrazi¢ sobie strong zawierajaca wiecej tekstu. Nie dziwi wiec fakt, ze rozprawa zawiera
ogromng liczbg wynikow istotnych zwlaszcza dla systeméw modalnych, takze
multimodalnych z niestandardowymi modalnosciami. Jest samodzielnym dzielem Autora w

tym sensie, ze zawiera wylacznie samodzielne wyniki, a te wspolautorskie nie sg
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przepisywane z artykuléw, a jedynie cytowane lub komentowane. Wszystkie wyniki
osiggni¢te wspllnie z innymi autorami sa skrupulatnie zaznaczone w tekscie odpowiednimi
cytatami.

Charakterystyczne dla rozprawy jest to. ze choé prezentuje ona czesto zmudne,
szczegolnie skomplikowane konstrukcje i dowody, to napisana jest w sposéb jasny i
precyzyjny, co czyni ja stosunkowo latwa w lekturze, o ile stowo "tatwa" w ogéle moze mieé
tu zastosowanie. Tak wigc, oprocz wartosci merytorycznej rozprawy, jasnos¢ i logika narracji
jest jej kolejna mocng strong. M6j jedyny zarzut dotyczy tego, ze rozprawa wydaje sig mie¢
zbyt techniczny charakter. Zdaje¢ sobie jednak sprawe, ze utrzymanie wlasciwych proporcji
migdzy czysto technicznymi fragmentami i filozoficznymi komentarzami w tego typu pracach
jest chyba odwiecznym problemem.

Recenzowana praca z nawiazka spetnia wymagania stawiane rozprawom doktorskim.
Z pelnym przekonaniem wnosz¢ o dopuszezenie Pana Yaroslava Petrukhina do dalszej czesci
postgpowania w sprawie nadania stopnia doktora.
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