Streszczenie

Rozprawa po$wiecona jest analizie propagacji swiatta w zakrzywionych czasoprzestrze-
niach ogolnej teorii wzglednosci, w przyblizeniu optyki geometrycznej. Jej gtowng ideg jest
zastosowanie do tego klasycznego problemu, nierozerwalnie zwigzanego z gtéwnymi wat-
kami ogélnej teorii wzglednosci, efektywnych metod teorii ukladéw dynamicznych.

Punktem wyjécia jest wynikajacy z zasady réwnowaznodci fakt, ze trajektorie promieni
$wietlnych w czasoprzestrzeni sa zerowymi liniami geodezyjnymi. Réwnania opisujace li-
nie geodezyjne maja postaé réwnan Lagrange’a II rodzaju, wynikajaca z prostego lagranz-
janu kwadratowego w predkosciach, jezeli zostanie odpowiednio dobrany parametr ewolu-
cji (tzw. parametr afiniczny). Zerowe geodezyjne sg dodatkowo scharakteryzowane przez
znikanie calki ,energii”. W plaskiej czasoprzestrzeni uzytecznym narzedziem opisu propa-
gacji promieni §wietlnych jest zasada najkrotszego czasu Fermata. Juz dawno podano jej
uog6lnienie na przypadek zakrzywionych czasoprzestrzeni opisujacych stale pole grawita-
cyjne, zaréwno statyczne, jak i stacjonarne. Sformulowano réwniez zasade Fermata dla
dowolnych pél grawitacyjnych; w tym przypadku ma ona mniej naturalng i funkcjonalng
forme. Jednym z glownych wynikéw rozprawy jest podanie nowej wersji zasady Fermata
dla dowolnych pél grawitacyjnych. Punktem wyjécia jest nastepujgce proste twierdzenie
udowodnione w rozprawie. Rozwazamy funkcje Lagrange’a L, spelniajaca warunki: (i) L
jest niezdegenerowang jednorodna funkeja predkosci uogélnionych drugiego rzedu; (i) L
nie zalezy od parametru ewolucji. Wybierajac dowolng wartosé¢ energii mozna rozwigzac
réownanie £ = L wzgledem jednej z predkosci uogdlnionych. Okazuje sig, ze otrzymane
rozwiazanie definiuje nows, funkcje Lagrange’a, opisujacy zredukowane trajektorie w prze-
strzeni konfiguracyjnej, sparametryzowane]j przez pozostale wspélrzedne uogélnione. Ten
prosty i elegancki wynik ma swoja cene: £ jest uogélnionym lagranzjanem, zaleznym od
zmiennej dzialania. Takie uogdlnienie opisane jest tzw. formalizmem Herglotza, ktory
jest rownie dobrze rozwiniety, jak standardowy formalizm mechaniki analitycznej. Dzigki
temu zaproponowana w rozprawie wersja zasady Fermata dostarcza efektywne narzedzia
do analizy réznych probleméw szczegélowych. Miedzy innymi alternatywne sformutowa-
nie zasady Fermata, znajdujace przejrzyste uzasadnienie na gruncie zasady wariacyjne]
Herglotza.

Drugi gléwny wynik rozprawy oparty jest na obserwacji, ze w przypadku geometrii
opisujgcych czarne dziury, réwnania wynikajace z zasady Fermata opisujg drgania nie-
liniowe. W szczegélnosci, w obszarze asymptotycznym sa to male drgania. Przyblizone
rozwigzywanie rownar opisujacych male drgania nieliniowe przyjmuja posta¢ rozwiniecia
w szereg w amplitudzie takich drgari. Prawidlowe rozwiniecie opisane jest przez algorytm
Lindstedta—Poincarégo. Zastosowanie tego algorytmu do zagadnienia propagacji promieni
$wietlnych w obszarze asymptotycznym prowadzi do opisu prawidlowo oddajacego ja-
kosciowe i ilosciowe charakterystyki trajektorii. W szczegélnodci otrzymuje sie elegancka
metode wyliczania kata odchylenia promieni §wietlnych w polu czarnej dziury.

Ostatni problem rozwazany w rozprawie dotyczy propagacji promieni $wietlnych w
metryce Kerra. Z punktu widzenia dynamiki opisujacej trajektorie geodezyjne w czterowy-
miarowej czasoprzestrzeni, jest to uklad calkowalny w sensie Arnolda-Liouville’a. Calkami
ruchu sa: lagranzjan L pokrywajacy sie z hamiltonianem), pedy uogélnione, sprzezone ze
wspblrzedna czasows i katem azymutalnym oraz tzw. stala Cartera, generujaca transfor-
macje symetrii, niebedgce transformacjami punktowymi. W omawianej rozprawie zerowe
geodezyjne analizowane sa w ramach zasady Fermata. Odpowiednia funkcja Lagrange’a
moze byé¢ wybrana tak, by parametrem ewolucji byl kat azymutalny. W ten sposob otrzy-
muje sie dwuwymiarowy uklad dynamiczny z przestrzenig konfiguracyjng parametryzo-
wang przez zmienng radialng r i odleglosé zenitalng 6. Opisujacy go hamiltonian jest



dosé skomplikowany, lecz problem mozna uproscié przez zastosowanie tzw. metody me-
tamorfozy stalej sprzezenia. Niesparametryzowane trajektorie wyjéciowego hamiltonianu,
odpowiadajace réznym warto$ciom energii, mozna opisa¢ jako trajektorie o zerowej ener-
gii rodziny hamiltonianéw, ktorych parametry sa funkcjami wyjéciowych energii. W ten
sposob otrzymuje sie duzo prostszy opis zerowych geodezyjnych w metryce Kerra w ra-
mach dwuwymiarowego ukladu calkowalnego w sensie Arnolda—Liouville’a. Dodatkowa
redefinicja parametru ewolucji pozwala calkowicie rozseparowaé zmienne, sprowadzajac
zagadnienie do dynamiki dwoch niezaleznych newtonowskich oscylatoréw nieliniowych.



